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Theorie und Praxis der Berechnung des mittleren Punktlagefehlers
beim mehrfachen Einschneiden.

Von Josef Kovarik, Wien

Bekanntlich wird die Genauigkeit, mit der die lageméBige Bestimmung eines
trigonometrischen Punktes erfolgt, am anschaulichsten durch eine Fehlerellipse
dargestellt.

In der Literatur, z. B. [1], [2], [3], werden flir die ,,mittlere* Fehlerellipse (nach
Helmert) die Richtung der groBen Achse, sowie die beiden Halbachsen praktisch
immer mit den gleichen Gebrauchsformeln angegeben:

1g20 — 1290 4 m]/[aa] b+ W
B— i mV[aaH [b6] — W
2D

(Der Einfachheit halber sei hier von unterschiedlichen Gewichten abgesehen.)

Die letzten beiden dieser Formeln, fiir die Halbachsen, enthalten, wie man sieht,
neben W auch noch die Koeffizientendeterminante D des Normalgleichungsschemas,
die meist eine mehr oder weniger groBe Zahl ist. Nun mag dieser Umstand bei einer
rechnerischen Ausgleichung nicht besonders schwer ins Gewicht fallen, bei graphi-
schen Bearbeitungen ist das jedoch zweifelsohne einer einfachen und schnellen
Genauigkeitsbestimmung hinderlich.

Wie der Verfasser schon in [4] erwédhnt hat, besteht zwischen W und D eine
einfache Beziehung, die es gestattet, die Formeln fiir die Halbachsen in einer Form
zu schreiben, die die Berechnung der Koeffizientendeterminante nicht mehr erfordert:

A=:tm-/ 2 —+m|/_ 2
"laa+bbl—Ww 3
2 =Y
_ - (1)
B=j:n1/[ ]_l_ib]_l_W:ﬂ:m_/?z_z__
aa ]
Tl Sl

%]
da ja [ad] + [bb] =[;§

st.

—-

Der totale, mittlere Punktlagefehler ist M = + ]/A2 + B2 =4 ]/mxz—l—myz,

mit (1) ergibt sich M = + m] / 5 2 + 2 und daraus

v [
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Bekanntlich ist W = ]/ [bb — aa)? 4+ [— 2ab]?, welche Formel man auch

o? 2 [e? 2
schreiben kann W = ]/[—2 . COS 2v] + [ 5 Sin 2v] ...
s K

Diese Form von W sagt, daB je zwei gegebene Festpunkte in der gleichen Entfernung,
deren Strahlen im Neupunkt aufeinander senkrecht stehen, sich in ihren Einfliissen
gegenseitig aufheben. Da man aber in der Praxis bei Punkteinschaltungen immer

M=42m

mit Uberbestimmungen arbeitet, wird W im Verhiltnis zu [Z—j] stets ein mehr oder
weniger kleiner Wert sein, weil schon bei einer Richtungswinkelverteilung {iber
2 g die einzelnen Glieder der beiden Summanden unter der Wurzel von (3) sich zum
Teil gegenseitig aufheben.
_pT ist immer kleiner als 1. Entwickelt man den Klammerausdruck im Nenner
H
von M, so kann man (2) in der Form schreiben

1 1 we
M:izﬁlﬁ_1+_

G

Die Praxis zeigt, daB sogar bei nur durchschnittlichen Verhéltnissen, wenn also die

...(2a)

. 1 [p?
Bestimmungsrichtungen nicht ideal verteilt sind, W nicht groBer ist als ) [;,,‘] . Daher

1
ist das zweite Glied der Reihe in (2a) ungefdhr gleich —. Das heiflt, auch bei Vor-

8
liegen nicht idealer Verhéltnisse wére der Fehler von A4 durch Vernachldssigung der
M
Glieder hoherer Ordnung nur etwa§ .

Nun wird ja das Verhéltnis der beiden Halbachsen der Fehlerellipse nur durch die
Lage des Neupunktes in Bezug auf die Festpunkte bestimmt und da der totale Punkt-
lagefehler das entscheidende, also von der Lage des Koordinatensystems unab-
hidngige Kriterium fiir die Genauigkeit eines Punktes darstellt, soll man M schon am
Feld, das heit moglichst schnell und moglichst einfach, bestimmen kénnen. Dazu
ist das erste Glied der Formel (2a), geniigend genau, bestens geeignet:

M=4 2m ?12_ . (4)
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Alle bisher zitierten Formeln sind zuerst nur fiir einen mehrfachen Vorwérts-
schnitt gedacht. Nun kann man aber bekanntlich auch den Riickwartsschnitt auf
ein Vorwértseinschneiden zuriickflihren, wenn man die, die Bedingungen [a] =0
und [b] = 0 erfiillenden ,,reduzierten Richtungen und Seitenldngen bestimmt.
(Bei der graphischen Ausgleichung zum Beispiel werden diese reduzierten GroBen

c
mit Hilfe des Schwerpunktes der FuBBpunkte der;-Léngen ermittelt.)

7 S 2}'8

b [b 2
Da [ad],.q = [aa] — [a]n[a] und [bb],.; = [bb] — [—][—] ist, wird [p_ d]=

2 1
= [aal,.; + [bb),.qd = [p_] - ([a) [@] + [b] [b]). Sind in den Entfernungen der

52
Zielpunkte keine wesentlichen Unterschiede, so sind schon bei zwei wirkungsvollen*)
Uberbestimmungen, also bei 5 beobachteten Richtungen, die Summen [a] und [5]
derart klein, daB sie fiir die gegenstdndliche Berechnung vernachldssigt werden

2 £

. P N o .

konnen. Dann ist [% d]:[;] Es konnte daher auch in diesem Fall die Formel
re

(4) Verwendung finden. Ist man sich aber iiber die Zuldssigkeit der genannten Ver-

nachlidssigung nicht sicher, dann wird man beim Riickwirtsschnitt mit den redu-

zierten Seitenldngen die Bestimmung vornehmen:

Alij:Zm] ; ...(42)

p 2
l:?red:l

In der photogrammetrischen Abteilung des Bundesamtes fiir Eich- und Ver-
messungswesen in Wien wird, nach einem Vorschlag des Verfassers, auf die oben
beschriebene Art die Genauigkeit der i. a. durch Punkteinschaltungen gewonnenen
PaBpunktkoordinaten schon mehrere Jahre hindurch mit bestem Erfolg bestimmt.
Dabei zeigt sich immer wieder, dal bei Messungen mit einem geniigend genauen
Theodolit, der einen geringen mittleren Richtungsfehler leicht zu erreichen ge-
stattet, und bei den meist vorkommenden Zielweiten, etwa bis 6 km, der mittlere
Punktlagefehler nur wenige Zentimeter betrdgt, so daB sich eine Kenntnis der Fehler-
ellipse selbst erlibrigt.

In diesem Sinne sei auch Wolf in [3] zitiert: ,,... Nach amtlichen deutschen
Vorschriften soll bei einer Punktbestimmung die groBe Halbachse 4 der mittleren
Fehlerellipse nicht groBer als 15 cm sein. ... Ist der Wert fiir den Punktlagefehler
schon kleiner als 15 cm, so eriibrigt sich die Berechnung der Halbachsen. ... Daher
wird heute die Fehlerellipse nur selten — eben nur in jenen Grenzfillen — be-
rechnet. S

SchlieBlich sei noch erwdhnt, da man auch unterschiedliche Gewichte leicht
beriicksichtigen kann. Setzt man ndmlich den Quotienten aus der Entfernung durch

s _
die Wurzel des jeweiligen Gewichtes —— gleich einer Entfernung s, so ergeben sich fiir

Vo

*) das heif3t: nicht etwa nur 4 oder 5¢ neben anderen Bestimmungsrichtungen !
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die Summen, die mit% gebildet werden, das sind [« ]/E .a ]/5], ...., schon die Werte

[paal, [pbb]), ...
An Hand von einigen Beispielen soll jetzt abschlieBend gezeigt werden, daB die
vorgeschlagene Berechnungsart von M von einer kaum mehr zu unterbietenden

ot
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Einfachheit ist. Handelt es sich um eine rechnerische Aus-
gleichung der Beobachtungen, dann brauchen nur die im

Normalgleichungsschema enthaltenen Summen [aa] und
2

[bb] addiert zu werden und geben schon [22] . Arbeitet

man graphisch, dann wird man mit zwei Zahlentabellen
oder mit ein fiir allemal angelegten Leitern einfach und
schnell zum Ziel kommen. (Siehe als Konstruktionsvor-

schlag dazu die- Abbildungen -1-und-2.)- Natiirlich - kann
2

man aber z. B. auch die %—Skala des Horsky-Diagrammes

(Rechentafel 7a zur Ermittlung der Richtungs- und
Seitendnderungen, 400%) verwenden und mufBl nur den
10fachen Betrag des am MaBstab fiir die Anderungen ab-
gelesenen Wertes nehmen. Die weitere Rechnung, 2facher
Richtungsfehler durch die Wurzel aus dem letztgenannten
10fachen Diagrammwert, kann mit jedem kleinen Taschen-
rechenschieber ausgefiihrt werden.

Der Ubergang auf einen von - 5° stark abwei-
chenden Wert des mittleren Richtungsfehlers 7 wird am
besten so vorgenommen, dal man AM zuerst flir 5 er-
mittelt und anschlieBend den Wert im Verhéltnis 2m:10
verkleinert bzw. vergroBert. (Ergibt sich z. B. m = + 3,
dann wird M im Verhéltnis 6:10 verkleinert, eine Rech-
nung, die sogar leicht im Kopf gemacht werden kann.)

1. Beispiel: es liege ein dreifacher Vorwértsschnitt
vor (mit rechnerischer Aus gleichung), von

1 nach Py .. orient. R. 62¢ ... Seite 4,00 km

2 nach Py .. orient. R. 184% ... Seite 3,76 km

3 nach Py .. orient. R. 368% ... Seite 3,20 km.
Aus den Normalgleichungen ergeben sich, bei s in cm-
Einheiten, [¢a] = 2,84 und [bb] = 6,51. Daher wird

2

[%2] =9,35. Der mittlere Richtungsfehler m sei + 5,

o 1 10
Damit ist M = 4 2.5. ]/ﬁ =4 3.06

=4 3,3 cm.

Das erste vernachldssigte Glied von (2a) kann leicht iiberschlagen werden, es
gibt 0,08 M = 2,6 mm. Da die strenge Berechnung M = + 3,6 cm ergibt, siecht man
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daraus, daB praktisch die gesamte Differenz gegeniiber dem Né&herungswert nach
(4) in dem ersten vernachldssigten Glied steckt. Die Aussage, dal der Punktlage-
fehler zwischen 3 und 4 cm liegt, wird aber in der Praxis i. a. bei allen Fillen der
Punkteinschaltung geniigen.

2. Beispiel: es liege ein Riickwértsschnitt iiber 4 gegebenen Punkten vor, also
nur mit einer Uberbestimmung (mit graphischer Ausgleichung), orientierte Richtun-
gen nach 1 ... 25¢ Seitenldnge . . 3,6 km

nach 2... 65¢% Seitenldnge . . 2,0 km

nach 3 ... 135% Seitenldnge . . 2,9 km

nach 4 ... 180¢ Seitenldnge . . 3,9 km

Nachdem man in iiblicher Weise auf den einzelnen Strahlen die entsprechenden

¢
%-(bzw. ;-) Léngen aufgetragen hat (FuBpunkte F), ermittelt man bekanntlich, bei

richtungsméBiger Ausgleichung, graphisch den Schwerpunkt der FuBpunkte und
bestimmt aus den Abstdnden dieses Schwerpunktes von den einzelnen FuBpunkten
die reduzierten Seitenldngen

nach | 1 2 3 4
Se¢ | 38skm  3,2km 4,6 km 3,25 km,

2

Damit ergibt sich dann [—% d] =12 und mit m = 4 5% erhdlt man M =

= 4 3 cm. Zur Kontrolle wurde auch W ermittelt und damit ergab das erste ver-
nachldssigte Glied 4 mm. Zum Vergleich sei auch hier der streng gerechnete Wert
mitgeteilt: M = + 3,4 cm. Wie man sieht, erhdlt man die Lagegenauigkeit auch
hier, trotzdem nur eine Uberbestimmung und keine ideale Verteilung der Richtungen
vorliegt, mit einer Schérfe, die fiir die Beurteilung der Punktqualitét in der Praxis voll-
kommen ausreichend ist.

Liegt aber zu den oben genannten vier Richtungen etwa noch eine zweite Uber-
bestimmung vor, z. B. bei 317% mit einer Seitenlinge von 2,2 km, dann ist die Hori-
zontverteilung eine wesentlich bessere und man erhdlt schon mit den gegebenen,
also nicht reduzierten Seiten praktisch denselben Wert, wie mit s,,;, ndmlich M =
= 4 1,9 cm. (ZahlenmiBig gerechnet 19,3 mm gegen 18,6 mm.) Der mit der strengen
Formel errechnete Wert betrdgt demgegeniiber 4 20,2 mm.

Eine lange Reihe solcher Berechnungen hat gezeigt, daB eine derartige Bestim-
mung der Punktlagefehler am Feld in allen Fillen genau genug ist, da jede strenge
Rechnung schon wegen der Unsicherheit im mittleren Fehler einer beobachteten
Richtung unsinnig wére, kann dieser doch erst nach der Punktausgleichung end-
giiltig ermittelt werden.

Aber auch nach der Ausgleichung ist die mit der Ndherungsformel erzielte Ge-
nauigkeit i. a. ausreichend, da es bedeutungslos ist, ob der betreffende Punkt 3 oder
3,5 cm Lagefehler hat. Die entscheidende Frage ist doch vielmehr die nach der Di-
mension: cm oder schon dm!
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Zusammenfassung

Beim mehrfachen Vorwarts- wie beim mehrfachen Riickwartsschnitt — und
natiirlich auch sinngeméB beim kombinierten Einschneiden — kann der totale mittlere
Punktlagefehler des Neupunktes mit den angegebenen Formeln (4) bzw. (4a) einfach
und schnell bestimmt werden, wenn man sich mit etwa 109, Genauigkeit der er-
mittelten GroBen begniigt. Das wird am Feld, bei der Einmessung, immer und bei
der Punktberechnung i. a. dann der Fall sein, wenn der Lagefehler nur wenige cm
betrdgt. SchlieBlich ist damit auBerdem die Mdglichkeit gegeben auch bei graphischen
Ausgleichungen von mehrfach eingeschnittenen Punkten den mittleren Punktlage-
fehler einfach, dabei aber trotzdem geniigend genau ermitteln zu kénnen.
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Rationellste Basisnetze der Prizisions-Polygonometrie vorgeschriebe-
ner Genauigkeit mit Wild-Theodolit T2 und 2m-Invar-Basislatte
im Stadtgebiet

Von Walter Smetana, Wien

Veroffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen

Zusarmenfassung:

Bei Verwendung des i{iblichen Wild’schen Instrumentariums mit Zwangszentrier-Ausriistung
zur Messung von Prizisions-Polygonziigen verschiedener Lidngen im Stadtgebiet, und unter Zu-
grundelegung einer geforderten Polygon-Punktlagegenauigkeit von 1 c¢cm, der parallaktischen- und
Polygonwinkel-MeBgenauigkeit mit bzw. m, =~ 4 2¢¢, mg =~ + 8¢c, sindin der vorliegenden Arbeit
fiir den Praktiker die jeweils rationellsten Basisnetze errechnet und in einer Tabelle zusammen-
gestellt.

Fiir die Zugslingen wurde ein Bereich von 500 m bis 1,5 km gewéhlt. Die Anzahl der Poly-
gonpunkte, einschlieBlich der beiden AnschluBpunkte eines Zuges, wird hiebei mit 11 bis 31 fest-
gelegt. Weiters konnen der Tabelle auch noch zuldssige AuBermittigkeiten der Basislatte, ideale
Hilfsbasisldngen, sowie Abweichungen von denselben entnommen werden.

1. Einleitung

Bei der Anlage von Hauptpolygonziigen der Préizisions-Polygonometrie im
Stadtgebiet wird der Einsatz eines leichten Geodimeters zur elektro-optischen
Distanzmessung wohl die rationellste Strecken-MeBmethode darstellen, da beson-
ders auf Grund der diesbeziiglichen mathematisch-statistischen Untersuchungen
von Geodimeterstrecken nach Peters-Korschineck [1], eine in vielen Féllen auch
fiir Stadtvermessungen geforderte Punktlagegenauigkeit durch den rationellen Ein-
satz eines Geodimeters erzielt werden kann.



