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Die beziiglichen Gewichte werden auf dem Diagramm abgelesen bzw. geschitzt
mit: p; =16, p =6,2 und p; =4,1.

Die Mittelbildung der Koordinaten nach Gewichten kann entweder mit einer
Tischrechenmaschine oder aber unter Zuhilfenahme eines gewdhnlichen log. Rechen-
schiebers erfolgen. Man wird dabei am besten von Ndherungswerten Y, und X,

ausgehen:
Yy = — 16 552,550

Xo= 312 659,990
[(pAy] [pAy] 16.7+62.134 0 192,6

Y =Yoo+ TR 26,3 263 T mm
o Al [pAX)_16.22462.38 +4,1.2 5958
X=X+ T 263 =263 T Bmm
Dabher:
Y = — 16 552,543 m

X = 312 660,013 m
Die analytische Berechnung aller zehn moglichen Schnittkombinationen,
deren Ergebnis einem strengen Ausgleich nach der Methode der kleinsten Quadrate

vollig gleichkommt, ergibt:
Y= — 16 552,539 m

X = 312 660,010 m

Die Koordinaten der optimalen Punktlage weichen demnach in ¥ um 4 mm
und in X um 3 mm von der wahrscheinlichsten Punktlage ab. Diese Millimeter-
Differenzen bleiben jedoch fiir die Praxis bedeutungslos.

Fiir nicht zusammenhéngende terrestrisch zu bestimmende EP wird, wie bereits
in meiner Abhandlung iiber das Néherungs-Zentroid dargelegt wurde, die analyti-
sche Berechnung der Koordinaten der drei besten Schnittkombinationen und Mittel-
bildung nach Gewichten mit Zentimeter-Genauigkeit die rationellste Bestimmung
darstellen, die zugleich auch den Genauigkeits-Anforderungen der Praxis in allen

Fillen entspricht.
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Beitrag zum graphischen Ausgleich
Von Kornelius Peters, Wien
1. Einleitung

Trotz der immer ausgedehnteren Verbreitung automatischer Berechnungs-
methoden bei der Punkteinschaltung besitzt der graphische Ausgleich noch immer
seine Existenzberechtigung. Tischcomputer mit fixen geodétischen Programmen
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konnen die sonst ldstige Berechnung vorldufiger Koordinaten, Seiten und Richtungs-
winkel sehr erleichtern. Als groBter Vorteil spricht die sonst unerreichbare An-
schaulichkeit fiir ihn, des weiteren die damit verbundenen Moglichkeiten der Ver-
einfachung der Verfahren entsprechend der gerade vorliegenden Netzkonfiguration.
Als Nachteil der graphischen Verfahren gilt die Abhédngigkeit des Ergebnisses von
der Sicherheit und Ubung des Rechners. Durchgreifende Kontrollmoglichkeiten
fehlen.

In der Literatur kann man, abgesehen von zahlreichen Abhandlungen iiber
vektorielle Methoden, deutlich zwei Stromungen unterscheiden. Eine befaBt sich
mit Konstruktion des plausibelsten Punktes auf Grund der Schnittpunkte der
Fehlergeraden [1], [2], [3], [10] und benétigt zur Durchfithrung, die nach [3] recht
flott vor sich gehen kann, zusétzliche Diagramme.

Die zweite versucht den Neupunkt direkt aus der fehlerzeigenden Figur abzu-
lesen. Hiebei wird interessanterweise, teils bis in die jiingste Zeit hinauf, die ,,Aus-
gleichung’* einfach durch bloB gefiihlsméBiges Schdtzen durchgefiihrt [4], [5], [6]

oder die Fehlerfigur wird filschlicherweise mit p =§ eingeengt [4]. GroBe Ver-

dienste um die Verbreitung theoretisch richtiger und rationell durchfiihrbarer
graphischer Methoden hat Prof. Rolrer erworben. Er wies in seiner Vorlesung

[12] die Notwendigkeit der Einengung der Fehlerfigur mit p = % nach, welche sonst

nur erwidhnt wird [7].

Die grofBte Schwierigkeit bei der Bestimmung des plausibelsten Punktes ist also
dessen Auffindung in der fehlerzeigenden Figur. Die strengen Verfahren von Bertot
[10] oder auch Williams [10] sind fiir eine praktische Durchfiihrung zu langwierig,
Das rationellste Verfahren wurde von Smetana angegeben [9].

Die Ermittlung der FehlergroBen fehlt in der Literatur iiber den graphischen
Ausgleich oder beschriankt sich auf den Hinweis auf die Anschaulichkeit des Ver-
fahrens, ohne nihere Angaben zu machen. Dieser Mangel kann deshalb als be-
deutend empfunden werden, weil jeder rechnerische Ausgleich schon von Computern
durchgefiihrt wird und die Fehlerdaten dabei selbstversténdlich mitgeliefert werden.
Ist man auch der Meinung, daB die neuzeitlichen MeBgerite und -methoden fehler-
freie Resultate erwarten lassen, so kommt im Fehlerbild doch auch die Netzqualitit
zum Ausdruck.

2. Ermittlung der wahrscheinlichsten Punktlage aus der Fehlerfigur

Die Konstruktion der Fehlerfigur wird als bekannt angenommen. Es soll daran
erinnert werden, daB3 ein kombinierter Einschnitt und sogar auch eine Kombination
aus Richtungs- und Streckenmessungen durch einen Ausgleichvorgang dargestellt
werden konnen und sollen. Beim kombinierten Einschneiden ist fiir die Innen-
richtungen der Schwerpunkt [11] zu bilden, die Innenrichtungen werden dann
reduziert. Fiir ein und dasselbe Ziel haben dann auf dem Papier die AuBlen- und
Innenrichtungen verschiedene Richtungen. Die gro8te Schwierigkeit bei vereinigtem
Richtungs- und Streckenausgleich ist die Festsetzung der Gewichte.

Die Léinge der gemessenen Seiten hat auf das Gewicht keinen EinfluB}, da die
Genauigkeit etwa von Geodimeterseiten unabhidngig von ihren Léingen ist. Ein
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Weg wire, das entsprechende Geriét auf einer Kombination von Komparations-
strecken vor und nach der Messung im Operat genau zu testen, den hiebei errechneten
zufilligen Fehleranteil in den Ausgleich einzufithren und mit 2 zu multiplizieren,
um den schwierigeren Messungsbedingungen im Feld Rechnung zu tragen. 4+ 1 cm
auf der Testbasis entsprichen also 4 2 cm/Seite fiir die Rechnung. Da bei der
trigonometrischen Punkteinschaltung eine Zielgenauigkeit von etwa + 2 cm/km
angenommen werden kann, hétten in diesem Fall die Fehlergeraden der Seiten-
messung dasselbe Gewicht wie eine Richtung von 1 km Visurlinge. Den mittleren
Fehler einer Richtung aus einem vorldufigen Ausgleich nur der Richtungen jeweils
abzuleiten, ist wegen der geringen Anzahl der Uberbestimmungen unzuléssig.
Der graphische Ausgleich von Streckenmessungen ist in [8] angegeben, ebenso ist
dort ohne Nachweis eine rationelle Konstruktion des plausibelsten Punktes erwéahnt.
Dieser Artikel bezieht sich allerdings nicht auf elektronische, also gleichgewichtige
Seitenmessungen.

Ro (Fetlergersok )

Abb. 1

Sei Py der plausibelste Punkt, so sind die ¥ die Perpendikel der Richtungsver-
besserungen.

Der bekannten Formel v = w + dv 4+ z entsprechend, sind fiir Innenrichtungen
immer die entsprechenden reduzierten Richtungen zu verwenden.

Soll nun das Gewicht der einzelnen Fehlergeraden abgeleitet werden, das bei
der Einengung der fehlerzeigenden Figur Verwendung finden soll, setze man die

entsprechende Ausgleichsbedingung [py%] = Min. an. Da y = yee _iE und bei der
P
2
rechnerischen Ausgleichung die Bedingung [veeyee] = Min. gilt, ist p = 5_2, oder
ligemein p — -

allgemein p = .

Bedenkt man nun, daB3 ein graphisches Ausgleichsverfahren moglichst ohne auf-
wendige Rechnungen und Anschreibungen unter Verzicht auf ,,letzte Genauigkeit
zum Ziel fithren soll, will es sich nicht selbst ad absurdum fiihren, ergibt sich aus
den Methoden von Williams und Smetana der schnellste Weg,

Fiir Winkel ¢ nahe 1008 ist sin2 ¢ ~ 1, fiir kleine ¢ nahe @ (¢ = Schnittwinkel
der Fehlergeraden).
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Will man nun nach Swmetana verengen, sicht man wohl in jeder fehlerzeigenden
Figur ungefdhr parallele Gerade. Smetana’s ,,Schnittpunktstdrken entsprechen

7
e

Abb. 2

in2o

nach [3] den Schnittpunktsgewichten, den oft zitierten S;nz ;qu . Das Zentroid
i %

von (123) liegt nun anndhernd auf 3, und zwar teilt es den Abschnitt (13) (23) im

.1 1 .. . . . S
Verhiéltnis S—Z:s—z. Begriindung: sin2¢;3 = sin2¢,3 =1, sin2¢;, = @, beide in
- 1© 82

Frage kommenden Schnittpunkte betreffen die gleiche Seite s;. Die Uberlegung gilt

auch, wenn ¢3 und ¢,3 nicht ungefdhr 1008 sind. Wegen ¢, == 0 ist dann ¢;3 =

= 2008 — ¢y3 und sin2¢;3 = sin2¢,3. Hétte man (124) betrachtet, wiirde das

entsprechende Zentroid die Strecke (14) (24) im selben Verhéltnis teilen. Dieselben

Uberlegungen kann man nun betreffend (341) oder (342) anstellen, sie lassen sich

auch auf mehr als zwei ungeféhr parallele Fehlergeraden erweitern. Alle ungeféhr

parallelen Fehlergeraden (bis 208 Schnittwinkel) konnen also durch eine Gerade

ersetzt werden, welche die Schnittwinkel im Verhéltnis der Gewichte und gleich-
zeitig als Gewicht die Summe der Einzelgewichte besitzen (Abb. 3).

In Abb. 2 wire also die Lo-

I sung das Zentroid des Dreiecks

(5) — Verein. [12] — Verein. [34].

Die Schnittwinkel kann man aus

:‘.'-.I dem Teilkreis des V 123 ablesen

al 7 oder schitzen. Zur Berechnung

der Punktstirken geniigt bei ei-

/ niger Ubung Kopfrechnen. We-

o3 gen des Komplementércharakters

i re der sin2-Funktion kompensieren

- e sich in den mfeisten Féiller_l iiber.-

Abb, 3 "‘—‘Lp, PPy gangene Schnittpunkte mit klei-

nen und auf 1008 aufgerundeten
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Schnittwinkeln. Mit drei endgiiltigen Fehlergeraden kommt man auf jeden Fall
durch. Die Zentroidkonstruktion ist entweder iiberfliissig oder sehr erleichtert.

3. Bestimmung des mittleren Punktlagefehlers
Die Formel fiir den mittleren Punktlagefehler lautet bekanntlich

1
M = mee . ]/ il [é_J , dabei sind mee =]/ e yee] -y = Sin’ey
p4 [py] n—u 5;2 5;2

Fiihrt man nun fiir die p; die Uberlegungen durch, die zu den vereinigten
Fehlergeraden fiihren, kann man nachweisen, dal3 man statt der einzelnen p;; jeweils
die Gewichte der vereinigten Fehlergeraden einsetzen kann. Seien die einzelnen
Fehlergeraden a, b und ¢, wird der Nenner in der Wurzel

Dij = DaPb SIN2 Qb + Papc SIN2Qac + pope SN2 .

In der Praxis ist das Wurzelglied nun sehr einfach, Die pa, ps, p. liegen schon
als Summe der Einzelgewichte vor, sin2¢ kann man mit 1, 0,5 oder 0 annehmen.
Ein Fehler des Wurzelausdruckes von 409, ergibt erst 209 Fehler des gesamten
Ausdruckes und eine hohere Genauigkeit ist wohl nie anzustreben.

Dap = % , kann man auch schreiben: M = mecec —l [p] .

s pee U X ([pa] [ps] sin2 qgp)
Der Wurzelausdruck 148t sich im Kopf errechnen.

k wird man meist ungefdhr als mittlere Seite annehmen. Das Glied vor der
Wurzel ist damit in erster Nédherung ungeféhr gleich dem mittleren Fehler des
Perpendikels der Verbesserungen. Sonst mu3 man die » abgreifen, im Horskydia-
gramm die vee ermitteln und mice ausrechnen. Dieser Vorgang ist einfacher, als

er aussieht, da einziffrige Rechnung geniigt. mcec . %} wird ebenfalls im" Horsky-
P
diagramm gebildet.

Es folgen nun die mittleren Punktlagefehler und die Radien der hier kreis-
formigen Fehlerellipsen fiir regelméBige Vielecke als Fehlerfiguren. Die Visur-
strahlen seien gleichlang.

Tabelle 1 Tabelle 2
0° sin%g mittl, Punktlagefehler als Vielfaches des
—_— — Inkreisradius

100 1,0 . A

80 0,9 Anzahl d. Seiten | AuBenrichtungen Innenrichtungen
70 038 Radius Radius
63 0,7 Fehlerell. Fehlerell.
56 0,6

50 0,5 3 2,0 1,4 £

14 . 4 1,4 1,0 2,0 1,4
17 0:3 6 1,0 0,7 1,2 0,8
29 0.2 8 0,8 0,6 0,9 0,6
20 0,1 oo (Kreis) 0,8 0,6 0,8 0,6

Bei den am héufigsten vorkommenden Bestimmungen durch 4—6 Visuren ist
also der Radius des Inkreises der Fehlerfigur bei symmetrischer Netzgestalt ungefahr
gleich dem Radius der Fehlerellipse.
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Der mittlere Seitenfehler in einer beliebigen Richtung - ist dann
cos2 ¢y

k / /[0_052%-—1)]
M+ = mee —C—] 52 =M. (p]

P S ([Pl [p6] SINZ P

¢ ist in dieser Formel der Rich-
tungswinkel der jeweiligen Seite von
der n-Achse aus; den Ausdruck
cos2¢qq . p kann man jeweils mit
Hilfe von Tab. 1 schitzen.

Auf diese Art kann man aus
zwei um 508 verdrehten Richtungen
n1,2 die Gestalt der Fehlerellipse
konstruieren. Fiir viele Bediirfnisse
Po’ wird auch die Konstruktion aus

einem einzigen 7 geniigen.
Abb. 4 zeigt die Moglichkeit, aus den sogenannten ,,FuBpunkten”, die im Ab-

s* 7 .
., 7 Jnnenrichtvngen AwvBensiclitongen
i
’ ’
; ; a0 74 7 g
L 7
| o
e
b 28 20 . /
Se 2 4
7 7 29 L.
; 7 3.7 24
77

a0
5 75 70 @ el N
/ P EI 7
20
L
0'3 @ X
7 7

S e

Abb. 5§
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stand% vom vorlidufigen Punkt aus auf den Strahlen aufgetragen werden, zwei

Werte abzulesen.

Das Quadrat der schraffierten Fldche ist ein MaB fiir p;,, das Quadrat der
doppelt ausgezogenen Strecke fiir cos2¢wy py.

In Abb. 5 folgt fiir einige charakteristische Fehlerbilder die Angabe des mittleren
Punktlagefehlers.

Schon beirelativ einfachen fehlerzeigenden Figuren ist also eine ad hoc-Aussage
iiber den zu erwartenden mittleren Punktlagefehler nicht leicht und nur bei einiger
Ubung zu treffen.

4. Praktisches Beispiel

Zur Erlduterung sei noch in der Beilage das Beispiel eines kombinierten Ein-
schneidens aus [10] mit Hilfe des im Bundesamt fiir Eich- und Vermessungswesen
gebriauchlichen Vordruckes V 123a und des ,,Horskydiagrammes” gebracht.

Die Rechnung ist etwas schirfer durchgefiihrt als es die Praxis verlangt. Bei
den vv wird man nur die Hunderter anfiihren und der Wurzelausdruck ist offen-
sichtlich eine GroBe nahe 1, so daBl man M = 4 0,06 m aus kurzer iiberschlidgiger
Betrachtung angeben kénnte. Dieser Wert ergibt sich im vorliegenden Fall auch bei
bloBem Schitzen aus der Fehlerfigur, da die Schnitte recht symmetrisch liegen-
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Referat
Bericht iiber eine geoditische Vortrags- und Studienreise in Amerika

(zum Vortrag von o. Prof. Dipl.-Ing. Dr. Karl Rinner am 3. Februar 1967 in der Arbeitsgemeinschaft
des Osterreichischen Vereines fiir Vermessungswesen und der Osterreichischen Gesellschaft fiir
Photogrammetrie an der Technischen Hochschule in Graz)

Prof. Dr. Karl Rinner fihrt seit einigen Jahren im Rahmen eines Forschungsauftrages Unter-
suchungen iiber geoditische Netze im Raum aus. Aus diesem Grunde wurde Prof. Rinner im ver-



