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Unabhingigkeit und schwache Abhingigkeit der Funktionen aus-
geglichener Groflen von einzelnen urspriinglichen Beobachtungen

Von Kurt Kubik, ITC-Delft

Einleitung:

Bei vielen Aufgaben der Geodésie, Photogrammetrie und verwandten Gebieten
dienen die Ergebnisse einer Ausgleichung von direkten Beobachtungen nur als
Zwischenwerte in einem umfangreicheren Berechnungsgang.

Die gesuchten Endresultate der Aufgabe werden durch eine Verwendung dieser
Zwischenwerte in einer weiteren Rechenoperation gewonnen. Dadurch wird der
Zusammenhang zwischen eigentlichem Endziel und urspriinglichen Beobachtungen
einigermaBen kompliziert und es geht der Uberblick iiber den EinfluB von einzelnen
Beobachtungen auf die Endergebnisse bis zu einem gewissen MaBe verloren. Ins-
besondere ist dabei die Frage der Abhidngigkeit der Genauigkeit der Endresultate
von der Genauigkeit der urspriinglichen Beobachtungen weniger leicht zu beant-
worten. Die Konsequenz davon ist, daB man sich keine Rechenschaft dariiber ablegt,
welche Genauigkeitsanforderungen an bestimmte urspriingliche Beobachtungen
gestellt werden miissen, bzw. ob sie im Hinblick auf die gestellte Aufgabe iiberhaupt
notwendig sind.

Im ersten Teil dieser Untersuchung soll versucht werden, Kriterien fiir die
vollstdndige Unabhéngigkeit bestimmter Funktionen ausgeglichener GréBen von
einzelnen urspriinglichen Beobachtungen aufzustellen. Diese Kriterien sollen dann
dahingehend erweitert werden, daB der fiir die Praxis wesentlich wichtigere Fall
einer schwachen Abhéngigkeit erfaBt wird.

Besteht eine solche schwache Abhédngigkeit, dann ist die Messung und Benutzung
der betreffenden Beobachtungen vom praktischen Standpunkt eigentlich unwirt-
schaftlich.

An Hand einer Reihe von einfachen Beispielen wird schlieBlich die Anwendung
der Kriterien gezeigt, wodurch oft iiberraschende und nicht unmittelbar plausible
Beziehungen aufgezeigt werden konnten.

Mathematisch 148t sich das Problem auf folgende Weise formulieren:

Die aus einem Ausgleich gewonnenen Daten:

Die ausgeglichenen Beobachtungen (/) = | (/1)

(72)

14
und die Unbekannten X = [ X |
X
X,

finden in einem weiteren Berechnungsgang
f1 =F1Xoderf2 =F2 (1)
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Verwendung, wobei das Endziel der Berechnung f und sein mittlerer Fehler mif ist.

me = m [/Qg}

Zuerst werden Kriterien fiir die Unabhéngigkeit von f und seiner Genauigkeit
von den urspriinglichen Beobachtungen /; aufgestellt. Dariiber hinaus muf} die
Anderung der Genauigkeit von f bei Anderung der Gewichte p; der urspriinglichen
Beobachtungen /; untersucht werden.

Fiir die Untersuchung der Genauigkeit geniigt es im folgenden, den Gewichts-
koeffizienten Qg zu untersuchen, obwohl in der Gleichung fiir my

mg = g ]/@;f
auch noch der Gewichtseinheitsfehler 1, enthalten ist. Fiir den Gewichtseinheits-
fehler wird jedoch mit Vorteil eine Schéitzung n, verwendet, welche aus einen vor-
hergehenden umfangreicheren Test und damit unabhingig von dem konkreten
Ausgleichsproblem erhalten wurde.

Die Schitzung nA10, welche im Zuge der Ausgleichung aus

-~ yT Py .
my? = i n —k Anzahl der Freiheitsgrade
gewonnen wird, besitzt eine sehr groBe Unsicherheit, da sie aus einer duBerst ge-

ringen Anzahl von Beobachtungen bestimmt wurde. Wegen der groBen Streuung

von Eo sollte es nicht fiir weitere Genauigkeitsberechnungen verwendet werden,
um nicht Gefahr zu laufen, grob verfdlschte Werte fiir die Genauigkeit des End-
resultates zu erhalten,

1. Kriterium fiir die Unabhingigkeit von f und Qg von einzelnen /;
und deren Gewichten p;

Diese Kriterien werden fiir die Ausgleichung nach vermittelnden und bedingten
Beobachtungen getrennt abgeleitet, da sie sich damit in verstdndlicherer Form
ergeben als bei einer Ableitung fiir die allgemeine Ausgleichsaufgabe.

1.1. Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen

Mit einer Gruppe von Beobachtungen / als Anfangsdaten werden durch einen
Ausgleich nach vermittelnden Beobachtungen die Unbekannten X und ihre Kofaktor
Matrix Q,, aus folgenden Formeln gefundent):

Verbesserungsgl. v = BX 4w, B =| ay, by....... kq |

Gewichtsmatrix der Beobachtungen P ={[py] ik ....n

Widerspriiche w = [y — [

Normalgleichungen NX + BTPw =0

Normalgleichungskoeffizienten N = BTPB oo (D
Unbekannte X = — N—1BTPy

Gewichtskoeffizienten der Unbekannten Q..=N-1=0

1) Matrix-Notation analog zu [1.]
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Das Endresultat f und sein Gewichtskoeffizient Qg ergibt sich mit

f=FX F=[F,F;....F]
Qp = FQFT (f'und Qp sind Skalare). ..
Dargestellt in Funktion der urspriinglichen Beobachtungen folgt f mit
f=FX = FQOBTP] — FQB"PI, )

wobei nur das erste Glied von den Beobachtungen / abhiingig ist.
Soll nun f von der Beobachtung /; unabhéngig sein, so mu} in der Matrix

C=FQBT™P mit C=][C,Cy....C,] e @
der Faktor C; gleich O sein.

Ist insbesondere P eine Diagonalmatrix, dann geht diese Bedingung iiber in

1...j...n

apP ., OP - —
FQBTa—pj =0 mit o = 000 I und p; = py o )

..1. ]

‘0
. 007 n
Fiir Qg folgt

Qg = FQBTPQ, PBQFT mit Qy — P~—1 ... (6)

oder Q = CQ”CT
so daB auch fiir Qy gilt:

Qp ist dann nur dann unabhéingig von der Beobachtung /; oder der Variation
deren Gewichtes p;, wenn in der Matrix C = FQBT P der Faktor C; gleich 0 ist.
1.2. Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen

Mit den Beobachtungen / als Anfangsdaten ergeben sich die Korrelaten und die
ausgeglichenen Beobachtungen aus?2)

Bedingungsgleichungen Ay + w =0

Gewichtsmatrix der Beobachtungen P = [p;], i, k=1 ....n
Gewichtskoeffizienten der Beobachtungen Oy =P 1 =[gy], i, k=1.... n
Normalgleichungen Nk + w =0 mit N = AP—1 4T

Losung der Normalgleichungen k = — N-lw = — Qw )

Verbesserungen v = QpATk = — QuATOw
ausgeglichene Beobachtungen (/) =74 v =1— QuATOw

und das Endresultat f als lineare Funktion der ausgeglichenen Beobachtungen mit

f=F.(0) f Skalar
Dargestellt in Funktion der urspriinglichen Beobachtungen folgt f mit
f=F.l— FQuATQw ()]

wobei w, die Matrix der Widerspriiche in der Bedingungsgleichungen, ebenfalls
eine lineare Funktion von / ist.

2) Notation analog zu [1.]




86

Soll /' nun unabhéngig sein von der Beobachtung /;, miissen folgende Bedin-
gungen gelten:

a) In der Matrix F=|[F,F ..... F,]
muB der Faktor F; gleich 6 sein
b) Die Matrix FQuATQO

hat 6 Stellen an den Stellen 3, wenn 1w, die Widerspriiche aller jener Bedingungs-
gleichungen sind, in denen die Beobachtung /; auftritt. Dies kann auch in folgender
Form geschrieben werden

ow
FQuA™Q-37 =
J

Der Gewichtskoeffizient Qp ist sicher unabhidngig von der Beobachtung /;
oder der Variation des Gewichtes p; dieser Beobachtung, wenn f unabhingig ist
von der Beobachtung /. '

Daher ist der Gewichtskoeffizient unabhéngig von der Beobachtung /; oder der
Variation des Gewichtes p; dieser Beobachtung, wenn

a) Der Faktor F; in der Matrix F gleich 0 ist.
b) Gleichung FOATQ % — 0 erfiillt ist.
1

2. Abhidngigkeit des Kofaktors Qff von einzelnen Beobachtungen

Hier soll im besonderen die schwache Abhingigkeit des Kofaktors Qg von
einzelnen /; betrachtet werden, Da die Formeln nur fiir Genauigkeitsabschédtzungen
dienen sollen, ist es zuldssig, mit Differentialformeln zu arbeiten und Glieder hdherer
Ordnung zu vernachldssigen.

Weiter wird die Gewichtsmatrix der urspriinglichen Beobachtungen als Dia-
gonalmatrix angenommen, was keine Einschrédnkung des allgemeinen Problems ist,
da man korrelierte GréBen immer auf unkorrelierte GroBen zuriickfithren kann.
Somit ergeben sich fiir die Ausgleichung nach vermittelnden und bedingten Be-
obachtungen folgende Abhédngigkeiten:

2.1. Ausgleich nach vermittelnden Beobachtungen

2.1.1 Ableitung der Formel fiir AAQJT :
Der Gewichtskoeffizient des Endresultates f ergibt sich aus (1) mit:
Qg = FOFT
worin
0 =nN-1

Die Ableitung Qg nach dem Gewicht p; einer Beobachtung /; gibt

00y _ 192 1

mit p; = p;; der Matrix P, ein Skalar 9
aP] ap] p] p]l
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Mit NQ =17 I Einheitsmatrix
ON 00
dpj Q ()p,-
00 ON . ON | a2, ab;.... ak; ... (10)
—=—0Q—=—0 , wobeiz—= | ] L
opj Q@yQ Op; ; ;
| Kig, Kby ......... k;?
a;, b;, ... k; Koeffizienten der j-ten
folgt Verbesserungsgleichung
a0y ON
-4 — _ FQ — QFT co. (11
o, Q@H (11)

Durch den Ubergang auf ein endliches Intervall ergibt sich
AQp JdP

= — FOBT -——_ BOFT oder mit D = FQBT
Ap; 0 opj 0 ¢
... (12)
oP ;
AQy = — D—=— DT . Ap;

Es kann gezeigt werden, daB AQg existiert und stetig ist fiir das Intervall
0 < p;j < Pg, wobei Ap; endlich, und P, beliebig groB ist. Dadurch gilt diese
Gleichung fiir AQg auch bei Hinzunahme einer neuen Beobachtung /; (p; geht iiber
von 0 in pjo).
AA%T = 0 ergibt Gleichung (12) ebenfalls die unter Kapitel 1 angefiihrte
J ‘
Bedingung (5).

2.1.2. Schwache Abhingigkeit des Gewichtskoeffizienten Qg von Beobach-

Fiir

tungen /;, nahe jener /; vorgenommen, von denen Qg unabhiingig ist:
Wenn statt der Verbesserungsgleichung

v = ax1 + bixa + ... + kjx; + w; mit Gewicht P .o (13)
von der und von deren Gewicht Oy unabhingig ist:
AQg
i O “ee (13 a)
Ap;
eine Verbesserungsgleichung
v =apxi 4 bixa 4 .+ kx4 W .. (14)

mit Gewicht 1_)] im Ausgleichsverfahren verwendet wird, deren Koeffizienten sich
von denen der j-ten Verbesserungsgleichung nur um GroéBen 1. Ordnung unter-
scheiden

&;:aj+da
bj = b; +db ... (15)

ki =k; -+ dk
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so gilt fiir diese Verbesserungsgleichung, daB Qg nur schwach abhingig ist von
AQy

ihrer Verwendung in der Berechnung, da sich o
Dj

nur aus GroBen zweiter Ordnung

zusammensetzt.

Dies ergibt sich aus den nachfolgenden Beziehungen:

Bei Verwendung der Verbesserungsgleichung 1_’, anstatt Verbesserungsgleichung
v; geht die Matrix B der Gleichungen (1) iiber in eine Matrix

B = qlsbl----kl | 1

Ay by o000 ky | i

dB=§—B=7),0, ...... 0 1
da,db, ... dk | |
10,0, v o | ,,
Die Relation 6%} dndert sich dadurch um ein
J
004 004
d(dp,) dB(c)p, dB ... (16)

so daB sich die Abhingigkeit von Qf von dem Gewicht‘z—)j der BeobachtungTj ergibt
aus

6Q1f 00g (6Qg)

Iy a . (17
dp] ()Pj OP] ( )
Mit (13a) und Ubergang zu einem endlichen Intervall folgt
Ay _ 4 (anf) ... (17a)
Ap] ()P]

welches sich aus Gleichung (11) durch Differentiation unter Beobachtung von (16)
ergibt mit

A0 _ {FdQBT 9P pioFT + FQdBT—ai dBOFT +
APj ()p] a
08T 9F 4B rdoB™ 2L aporr }
+ FiQB" -5 dBor™ + (Fags™ 7 anor) )
mit a0 — — QdNQ
oder dQ — — QdB™ PBQ — QB™ PdBQ

Daraus kann bei bekannten dB und A;j die Anderung AQyr oder bei festge-
setzten AQy und Ap; die Werte dB und damit die Anderungen da, db,...., dk
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berechnet werden. Mit diesen und mit Hilfe von (15) ergeben sich die Verbesserungs-
gleichungen 1—3, welche die Grenzen jenes Intervalles bilden, innerhalb dessen die
Hinzunahme einer Verbesserungsgleichung eine Anderung des Kofaktors um
< AQyr bedingt.

Dadurch kann fiir die Beobachtung /; ein Intervall berechnet werden, innerhalb
dessen eine zusétzliche BeobachtungTj mit dem Gewicht 17, eine Verbesserung des
Kofaktors Qg um < k9 bedingen. Die GrofBe d des Intervalls ist abhéingig von

der gewéhlten Schranke £,
d=dk).

Durch die Anderung von Qg um k% dndert sich der mittl. Fehler des End-
resultates um

Amf‘%Afomo = kZA my ... (17¢)

(Schiup folgt)

Mitteilungen

Der XI. Internationale Geometerkongreffi 1965 in Rom
Von Walter Kamenilk, Wien

Das Consiglio Nationale dei Geometri hatte die Fédération Internationale des Géométres
(FI.G.) eingeladen, den XI. Internationalen Geometerkongrefl 1965 in Rom abzuhalten. Seine
Veranstaltungen fanden vom 25. Mai bis 5. Juni 1965 in der KongreBhalle der EUR (Exposition
Universelle de Rome), dem fiir 1942 vorbereiteten Weltausstellungsgelinde im Westen Roms, statt,

Die Beratungen des XI. Internationalen Geometerkongresses und die Fachausstellung standen
unter dem Leitmotiv ,,Der Fortschritt der modernen Technik im Beruf des Geometers‘‘, Namhafte
Vertreter Italiens aus Politik, Wissenschaft, Verwaltung und Wirtschaft hatten den Ehrenschutz
libernommen.

Aus den folgenden Mitgliedsstaaten der F.I.G. waren Teilnehmer anwesend: Argentinien,
Belgien, Bulgarien, Ddnemark, Deutschland, Finnland, Frankreich, GroBbritannien, Israel, Italien,
Jugoslawien, Kanada, Liberia, Luxemburg, Marokko, Niederlande, Osterreich, Polen, Schweden,
Schweiz, Siidafrika, Tschechoslowakei, Ungarn, USA, den neu aufgenommenen Geometerver-
bidnden von Australien, Griechenland, Kongo und Indien sowie Beobachter aus folgenden Léndern:
Brasilien, China (Formosa), Ghana, Kambodscha, Nigeria, Norwegen, Tanzania, Thailand, Tiirkei,
Portugal, Elfenbeinkiiste, das sind 39 Ldnder mit iiber 900 Geometern.

Die Gesamtleitung des Kongref3geschehens oblag dem Présidenten der F.I.G. Ennio de Biagi
und seinen Mitarbeitern.

Neben Fragen rein verwaltungstechnischer Art, welche in den Sitzungen der Finanzkommission
und des Comité Permanent abgewickelt wurden, fanden erstmals die Beratungen der neuorgani-
sierten technischen Kommissionen der F.I.G, statt, wie sie beim X. Internationalen Geometerkongref3
1962 in Wien beschlossen und im Bericht liber die Tagung des Comité Permanent 1964 in Sofia
erldutert sind.

Das Interesse der osterr. Delegierten konzentrierte sich auf die in der Gruppe B ,,Vermessung
und Kartographie‘‘ (Vorsitzender Vizeprisident der F.I.G. Prof. Dr. A. Barvir) vereinigten Kom-
missionen IV, V und VI zur Verhandlung stehenden Themen.

Technische Studienkommission IV
,,Kataster und Flurbereinigung**

Im Rahmen der technischen Studienkommission IV ,,Kataster- und Flurbereinigung*‘ wurde
in Zusammenarbeit mit den Office International du Cadastre et du Regime Foncier (OICRF) ein
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Fernrohres gemacht wird. Es kann weiters das Verhéltnis der Brennweite des Fern-
rohres und des sogenannten imagindren Teilkreishalbmessers auler eins auch in
einem anderem Verhéltnis gewihlt werden, usw. wie einige davon — aber alle ohne
unmittelbare Bestimmung des Hohenunterschiedes — durch verschiedene Kon-
struktionen von Filotechnica Salmoiraghi und Bors verwirklicht wurden (Vgl. [28;
S. 281]). Hier wollen wir nur kurz bemerken, da8 die radiale Anordnung der Teil-
striche die Verwendung der Transversalteilungen an der Latte nicht beeintrédchtigt,
da bei einem zwischen zwei Tangensteilungen erscheinenden gré8ten Winkel von
rund 63¢ die Abweichung von der Horizontalen wesentlich unterhalb der in Frage
stehenden Beobachtungsgrenze liegt.

Es ist bekannt, daB die durch mechanische Losung verwirklichte geistreiche
Idee der logarithmischen Tachymetrie Tichy‘s duich die Jéanichsche optische Losung
[29; insbes. S. 165—172 und 193—197] zu einem neuen Leben erwacht ist. Wir
glauben, daB auch die fiir die Tangententachymeter geltenden grundlegenden Be-
ziehungen des Wiener Professors Stampfer in optischer Form verwirklicht, bei vielen
tachymetrischen Arbeiten sowohl fiir die unmittelbare Bestimmung der Horizontal-
distanz, als auch fiir die des Hohenunterschiedes auch in unserer Zeit mit Erfolg
und Nutzen verwendet werden kénnen. Unsere Messungen mit einem nunmehr zur
Verfiigung stehenden Versuchsinstrument scheinen dies zu bestétigen. So hoffen wir,
daB der Name Stampfer auch in den erneuerten Tangententachymetern weiterleben
wird. Er gehort jedenfalls in die Reihe jener groBen Geodéisie-Professoren der Wiener
Technischen Hochschule, die das hohe internationale Ansehen der Wiener geo-
détischen Schule begriindet, bzw. gesichert haben. Und diese Reihe wéchst zum
Ruhme der Technischen Hochschule, aber auch zum Gedeihen der Wissenschaft
weiter !

Unabhiingigkeit und schwache Abhiingigkeit der Funktionen aus-
geglichener Groflen von einzelnen urspriinglichen Beobachtungen

Von Kurt Kubik, ITC-Delft
(Schluf3)
2.2. Ausgleich nach bedingten Beobachtungen

(Ableitung der Beziehung A—Qﬂ>

In diesem Falle wird zuerst die Anderung AQyr dargestellt als Funktion eines
Ag; mit g; = p;~1
AQg :
folgt mit
Apy ¥ A _ 289 ... 18)
Apj 1 Aq]'

woraus

Mit den Gewichtskoeffizienten der ausgeglichenen Beobachtungen (1)
Quyy = P=1 — P-1ATQAP-1 3) . (19)

3) Ableitung der Beziehung siehe [1].
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ergibt sich der Gewichtskoeffizient des Endresultates mit
O = FQuy FT .. (20)
Die Ableitung von Qg nach g; ergibt sich mit
a‘fo aQ(I)(/) FT . (21)
og; 6(]]
wobei

Qumw _ 90 Qu aQu
ILwe _ 9% OLu 40 40, — AT
24; 34; 6(], QAQn— Qn

oder nach einiger Umformung

OnAT04 —

o0y 90 ( 9Qu T aQu
Sl = F G POw T (P PO FT) = FEELFT 4 Fou A AQu FT
2 EP Quw F* + s Qe + FOu A0 o, Y 040,

Mit den Abkiirzungen

:a&n: *10...1...,,,_1
aq; 0
» ]
o
R 0*"
P 0 - — — 0 12
G:_%PQ(U(DZ 0 0 2 @)

wobei On ) = Qurjai)» €in Faktor der Matrix Qyey, r =1.... 1
und
oN _ ajlajl, ajl (ljz.... ajlaj"‘

N .
W=Q — t -
Q " Q mi 37

‘_gjk ajl, ........... (Ij"' a'j"' e (23)

aif Koeffizient der Verbesserung v; in
Bedingungsgleichung i
ergibt sich
)
%yﬂ =G+ G'— H+ 0y ATWAQy und

J
aa?]ff FGFT + (FGFT)T — FHFT - JWJT mit J = FQuA"
J
Der Ubergang zu einem endlichen Intervall ergibt

—% = FGFT + (FGFT)T — FHFT 4+ JWJT und o (29)

J
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Aoy A0
Ap; Ay

J

... (24a)

Es kann hier ebenfalls gezeigt werden, daB AQyy existiert und stetig ist im Inter-
vall 0 < gj < ¢ (g endliche beliebig groBe Zahl, Ag; endlich, klein). Dadurch kann
AQyr auch berechnet werden fiir die Hinzunahme der Beobachtung /; (¢; geht von
0 iiber zu einem g;jo).

Eine wesentliche Vereinfachung der Anderung AQyy, Formel (24a) ergibt sich
fiir Beobachtungen /;, deren ausgeglichene Werte (;;) nicht mehr direkt in der
Funktion

f=F.(0)
enthalten sind (Die Faktoren F; der Matrix F sind 0).
Fiir diesen Fall folgt:
AQy s aN
W —= _ g2 JWJT = — g.2 TO T O)T

Ap; g2 JIWJ q;2 FOn ATO 50, (FOuATQ)

mit %ﬁ}i siche Gleichung (23).
J

Daraus 148t sich der EinfluB der Beobachtung /; und ihres Gewichtes p; auf Qg
abschitzen.

3. Beispiele
3.1. Mehrfaches Vorwdrtseinschneiden eines Punktes A wmit anschliefiender

Verwendung von A zur Bestimmung einer Richtung nach B

3.1.1. Unter der Annahme einer gegebenen Anordnung von Bestimmungs-
visuren fiir den Neupunkt 4 soll jene Visur Rp;, gefunden werden, deren zusitzliche
Verwendung keine Genauigkeitssteigerung der Richtung R, g zur Folge hat (Beispiel
zu Absatz 1.1).

Das Endresultat

Ayug
Ry =arct
AB gAxAB/
ergibt linearisiert
dRABI = (TBI dXAI + bB,dJ’AI mit (IB, =Lsin _RABI, bBI = — LCOS RAB,,
S4B S4B
SAB « v v en Distanz A—B

oder allgemein
fl =F.X 5 fo’ - F'Ql.\:\'F,T mit F' = [aB,’ bB/]’ X' = dxAl
dyd
Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems kann immer bg gleich 0 gemacht
werden, so daB3 f wird

. P dXA:I
=F. X, =FQ..FT mit F=|—,0|, X=
/ s Qs [SAB } [dJ’A
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Die Matrix X (und damit die Koordinaten des Neupunktes 4) wurde durch
Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen aus den Beobachtungen

=] Ry | und deren Gewichtsmatrix P

mit den Verbesserungs- und Normalgleichungen

y=BX+4+w
X + BTPyw = it B=] b )
NX + BTPw =0 mit (:zl,bl aiZiSIHRi
3 M
: by = — L cos R;
a, , b, 8
a i=1 n
und R; = Ryp; s Si = S4pi
berechnet.

Damit der Gewichtskoeffizient der Richtung R,p unabhingig wird von der
Beobachtung /;, muB Gleichung (5) erfiillt sein.

Dies ergibt die Beziehung
a;011 + b;012 =0 mit 9y Koeffizienten der Matrix 0 = N—!

woraus folgt

a4 QO
5 Ou
oder mit
1 -~ [pab] . [pab]?
011 = [paa.1] ° Qiz=— Tpbb] [paa.1] mit [paa 1] = [paa] — pbb]
[] GauB’sches Summensymbol
schlieBlich
@ _ [pab]
b;  [pbb]

Eine Verbesserungsgleichung, die der obigen Beziehung geniigt, hat keinen
EinfluB auf das Endresultat. Fiir jede Anordnung bereits vorhandener Bestimmungs-
visuren koénnen nun jene zusétzlichen Visuren R; berechnet werden, deren Mitver-
wendung das Endresultat und dessen Genauigkeit nicht dndern. Dies wurde fiir
einige numerische Beispiele durchgerechnet (Tafel 1). In den Beispielen 1 und 2
mag es trivial erscheinen, daf3 die berechneten zusitzlichen Richtungen R; keinen
EinfluB auf die gesuchte Richtung R p haben.
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11 300%0 {71 100300 | 190 | 200°00 | 1700 £R;<229%0 A__“;A _B,
0%0 |1 ' ( 0%00) | 370%4%0 eﬁjé 29%0 | r+x |
X ':R,»
A
2 30000 | 1| 100500 | q00 | 150%00 |26%70<R< 171930 | 4 _‘_\D\A___ A
35000 |1 (350%00) | 328°70<R; €3719.30 N
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4
i
e i
31 o000 |1 20930 6380 £ R; £ 33980 yA B
250%0 | 7| 700%00 | 300 220930 | 206980 « R; 233780 A 2

R
733933 | 1 310 | 128950 < 5. 757570 N A B
#| 30000 | 1| 10000 | 0% | 343970 |326%0 <R, < 357570 | b= =<0
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N
R; ET

Tafel 1

Erkldrung: Spalte 1: Richtungen R; zur Bestimmung des Punktes 4

2: Gewichte dieser Richtungen, p;

3: Gesuchte Richtung Rp

4: Gewichtskoeffizient Qrg von R,p nach deren Berechnung
mit Hilfe der R;

5: Richtungen R;, welche keinen EinfluB auf die berechneten
Ryp, Qgrr haben, Falls diese mit einer der Bestimmungs-
visuren fiir den Punkt 4 zusammenfillt, wurde sie in Klammer
gesetzt.

6: Intervall, innerhalb dessen die zusitzliche Verwendung einer
Richtung R; mit Gewicht Ej =1 eine Verbesserung von
Ogrr um kleiner als 109, bedingt.

7: Situationsskizze: Zeichenerkldrung:

cf—— -— —AB Endresultat; Richtung R 45
H——— = —OA Gegebene Bestimmungsrichtungen
Riy - ~c§\ Zusitzliche Richtungen R; ohne EinfluB auf das Endresultat
WAy Intervall der Richtungen R
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Bei den Beispielen 3 und 4 ist es jedoch nicht mehr unmittelbar ersichtlich, daB
die gefundenen Richtungen zu keiner Genauigkeitssteigerung des Endresultates
fiihren.

3.1.2. Berechnung des Intervalles, innerhalb dessen die Hinzunahme von
Beobachtungen EJ mit dem Gewicht;j =1 eine Verbesserung von Qg um weniger
als einen bestimmten vorgegebenen Wert ergibt.

Dieser Wert wurde willkiirlich so gewéhlt, daB sich der mittl. Fehler der Richtung
mu weniger als 59, dndert, unter der Annahme, da3 eine Verbesserung von m; um
< 5% im Hinblick auf die notwendige Mehrarbeit, eine zusitzliche Bestimmungs-
visur zu gewinnen, unwirtschaftlich ist.

Nach Gleichung (17¢) berechnet sich damit AQraus

AQy ~> Ay
Or 1y

mit Afo = 10% O
Mit dieser Anderung und der Anderung des Gewichtes der Beobachtung ;Jj,
Ag_)j =1 (Ubergang von E von 0 gegen 1) ergibt sich der Quotient
AQy

Daraus folgen mit Hilfe der unter 3.1.1. angegebenen GroBen die Werte da
und db aus der fiir diesen Fall quadratischen Gleichung (17b).

= 0,10 Op

Die Grenzen des Intervalls ergeben sich mit

a—+ da a— da —

bt ab —  ER wnd = g Ry
und die GroBe des Intervalles, d, mit
d=|Rj — R |
mit R; Visur, von der das Endresultat unabhiingig ist.

s; Distanz des Punktes P; nach 4, so gewihlt, daB3 das Gewicht p; der
Visur R; gleichp_j = list.
a, b Koeffizient der Verbesserungsgleichung fiir Richtung R;.
Es wurden fiir die unter 3.1.1. angegebenen numerischen Beispiele jene Inter-
valle berechnet, innerhalb deren die Hinzunahme von Beobachtungen ]?, (Gewicht
p; = 1) den Gewichtskoeffizienten Qg um < 109, verbessert (Tafel 1).

Durch Verwendung einer Differentialformel ergibt sich dR um hochstens
10—159 verfélscht, was fiir eine Abschédtzung als ausreichend erscheint.

3.2. Beispiel zu Absatz 1.2.

Es wird angenommen, daB eine Reihe von GréBen @ absolut gemessen wurden
und unabhéngig davon auch die Differenzen A @ zwischen den aufeinanderfolgenden
GroBen .
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Der gesuchte Endwert sei die Summe dieser ausgeglichenen Werte (®). Es wird
gezeigt, daB die Summe der ausgeglichenen GréBen und ihre Genauigkeit unab-

hédngig von der Messung der Differenzen ist.
Gemessen wurden die absoluten Werte @ und die Differenzen A .

D= , A®=|ADy

| d)n _ 1 A(I)n, n—I_|
Anordnung der Messungen: siehe Abb. 2.
1 2 3 -
Station O——0——0 o NI
gem. Absolutivert: D e gl
% o0, % 09, P,

gem.Relativwert :
Abb. 2

Dieser Fall ergibt sich z. B. in der Photogrammetrie bei freier Aerotriangulation
mit Horizontbilddaten. Aus den Horizontbildern konnen ausgeglichene Léngs-
neigungen (®) der einzelnen Modelle berechnet werden aus den Beobachtungen:

@ absolut Messungen der Léingsneigung im einzelnen Horizontbild,
A® relative Messungen der Neigungsunterschiede in aufeinanderfolgenden
Horizontbildern.

Aus den Bedingungsgleichungen
(®i)—(®i—1)—(A®i,i_1)=O i=2....n
mit (@) = ®; 4 vy, » BQii—1) =A0; ;1 + Vagi1

folgt Av +w=20

1 2 n ntl 2n—1
A=] —1, +1 .41 v=[vi]=| Vo, 1
—1,4+1 , +1 ’i=l..2n 1) .
-1, +1 - +1
Yo, n
vA(I)Z;l n+1
L —-1,+1 + l; _qu)n,n——l_ oan 1

mit der Gewichtsmatrix der Beobachtungen
1.. n n+l. 2n—1

P = I | o » I Einheitsmatrix

.............. ¢ skalar
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Das Endresultat ergibt sich als lienare Funktion der ausgeglichenen Beobach-

tungen mit
1t 2.0 n n+l.. ... 2n -1

f=F.(0 F=[,1,1..... 1100..... 0]

Um zu untersuchen, ob die Funktion f und deren Gewichtskoeffizient Qg
abhéngig ist von der urspriinglichen Beobachtungen A®;, wird das Kriterium von
Absatz 1.2. verwendet. Dies besagt:

a) Die Koeffizienten F; der Matrix F miissen O sein fiiri =n 41, .... 2n — 1.
Diese Bedingung ist offensichtlich erfiillt.

b) AuBerdem muB gelten

FQ”AT%=O i=n+1,....2n—1
i

Dies ist erfiillt, da die Matrix FQ, AT ident gleich O ist, wie sich leicht nach-
priifen 140t.

Daher ist das Endresultat und dessen Gewicht unabhéngig von der Messung
der relativen Werte.

In diesem Fall ist es nicht notwendig, die relativen Messeungn vorzunehmen
und diese in einem Ausgleich zu verwenden, da sie auf das Endresultat keinen Ein-
flu haben.

Zusammenfassung

Es wird gezeigt, daf3 lineare Funktionen von ausgeglichenen Groflen ebenso wie ihre Gewichts-
koeffizienten unabhingig oder schwach abhéngig von einzelnen urspriinglichen Beobachtungen und
deren Gewichtskoeffizienten sein konnen. Eine Verwendung solcher Beobachtungen im Rechnungs-
gang wird daher unndétig oder unwirtschaftlich.

Fiir Ausgleich nach vermittelnden und bedingten Beobachtungen werden Kriterien abge-
leitet, mit deren Hilfe konkrete Beobachtungen, bzw. Bereiche fiir solche Beobachtungen bestimmt
werden konnen, von denen die gesuchten Endwerte unabhéngig bzw. schwach abhéngig sind.

An Hand einiger durchgerechneter Beispiele wird gezeigt, da} sich neben trivialen Resultaten
auch solche ergeben, die nicht unmittelbar plausibel sind.

Eine Benutzung der abgeleiteten Kriterien bei der Planung praktischer Aufgaben kann daher
zu wirtschaftlichen Einsparungen fiihren.
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