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Gefährlicher Kreis und Punktlagefehler beim Rückwärtsschnitt 

Vo n Komelius Peters, Wien 

1. Einleitung 

Gemäß der Bedeutung des Rück wärtsschnittes für die Punk teinschaltung ist 
die entsprechende Literatur sehr gro ß ([1], [2]). Gerade zur Einmessung vo n Paß
punk ten für luftpho to grammetrische Arbeiten findet der Rück wärtsschnitt auch 
wegen der Kürze und Einfachheit der Feldarbeit verbreitete Anwendung. In jüngster 
Zeit wurden daher auch Ratio nalitäts- [ 3] und Fehleruntersuchungen [ 4] in dieser 
Zeitschrift veröffentlicht, welche seine Berechnung behandeln. 

Der so genannte „ gefährliche Kreis" bei m  Rück wärtsschnitt ist  ein bek annter 
Begriff. Seine ungünstige Ro lle wurde bis jetzt aber nur elementar-geo metrisch be
trachtet, so als Unbestimmtheit der Aufgabe im Sehnenviereck , als schleifender 
bzw. fe hlend er Schnitt der Cassini' schen Kreise. Hier so ll nun gezeigt werden, 
wie der Abstand des Neupunk tes vo m Umk reis des Festpunk tdreieck es zur Güte 
der Punk tbestimmung in Beziehung gesetzt werden k ann. Außerdem wird für das 
Verfahren de r Berechnung nach Cassini, welches in Österreich als das bek annteste 
angesehen werden k ann und welches nach [ 3] auch zu den ratio nellsten zählt, ein 
K riterium der Rechenschärfe und der Güte der Punk tbestimmung angegeben. 

2. Abstand vom gefährlichen Kreis und Punktfehler 

Da unser Pro blem vo n Koo rdinatensystem und Maßstab unabhängig ist, sei 
ein lok ales System mit dem Umk reismittelpunk t  der Fix punk te M als Ursprung und 
der � -Achse in der Richtung zum Neupunk t P0 angeno mmen. Der Radius R wird 
gleich 1 gesetzt. k sei im allgemeinen Fall das Verhältnis des Abstandes vo n P0 

vo m Umk reismittelpunk t  zum Radius . In unserem Beispiel ist k = P0M .  k ist  so mit 
in unserem Beispiel der Abstand vo n P0 vo m Kreis, im allgemeinen Fall ist k = 1-k 
definiert. 

Die Fix punk te Pi sind durch ihre Po larkoo rdinaten vi und R = 1 gegeben . 
i = 1, 2, 3. Laut [ 4] ist nun der mittlere Punk tlagefehler vo n P0 gleich 

„ . (1) 

I n  diesen Fo rmeln bedeuten : 

m . . . . . . .  mittlerer Fehler einer beo bachteten Richtung, 

a und b die bek annten Gauss' schen Richtungsko effizienten, 

. „ (2) 



Bekanntl ich si nd a; = j'_ sin v0; , b· = - j'_ cos v · So; 
1 So; 

oo 

l aut cos-Satz wer den die s0; = V 12 + k2 - 2k cos v; , weiter s 

. sin V; COSV· -k ' , daraus Sln V0; = -- , COS V0; = So; 
sin v; 

a; = p --------
1 + k2 - 2 k COS V; 

So; 
k - COSV; 

b; = p 1 + k2 - 2 k cos v; · 

i 1 
1 

+s 
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. „ (3) 

Im all gemeinen Fall l äßt sich (1) auf keine übersichtl iche Form bringen, wohl 
aber in zwei Sonderfäll en. Der erste hängt mit dem gefährl ichen Kreis nicht zu
sammen, er ist der trivial e der großen Entfernung von P0 vom Festpunkttripel . 

Die a; werden dann zwar sehr kl ein, aber von den v; abhängig sein ( � 
si�2

v; ) , 
1 02 

die b; werden all e  den Wert 
k 

anstreben. m.f/ entartet zu einem Ausdruck -+ 03 , 

111� -+ �� , die Unsicherheit des Punktes in der Richtung zum Festpunktdreieck wir d 

al so größer sein al s senkrecht dazu, wie auch die Anschauung zeigt. 
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Der zweite Sonderfall ist der des sogenannten „gefäh rlichen Kreises". k wird 
dann näh eru ngsweise 1 ,  k wird klein. Folgende Entwicklu ngen sind daher in erster 
Näh eru ng zu lässig : 

1 - k - COS V; Aus ( 3) wird: b; = p ------------

1 + (1 - k;)2 - 2 (1 - k;) COS V; 

1 - k - COS V· 1 = p l 
� p --------

2 - 2 k - 2 COS V; + k2 + 2 k COS V; 2 k COS V; 
2+ ----

1 

=p ___ 

2 
___ . p 2

1 ( 1 -
k cOS'I; I + ----

1 - k - COS V; 

k COS V; ) 1 - COS V; 

1 - k - COS V; 

1 ( k cosv3 k cosv2 ) -(2) wird : D = A21 . p. -2 1 - - 1 + ----
1 - COSV3 1 - COS V2 

-A _!_ (I -
k cosv2 _ 

1 + k cosv1 ) = 32·P· 2 1 - COSV2 1 - COSV1 

= A 
k COS V2 - COS V3 _ 

A 
k COS V1 - COS V2 

21·P· 2 (1 - co sv3) (1 - cosv2) 32 · P · l (l - cosv2) (l - cosv1) 

_ /, [A 
f_ COS V2 - COSV3 _ 

A 
f_ COSV1 - COS V2 ] 

- c 
21' 2 ( 1  - cosv3) ( 1  - cosv2) 32 · 2 · (1 - cosv2) ( 1 - cosv1) 

( 4) 
In den Ausdrücken A wirkt sich die Kleinheit von k nu r wenig au s, wäh rend die Bij 

, - p COS Vj - COS V; 
di e Gestalt k. -2 ( l  ) ( l  ) anneh men. 

- COS V; - COS Vj 

Der Ausdruck mt, au s (1) enth ält somit in Zäh ler und Nenner jeweils k und ist 
nach Du rch kürzen von unserer Größe nich t  mehr abh ängig. m.� h at die Dimension 
[k-1 ], ist also wesentlich größer als m�. 

Hiemit ist auch die Ansch auung bestätigt, daß die Unsich erheit des Neupunktes 
tangential am gefäh rlich en Kreis wesentlich größer ist als radial . Auch die Dimension 
des mittleren Pu nktlagefehlers M wird (k-1] .  

Je  näh er also der Neu punkt an den gefäh rlich en Kreis h eranrückt, desto größer 
wird sein Pu nktlagefeh ler, und zwar ist die Größe des Feh lers annähernd proportional 
dem reziproken Abstand vom gefäh rlich en K reis .  Diese Bezieh ung ersieh t man 
leich t, wenn man ( 4) in (1) einsetzt. 

Im allgemeinen Fall R =I= 1 besitzt der Zäh ler von M in (1) die Dimension 
[p .s-1], der Nenner [p2 s 2], M also [p -1.s]. Abgeh en vom Einh eitsradiu s bewirkt 
also entsprech ende lineare Änderu ng des Punktlagefeh lers, für den mittleren Feh ler 
einer Rich tung gilt dasselbe. Je größer das Viereck Festpunkte-Neu punkt oder der 
mittlere Rich tu ngsfeh ler werden, desto größer wird der mittlere Pu nktlagefehler. 



Folgendes Zahlenbeispiel soll die 
Ableitu ngen erläu tern : 

R = 1000.00 m; 

117cc = ± lQcc. V 1 = lOOg , Vz = l 50g ,  V 3 = 250g .  

k k 111� 111.� M 

0,00 1 ,00 1 ,  1 cm 2,3 cm 2,5 cm 
0,50 0,50 l, 2 cm 3,0 cm 3,2 cm 
0,90 0, 10 3,4 cm 80 cn1 80 cm 
0, 98 0,02 3, 7 cm 450 cm 450 cm 
0,99 0,01 3,7 cm 910  cm 9 10 cm 

Für die Praxis ergibt sich folgende Anwendu ng :  
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Abb. 2 

Hat der Neu pu nkt vom gefährlichen Kreis den Abstand 50 m, so liegt er fünf
mal günstiger als bei einem Abstand von 10  m. Erlau ben die Umstände nu r eine 
Punktbestimmu ng in der Nähe des gefährlichen Kreises, lohnt eine radiale Ent
fernu ng u m  einen kleinen Betrag u nd eine exzentrische Einmessu ng die minimale 
Mühe mit gesteigerter Genau igkeit. W enn möglich, ist der Pu nkt überdies du rch 
eine Au ßenrichtu ng möglichst in der Linie Neu pu nkt-Kreismittelpu nkt zu sichern. 

3. Cassini'sche Berechnung und Punktfehler 

W ie bekannt ([ 1] ,  S 33) ist der im Rechenvor dru ck V 1 18 des Bu ndesamtes 
für Eich-u nd Vermessu ngswesen mit x bezeichnete Faktor au ch au s einer einfachen 
Beziehu ng der geometrischen Konstru ktion abzu lesen: 

, 
H� 

' , 
1 

, , 
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Lau t  [4], S 1 24 i s t  nu n 
H1 H2 H3 P2 = �-----� 

1 cot o: + cot ß 1 ' 

H3 ist der Collins'sche Hilfspu nkt (in der Skizze nicht eingezeichnet). 

Sinngemäß (5) u nd (6) in Formel (13) von [4] eingesetzt, ergibt : 

• 111 M= -. P0 P2 : x . p 

X 

1 cot o: + cot ß 1 

lfi;( 1 )2 
1 cot o: + cot ß 1 1 n 

-
1 + � 

n 

__:__ P0 P2 . x . 1 cot o: + cot ß I ( 1 + b
a
) 

. 1
p
1 1  ' 

„ .  ( 5) 

„ .  (6) 

„ .  (7) 

worin b die kleinste, a die mittlere Seite des au s [2] bekannten Reziprokdreieckes 
bedeu tet. 

Zwei Faktoren dieses Terms scheinen in der Berechnu ng nach Cassini explizit 
au f, u nd zwar 1 cot o: + cot ß 1 ,  welche Su mme man leicht au s dem Formu lar ab
lesen kann, u nd x. Verzichtet man also au f Überprüfu ng der Güte der Pu nktlage 
du rch Zirkel u nd Reziprokdreieck, kann man die Qu alität des Schnittes dennoch 
annähernd au s der Berechnu ng erkennen. „ Großes x - schlechter Schnitt" war schon 
bisher dem Praktiker au s der Erfahru ng geläu fig. Bei weniger wesentlichen Pu nkten, 
Ermittlu ng vorläu figer W erte oder Operaten geringer Genau igkeitsanforderu ngen 
dürfte die Überlegu ng lau t  (7) nützlich sein. Bei Mittelu ng mehrerer Schnittko
ordinaten für einen Pu nkt wird man den W erten au s der Berechnu ng mit dem 
kleinsten x das größte Gewicht zu teilen. Bei dem graphischen Au sgleich mit Hilfe 
des Horsky'schen Diagrammes u nd V l23 scheinen die Reziprokdreiecke in der 
Konstru ktion au f, obige Überlegu ng wird überflüssig. 

4. Erwiderung auf die Arbeit von Doz. Dr. Smetana 

Nu n seien noch einige Bemerku ngen zu der, wie die zahlreichen Zitate beweisen, 
gewiß sehr eingehenden Arbeit [4] gestattet. 

Das vom Verfasser dort vorgeschlagene u nd schon in der Praxis angewendete 
Verfahren hat nämlich ausschließlich seine Berechtigu ng bei graphisch entnommenen 
oder ähnlich u nscharfen Näheru ngswerten, u nd zwar nicht nu r im Bereich des „ge
fährlichen Kreises". Nu r dann kommt seine Vermeidu ng strenger, au sführlicher 
Rechenoperationen zu r Geltu ng. 
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Zu r Erzielu ng irgendwelcher Genau igkeitsvorteile gegenüber den in [3) ange
führten Verfahren ist es aber gänzlich u ngeeignet. Rechnet man das Rechenbeispiel 
nach der Methode von Cassini du rch, erhält man Resu ltate, die von den ange
gebenen u m  nu r 2 bzw. 3 cm abweichen. Die Rechendau er beträgt je nach Übu ng 
10 bis 20 Min. Ändert man in [4], Abschnitt III die Visu r nach 4-52 u m  1ce, ändert 
sich t:,,x u m  3,4 cm; ändert man die Visu r nach 24-70 u m  1 cc, dann ändert sich 
t:,, x dort u m  fast 7 cm. 

W ie leicht einzu sehen, ist die Übereinstimmu ng mit dem Ergebnis der elektro
nischen Au sgleichu ng nu r zu fällig : hatte EP 16 nu r die vorliegende Bestimmu ng, 
kann der „Au sgleich" au ch kein besseres Ergebnis als die Rechnu ng zeitigen, sei 
sie nu n nach [4] oder nach Cassini du rchgeführt. Hatte EP 1 6  au ch andere Bestim
mu ngen als die angegebene, kann es nu r Zu fall sein, daß gerade die schlechteste 
davon schon den endgültigen W ert nach der Au sgleichu ng vorwegnimmt. Die Zeilen 

u nter Abb. 3 sind wohl schon du rch die oben du rchgeführte Überschlagsberechnu ng 
ad absu rdu m  geführt worden. Nachdem die einzigen, von der Art der „groben 
Au f-u nd Abru ndu ng" abhängigen Größen in [4], (8) die L:::Jl. u nd t:,, ß sind, führt 
schon eine „gewisse Rechenu ngenau igkeit bei der Rückrechnu ng über die Richtu ngs
winkel" von 2c0, wie sie du rchau s au ftreten kann, zu Rechendifferenzen bis zu 14 cm. 
Begriffe wie „schlechte Pu nktbestimmu ng", „Singu läre Gleichu ngsdeterminante" 
u sw. lassen sich eben nicht du rch eine kleine Verschiebu ng des Näheru ngswertes 
u mstoßen. Für den oft zitierten Praktiker ist das Verfahren wohl von geringstem 
Interesse, denn der wird sich in allen Fällen mit Cassini begnügen. Der elektronische 
Netzau sgleich kann Rechenu ngenau igkeiten der Näheru ngskoordinaten au ch au f
nehmen, wenn sie 50 cm betragen. Ist der errechnete W ert bereits als endgültig au s
zu weisen, weil keine weitere Bestimmu ng vorlag, kann die u ngünstige Messu ng nicht 
du rch Rechnu ng genau er gemacht werden. Rationeller als die in [4] in solchen 
Pu nkten angestrebte besonders hohe W inkelgenau igkeit ist au f jeden Fall eine 
exzentrische Beobachtu ng mit normaler Genau igkeit u nd polare Anhängu ng, zu r 
Kontrolle möglichst von zwei Exzentern au s. 

5. Schluß 

Das Ergebnis vorliegender Arbeit ist, daß sich der Pu nktlagefehler au sge
sprochen u ngünstig („am gefährlichen Kreis der Approximations-Geometrie") 
liegender Pu nkte u nschwierig verbessern läßt. Die Diagnose der Pu nktlage läßt sich 
annähernd au ch au s einem Rou tine-Verfahren zu r Berechnu ng stellen. 
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