Paper-1D: VGI_196603

Gefahrlicher Kreis und Punktlagefehler beim Riickwartsschnitt

Kornelius Peters ’

! Techn. Hochschule Wien, 1V, Karlsplatz 13

Osterreichische Zeitschrift fiir Vermessungswesen 54 (1), S. 14—19

1966

BibTEX:

@ARTICLE{Peters_VGI_196603,
Title = {Gef{\"a}hrlicher Kreis und Punktlagefehler beim R{\"u}ckw{\"a}

rtsschnitt},
Author = {Peters, Kornelius},
Journal = {{\"O}sterreichische Zeitschrift f{\"u}r Vermessungswesen},

Pages = {14--19},
Number = {1},
Year = {1966},
Volume = {54}

}

L



14

Gefihrlicher Kreis und Punktlagefehler beim Riickwirtsschnitt

Von Kornelius Peters, Wien

1. Einleitung

GeméB der Bedeutung des Riickwirtsschnittes fiir die Punkteinschaltung ist
die entsprechende Literatur sehr gro8 ([1], [2]). Gerade zur Einmessung von PaB-
punkten fiir luftphotogrammetrische Arbeiten findet der Riickwértsschnitt auch
wegen der Kiirze und Einfachheit der Feldarbeit verbreitete Anwendung. In jlingster
Zeit wurden daher auch Rationalitdts- [3] und Fehleruntersuchungen [4] in dieser
Zeitschrift verdffentlicht, welche seine Berechnung behandeln.

Der sogenannte ,,gefdhrliche Kreis* beim Riickwértsschnitt ist ein bekannter
Begriff. Seine ungiinstige Rolle wurde bis jetzt aber nur elementar-geometrisch be-
trachtet, so als Unbestimmtheit der Aufgabe im Sehnenviereck, als schleifender
bzw. fehlender Schnitt der Cassini’schen Kreise. Hier soll nun gezeigt werden,
wie der Abstand des Neupunktes vom Umkreis des Festpunktdreieckes zur Giite
der Punktbestimmung in Beziehung gesetzt werden kann. AuBerdem wird fiir das
Verfahren der Berechnung nach Cassini, welches in Osterreich als das bekannteste
angesehen werden kann und welches nach [3] auch zu den rationellsten zéhlt, ein
Kriterium der Rechenschirfe und der Giite der Punktbestimmung angegeben.

2. Abstand vom gefilrlichen Kreis und Punkifehler

Da unser Problem von Koordinatensystem und MaBstab unabhéngig ist, sei
ein lokales System mit dem Umkreismittelpunkt der Fixpunkte M als Ursprung und
der £-Achse in der Richtung zum Neupunkt P, angenommen. Der Radius R wird
gleich 1 gesetzt. k sei im allgemeinen Fall das Verhéltnis des Abstandes von P,
vom Umkreismittelpunkt zum Radius. In unserem Beispiel ist k = P, M. k ist somit
in unserem Beispiel der Abstand von P, vom Kreis, im allgemeinen Fall ist k = 1-k
definiert.

Die Fixpunkte P; sind durch ihre Polarkoordinaten v; und R = 1 gegeben.
i =1, 2, 3. Laut [4] ist nun der mittlere Punktlagefehler von P, gleich

» , m
M= %]/ A2y1 + B2 + A?33 + B23, sowie my = fl/ B2y + B?3; ,

n, = % ]/Azm + A2;, (Y]

In diesen Formeln bedeuten:
Mmoo mittlerer Fehler einer beobachteten Richtung,
Ay = dop-do1, Ba1 = boy-boy usw.
a und b die bekannten Gauss’schen Richtungskoeffizienten,

D = A31B3y — B1ds;. e (@
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Bekanntlich sind a; = P gin Voi, by = — P cos Yois
. S .
ot ot

laut cos-Satz werden die s,; = ]/ 12 4+ k2 — 2kcosy;, weiters

. sin v; cosv; — k
Sinvy; = — , COS Vi = —t—
Soi Soi

Il

, daraus

k — cosvy;

SinV,' _
i =P + k2 —2kcosv;

G =e 1+ k2 —2kcosy; b

- (3

Abb. 1

Im allgemeinen Fall 148t sich (1) auf keine iibersichtliche Form bringen, wohl
aber in zwei Sonderfillen. Der erste hdngt mit dem gefdhrlichen Kreis nicht zu-
sammen, er ist der triviale der groBen Entfernung von P, vom Festpunkttripel.

. . o sin v;
Die a; werden dann zwar sehr klein, aber von den v; abhédngig sein (—»W’) s
k

. 1 ) 02
die b; werden alle den Wert % anstreben, nt, entartet zu einem Ausdruck — 05

1
ng — % , die Unsicherheit des Punktes in der Richtung zum Festpunktdreieck wird

also groBer sein als senkrecht dazu, wie auch die Anschauung zeigt.
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Der zweite Sonderfall ist der des sogenannten ,,gefédhrlichen Kreises®, k& wird
dann niherungsweise 1, k& wird klein. Folgende Entwicklungen sind daher in erster
Niherung zuléssig:

1 —k — cosy;

Aus (3) wird: b; = — — =
14+ (0 —k2—2( — k)cosy;

1 — k — cosv; ) 1

—° 2—2k—2cosv; + k2 + 2 kcosy; o

24 Ziccosv,-
1 —k — cosv;

1
Y 2 - 1(1 kcosv; )
- % COS v P2V T —cosy;
o Iicos Vi
1 —k — cosy;
. 1 kcosvs k cos v,
2 'd: = o= (1 — —— — —_— | —
@) wird: D = ds1. 2( 1 — cosvs I+ l—cosvz)
1 k cos vy , k cos vy _
—A”"P'E(I_T—COS\E_IWL l—cosvl)_
_ 4 E COSVy — COS V3 B ‘ E COSV| — COSV, _
= A0 2 (1 —cosv3) (1 — cosvy) 32-0- 2 (1 —cosvy) (1 —cosvy)
A ) COSVy — COSV3 4 P COSV| — COS v
o 2L 2 (1 —cosvy) (1 — cosvy) 320 2 "1 =cosvy) (1 — cosvy)

-4
In den Ausdriicken A wirkt sich die Kleinheit von k nur wenig aus, wihrend die Bj;

P COSV; — COSV;

L hmen.
2 (1 —cosv;)) (1 —cosy)) anhehumen

die Gestalt k.

Der Ausdruck my aus (1) enthélt somit in Zdhler und Nenner jeweils k und ist
nach Durchkiirzen von unserer Gré8e nicht mehr abhéngig. n, hat die Dimension

[k—1], ist also wesentlich groBer als m

L

£
Hiemit ist auch die Anschauung bestétigt, daB die Unsicherheit des Neupunktes

tangential am gefdhrlichen Kreis wesentlich gréBer ist als radial. Auch die Dimension
des mittleren Punktlagefehlers M wird [k-1].

Je néher also der Neupunkt an den gefdhrlichen Kreis heranriickt, desto groBer
wird sein Punktlagefehler, und zwar ist die Gré8e des Fehlers anndhernd proportional
dem reziproken Abstand vom gefédhrlichen Kreis. Diese Beziehung ersieht man
leicht, wenn man (4) in (1) einsetzt.

Im allgemeinen Fall R 41 besitzt der Zdhler von M in (1) die Dimension
[e.s-1], der Nenner [p2s 2], M also [p~1.s]. Abgehen vom Einheitsradius bewirkt
also entsprechende lineare Anderung des Punktlagefehlers, fiir den mittleren Fehler
einer Richtung gilt dasselbe. Je groBer das Viereck Festpunkte-Neupunkt oder der
mittlere Richtungsfehler werden, desto groBer wird der mittlere Punktlagefehler,
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Folgendes Zahlenbeispiel soll die ?f

Ableitungen erldutern:

R =1000.00 m;
mee = 4 10cc,v; = 1008, v, = 1508,v3 = 2508.

k k 3 n, M

0,00 1,00 1,1cm 2,3cm 2,5cm
0,50 0,50 1,2cm 3,0cm 3,2cm
090 0,10 34cm 80 cm 80 cm
0,98 0,02 3,7cm 450 cm 450 cm
0,99 0,01 3,7cm 910 cm 910 cm

Abb. 2

Fiir die Praxis ergibt sich folgende Anwendung:

Hat der Neupunkt vom gefidhrlichen Kreis den Abstand 50 m, so liegt er fiinf-
mal giinstiger als bei einem Abstand von 10 m. Erlauben die Umstdnde nur eine
Punktbestimmung in der Nihe des gefihrlichen Kreises, lohnt eine radiale Ent-
fernung um einen kleinen Betrag und eine exzentrische Einmessung die minimale
Miihe mit gesteigerter Genauigkeit. Wenn moglich, ist der Punkt {iberdies durch
eine AuBenrichtung méglichst in der Linie Neupunkt-Kreismittelpunkt zu sichern.

3. Cassini’sche Berechnung und Punktfehler

Wie bekannt ([1], S 33) ist der im Rechenvordruck V 118 des Bundesamtes
fiir Eich- und Vermessungswesen mit x bezeichnete Faktor auch aus einer einfachen
Beziehung der geometrischen Konstruktion abzulesen:

Abb. 3




18

P, P,

n = Hy H, e (5)
Laut [4], S 124 ist nun
Hy H,
H;y Py, =
372 |cote + cotB| ’ - (6)
Hj ist der Collins’sche Hilfspunkt (in der Skizze nicht eingezeichnet).
SinngemiB (5) und (6) in Formel (13) von [4] eingesetzt, ergibt:
1
H3 P2 . %®
P,P,  |cota + cotB|
2
[r+(2)
m nl
M= . P, Py.x. |cotm+cot{3|—1=
v 1 + _
n
. b\ m
= P, Py.x. | cota + cot B | (1—{—? e )

worin b die kleinste, ¢ die mittlere Seite des aus [2] bekannten Reziprokdreieckes
bedeutet.

Zwei Faktoren dieses Terms scheinen in der Berechnung nach Cassini explizit
auf, und zwar | cote + cot@ |, welche Summe man leicht aus dem Formular ab-
lesen kann, und x. Verzichtet man also auf Uberpriifung der Giite der Punktlage
durch Zirkel und Reziprokdreieck, kann man die Qualitdt des Schnittes dennoch
anndhernd aus der Berechnung erkennen. ,,GroBes x — schlechter Schnitt* war schon
bisher dem Praktiker aus der Erfahrung geldufig. Bei weniger wesentlichen Punkten,
Ermittlung vorldufiger Werte oder Operaten geringer Genauigkeitsanforderungen
diirfte die Uberlegung laut (7) niitzlich sein. Bei Mittelung mehrerer Schnittko-
ordinaten fiir einen Punkt wird man den Werten aus der Berechnung mit dem
kleinsten » das groBte Gewicht zuteilen. Bei dem graphischen Ausgleich mit Hilfe
des Horsky’schen Diagrammes und V123 scheinen die Reziprokdreiecke in der
Konstruktion auf, obige Uberlegung wird iiberfliissig.

4. Erwiderung auf die Arbeit von Doz. Dr. Smetana

Nun seien noch einige Bemerkungen zu der, wie die zahlreichen Zitate beweisen,
gewil3 sehr eingehenden Arbeit [4] gestattet.

Das vom Verfasser dort vorgeschlagene und schon in der Praxis angewendete
Verfahren hat ndmlich ausschliieflich seine Berechtigung bei graphisch entnommenen
oder dhnlich unscharfen Néherungswerten, und zwar nicht nur im Bereich des ,,ge-
féhrlichen Kreises“. Nur dann kommt seine Vermeidung strenger, ausfiihrlicher
Rechenoperationen zur Geltung.
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Zur Erzielung irgendwelcher Genauigkeitsvorteile gegeniiber den in [3] ange-
fiihrten Verfahren ist es aber génzlich ungeeignet. Rechnet man das Rechenbeispiel
nach der Methode von Cassini durch, erhidlt man Resultate, die von den ange-
gebenen um nur 2 bzw. 3 cm abweichen. Die Rechendauer betrigt je nach Ubung
10 bis 20 Min. Andert man in [4], Abschnitt III die Visur nach 4—52 um l°c, dndert
sich Ax um 3,4 cm; dndert man die Visur nach 24—70 um 1¢¢, dann dndert sich
Ax dort um fast 7 cm.

Wie leicht einzusehen, ist die Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der elektro-
nischen Ausgleichung nur zuféllig: hatte £P 16 nur die vorliegende Bestimmung,
kann der ,,Ausgleich*“ auch kein besseres Ergebnis als die Rechnung zeitigen, sei
sie nun nach [4] oder nach Cassini durchgefiihrt. Hatte £P 16 auch andere Bestim-
mungen als die angegebene, kann es nur Zufall sein, daB gerade die schlechteste
davon schon den endgiiltigen Wert nach der Ausgleichung vorwegnimmt. Die Zeilen
unter Abb. 3 sind wohlschon durch die oben durchgefiihrte Uberschlagsberechnung
ad absurdum gefiihrt worden. Nachdem die einzigen, von der Art der ,,groben
Auf- und Abrundung® abhidngigen GroBen in [4], (8) die A« und AP sind, fiihrt
schon eine ,,gewisse Rechenungenauigkeit bei der Riickrechnung iiber die Richtungs-
winkel“ von 2¢¢, wie sie durchaus auftreten kann, zu Rechendifferenzen bis zu 14 cm.
Begriffe wie ,,schlechte Punktbestimmung®, ,,Singuldre Gleichungsdeterminante‘
usw. lassen sich eben nicht durch eine kleine Verschiebung des Néherungswertes
umstoBen. Fiir den oft zitierten Praktiker ist das Verfahren wohl von geringstem
Interesse, denn der wird sich in allen Féllen mit Cassini begniigen. Der elektronische
Netzausgleich kann Rechenungenauigkeiten der Nédherungskoordinaten auch auf-
nehmen, wenn sie 50 cm betragen. Ist der errechnete Wert bereits als endgiiltig aus-
zuweisen, weil keine weitere Bestimmung vorlag, kann die ungiinstige Messung nicht
durch Rechnung genauer gemacht werden. Rationeller als die in [4] in solchen
Punkten angestrebte besonders hohe Winkelgenauigkeit ist auf jeden Fall eine
exzentrische Beobachtung mit normaler Genauigkeit und polare Anhdngung, zur
Kontrolle méglichst von zwei Exzentern aus.

5. Schiup

Das Ergebnis vorliegender Arbeit ist, daB sich der Punktlagefehler ausge-
sprochen ungiinstig (,,am gefdhrlichen Kreis der Approximations-Geometrie )
liegender Punkte unschwierig verbessern 148t. Die Diagnose der Punktlage 143t sich
anndhernd auch aus einem Routine-Verfahren zur Berechnung stellen.
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