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Das allgemeine Niveausphiiroid in Niherung achter Ordnung

Von Karl Ledersteger, Wien

Unter einem Niveausphéroid versteht man bekanntlich jede Niveaufldche einer
rotations- und #dquatorsymmetrischen Massenanordnung, wenn ihre Abplattung
e im Sinne Helmerts als kleine Gréfle 2. O. aufgefafit werden kann. Mit e sind dann
auch die statische Abplattung oder die erste Massefunktion J, und der wichtige
Parameter ¢ = w2a3/k2M GroBen 2. 0., wihrend der erste Formparameter f3 und
die Massefunktion J4 bereits Groflen 4. O. sind. Infolge der rapiden Abnahme der
Massefunktionen J; und der Formparameter f5; geniigt praktisch stets die Ndherung
4.0. Hingegen erfordern gewisse theoretische Untersuchungen und der notwendige
vertiefte Einblick in die Zusammenhénge zwischen dem System der Massefunktionen
einer bestimmten Massenanordnung und der Gestalt S(a, e, f2;) ihrer Niveaufldchen
die Kenntnis der Naherungssysteme 6. und 8. O. Eine generelle Entwicklung ein-
schlieBlich der Glieder 6. O. wurde iiber meine Anregung erstmals von G. Oliwa (1]
im Anschlu an Darwin gegeben; sie lie sich noch etwas vereinfachen [2]. Die
folgenden Entwicklungen sind blof3 eine Erweiterung auf die Glieder 8. O.

Fiihrt man in die Mittelpunktsgleichung der Ellipse die polaren Koordinaten: Ra-
diusvektor s und zentrische Breite ¢ vermoge x = s cos ¢ und y = s sin ¢ ein,
so findet man

52 (c2 cos? ¢ + a?sin2 @) = a2 ¢2 oo (D
oder s2=a2[l — (1 — a?/c?) sin2 ¢]
Unter weiterer Einfilhrung der geometrischen Abplattung e = (1 — c/a) folgt leicht
2e — e2
242 — 1- ) ... (la)
s2/a l.[l +(1~_e)2sm cp]
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Setzt man sin2 ¢ = t und beachtet, dal der Bruch in der Klammer in (2e + 3e2 +
+ 4e3 + 5e4 + ...) entwickelt werden kann, so findet man fiir die Polargleichung
der Ellipse einschliefllich der Glieder 4. O. in e und ¢:

3 5 3 9 75
— e — 2 — 203 _ " o4 S22 g3 4 1T g2
s a[l+( e 2e 2e 2e)t+(2e +2e+8e)r+
5 45 35
T e3— " pd) 34 T pd g4
+( 2e 4e)t+8el‘]

und hieraus unter gleichzeitiger Einfiihrung der Formparameter fiir den Radius-
vektor des Niveausphéroides:

/= a[l— esin2 ¢ + (f4 — %ei") (sin2 ¢ — sin% @) +
+(f6—%e3) (4 sin2 ¢ — 9 sin% ¢ + 5 sin® @) + V)
+ (fg — %e“) (20 sin2 ¢ — 75 sin4 ¢ + 90 sin6 ¢ — 35 sin® cp)]
Die Differenz der beiden Radienvektoren ist:
(I = 5) =4 Ufs + 45 + 205 — o sin? ¢ — 55fy sin? ¢ +

4 35f sin o] sin2 2¢ .. 3)

Um allgemeine Relationen fiir das Rotations-Niveausphédroid 8. Ranges zu
finden, kann man entweder mit Helmert die Potentialwerte am Pol und im Aquator
gleichsetzen oder mit Darwin die Koeffizienten der zonalen Kugelfunktionen P,;
Null setzen, wobei man von

kK2M [ [a a\3 a\s a\?
e T

— s (7) 5o a —p) @

auszugehen hat. Wir schreiben zunéchst (2) in der Form:

;[=1+(—e+f4—%e2+4f6—2e3+20f3—%e4)r+

—l—(—;e2—f4—9f6+—g—e3—75f8—l—1;—e4)t2—}— e (8)

+ (5f6 —%63 + 90 /3 —f‘f}e‘*) 13 +(—38§e4— 35fs) 1

Wegen der Multiplikation mit € = w2a3/k2M geniigt es, das Quadrat dieses Aus-
druckes nur bis einschlieBllich der Glieder 6. O. zu entwickeln:

2
(;l) =14 (— 2+ 2f3 — 3e2 + 8fs — de3) t + (de? — 2f4 + 12¢3 —

— 2efs — 18f6) 12 + (— 8e3 + 2efy + 10f¢) 13 O]
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Sodann bilden wir den Reziprokwert von (5):
(,) =1+ (e—f4+~62 —4fs +2e3 —20f3 + —5—64) t+ (f4 —~e2 + 9f6 —
— %e3 —2efy — 28—5 e4 — 3e2fy — 8efs + f42 + 75f8) 12 +(7e3 — .
—Sfat 2y + g+ Iy + 18efs — 90/ — 2/i2) 8 4 (— et — L0efi +

+ﬁ&+ﬂﬂﬂ

Die ungeraden Potenzen dieses Quotienten werden wegen ihrer Multiplikation mit
den Massefunktionen J,; in ihrer Genauigkeit schrittweise vermindert:

a\3 9 .3 9
(7) =1 +(3e— 3f4+—2—€2+ 6e3 — 12f6)1‘—}—(3f4—{—762 +763 -

— 12¢fy + 27f6) 2+ (— %ea + 12¢fy — 15f6) 13; .. (8)
5
(%) =1 +(Se — 50 +—12§e2)r+ (1—25e2 + 5f4) 12;

a\7 a\9

Die Formeln (6 u. 7) kénnen gepriift werden, indem man fiir den Massenpunkt
(J; = 0) das Potential (4) im Pol (=1, / = c¢) und im Aquator (=0, [ = a)
gleichsetzt:

U8)A_'—“‘ 1+—€ —UB)P__*‘

k2 M 1 Ike2pm
2 ) a (

4 )

4

Denn (7) liefert fiir + = 1 leicht: —g =1+e+ e2+ e3 + e4, also richtig: e =2e+
+ 2e2 4 2e3 + 2e4. Andererseits ergibt (6) fiir + = 1 &hnlich: (c/a)2 = (1 — e)2.

Die Auflosung der Legendreschen Polynome:

pzzé_(y_ D; P4=%(35t2—30f+3);

P6=L(231f3—31512+1051—5); .. (10)
Py = 128 (643514 — 1201213 + 693072 — 12601 + 35)
nach ¢ liefert:
2 1 8 16 24
’:—PZ‘}“; 12 35P4—|- P2+ 73:TP6+_P4+
10 128 48
4=
+21P“L ! 6435P8+495 +143P4+ P’“L - (1)



140

Damit aber treten in (4) auch die Produkte der zonalen Kugelfunktionen auf:

18 5

P2 =oe Pa+ = Pz—l— PPy = Pﬁ-‘r P4—l— Pz,
28 45

PyPg = P8+ P6+143 Py (12
490 162 100

P42:1287P8+ 6Jr1001P“+693P2+_

Bezeichnet man in den Gleichungen (6—8) die Koeffizienten der Potenzen
von ¢ der Reihe nach mit «, B, v, 8 und wihlt zur Unterscheidung die Exponenten
von qafl, resp. I/a als Indizes, so kann man (4) in der Form schreiben:

2 1 16
WMM1+ﬁ(h+)+&(PH'h+)+ bﬂ“+
24 128 48

+77P4+ P2+ )+31(6435 P3+495P6+143P4+ P2+ )
2 16
—J2P2[1+f/~3(*1’2+ )—Hh( Py + P2+ )+Y3(231 Ps -+ ... (13)
2
TRAY JE Py+)] hh[«+%(za+ )+m( Pyt a Pyt
1 2 1 2
+?)]—J6P6[1+C/-7(—Pz+——)] JsPg + — €(I—P2)[1+02( Py +

16
)+ Bagg Pe kg P2t 5) v (g Po+ 3 P grPa )|

Unter Einfiihrung der Produkte (12) ordnet man schlielich alles nach den Legendre-
schen Polynomen und erhélt durch Nullsetzen der Koeffizienten von P,, P4, Pg
und Pg vier Gleichungen, welche die vier Massefunktionen mit €, e und den drei
Formparametern, also letzthin mit « und der Fliche S in Ndherung 8. O. verbinden:

2 1. 2,5 2 —_ 2 5 4 1
e — g e — —— ~ed — L e2
[(33 s arfet g T aree T gpfot g ity e€)+

485 2 4 80 16 64 .— 80 —
" 4 T p2f _  f,2 3
+(693e 7604 gg st gy st oz St gz e~ o fe

16 — 1 2 1129
@?eeﬁ)] —J2 [(1 Tl fat 362) + (Wﬁ — —1Tef4 +
L 8% 720 460 670
fﬁ)] [21 (231 Ja ¥ o3t 2)] =0

“%(SSﬂ —4de? - 192f5 — T2ed + 64defy -+ 88¢c — 56 fy + 68e2¢) +

o (— 11154 - 12482y + 2128efs + 4200fy — 29642 -+ 272e3 ¢ +

5005

1 296ee fy — 1432 < f5) — [385 (396e + 7982 + 12f4) + oo (173823 —

5005
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— 336¢fs + 1044f6)] — s [(1 + 555 ) + o 1001 (6696 €2 — 606f4)]

_ 210
143

eJg =0; . (14)

1
3 — 2 4 2fF,
231 (8e3 — 80f5 + 32efy — 32e2c + 16 ef4) + — o Sags @60¢4 + 720e%,

— 160ef5 — 5920/ — 32f42 — 608e3 ¢ + 32ecfy + 1120 efs) — J» [i (12e2 +

50
4 [ﬁ 693 (3165¢2 +- 10f4)]

256 )
3 i _
+ 240 + (165 385 94t 77 fﬁ)] 33

581
16(1 +o )—o

12187 ( 2288¢4 + 1024efs + 1024¢2f; + 8965 — 5_12_ £+ 2080e3 % —

— 640 € efy — 320 f5 — Jg) =0.
Auflésung nach den Massefunktionen liefert:

- 9 _ 2 25 _
3J2=[26—s—e2+—es——ﬂ;]+[ fﬁ——e e—%sﬁ;—ﬂeﬁ]—}—
[ 593 5980 3470 52 192
- 3».- 2
e e Time T @ ef6+33f8 e/ T syg St

2416 —
+ 2531 fs]
4 4 — 8 4 . 50 192
— | — — g2 — — 3 = g2 = —
I4 l 5¢ 17 ""°‘+35f4J [5"’ d9 ¢t 3gs /o oo (15)
904 I 226 -, 49496
_ 4 el
2695 /4~ 385 Ef“] [ 5T 333 ¢t 607695 V4
218208 120 576 1084 213912 —
T 2
385385 76 T 143 /5 + 007 /4~ 5005 /6 T 355385 °¢ f“]

8 20 _— 96 12
J6=[ e — - ete — o efy— 231f6+231 f4]+[——e4+

7 21 231

+ % e 23?2? efa+t %i /6 — l619834 Js 222655f42 22221 eefa +
320 ?fa]

I8 = 12187 ( 2288¢* + 1024 e2fy + 1024 ¢f + 896/ —ﬂfﬁ + 20803 —

— 640cefy —320¢ fﬁ)
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Hieraus gewinnt man schlieBlich, ausgehend von der Naherung 6. O. und von riick-
wirts mit fg beginnend, die Formparameter in Funktion von (e, ¢, Jy;):

35 7 5 63 35
Ja = [—*J4+—32_795}+[ -76+ Jo— g €J4+ —
3 45639 891 24 237
— . g2
Zeu—l— ]+[4480J8+ eJg -+ e2Jy +
75 — 179 105 382 40
g2 T p3 . 2o-2_w
+32EJ4 5 eJ4+ J4+ 3568+7e
75
- 3
56ea]
[ 231 21 35 — 9 — 5 — - 15873
Y el SR iy S 2% — 2 g g2 _ 2280,
f6 L 80 J6 4 eJ4+ €J4 6 +2€ € 48€ ]+|_ 2240 Jg
2001 351 271 65 — 151
— 30 J6+ E.]6——T 2]4—-3—282J4+ €€J4— (16)
315 584 1523 ,— 39 - 65 —
_ 2 4 3 — "7 p2g2 _ 3
32 7 05 ¢ T g ©°F 14e€+56”J’

1287 33 33 — 15 35
fs—_——?%‘-]a-F—laeJ 32 eJs+ = 92J4+ *E 2Js— vy ecty+ = 16 2 4
55 11— 15 — 25 —

T ed __ " 53 — _e2¢g2 3
+56e 7 ede + 148 € 5686

Die Gleichungssysteme (14 — 16) konnen vollstindig durch die Anwendung
auf das MacLaurinsche Ellipsoid und auf die Niveauflichen des Massenpunktes
kontrolliert werden. Fiir das homogene Ellipsoid gilt allgemein

3(— 1) .
= — ¢2)i
=gt et @
also
1 12 12 3
2 =% (2e—e2); Jy 35 ¢> T 35 ¢ — 35 ¢
"8 4 16
=_——e3—_— ¢4 : = — __ 4
Js 5T € Tt Jg 33 ¢t V)]

wozu noch die MacLaurinsche Gleichgewichtsbedingung tritt:

— 4 22 2 272
€ — il ST 4
5e—i—3se +5e+11553+... ... (18)

Andererseits hat man fiir die Niveauflichen des Massenpunktes

c=2e+ 2e2 4 2e3 -} 2e4 + ... ... (19
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wihrend man fiir die Formparameter findet:

3 3 3 19 38
= g2 4 23 2 o4 . = 7 g3 12 o4 .
/4 5 € +56 +35e + .. S T +35e ey ... (19)
81
:——4
fs 566...

Das Gleichungssystem (15) zeigt, daB mit (e, ¢, f2) = (M, a, e, w, f2;), also
mit den Stokesschen Elementen M, » und S(a, e, f5;) das System der Massefunktionen
Jy; und damit die ,,wesentliche’ Massenkonfiguration festliegen. Bezeichnen wir
alle Massenkonfigurationen, welche aus der wesentlichen Massenkonfiguration
durch Massenverschiebungen hervorgehen, bei denen die Massenmomente Kj; =
= Jy;a2! unverdndert bleiben, als ,,unwesentlich®, so geh6rt zu jedem System der
Stokesschen Elemente, wenn iiberhaupt, so nur eine einzige wesentliche Massen-
konfiguration. Jede folgende Néherung fiihrt zwei weitere GrofBlen, ndmlich eine
Massenfunktion und einen Formparameter ein. So hat man der Reihe nach:

= 8 4 4 -
=2e—c¢; 2 =24 o
3J, =2e—c¢; J4 35 f4 5 ez 5 eg; ... (20)
80 8 20 .— % 40 —
B S Sy S .
J6+ 231 f6 73 21 e« e 231 ef4+ 3 €f4,
896 1 512 _
- = — 4 2 2t 0 3.
7 Tagr /o 1287( 22884+ 1024¢%f; + 1024¢fs — 5~ /2 + 2080¢3 ¢

— 640 c ef4 — 320 ¢ f5

Man sieht, daB von den Entwicklungen des Parameters ¢ und der Formparameter
J2; sowie der Massefunktionen J,; nach den Potenzen der Abplattung e stets nur
das Hauptglied auftritt:

e =xe; fy=—ne?; fo=—Ae} fy = — ped;

Jzz%(2—x)e; Jo=—%8e2; Jo=+ned; Jg=—"CLet ... (21)

Die Formeln (20) sind von grundlegender Bedeutung fiir das vertiefte Problem der
Stokesschen Elemente [3].

AbschlieBend sei zur Illustration noch das Problem der auf die MacLaurin-
schen Ellipsoide folgenden Gleichgewichtsfiguren mit dem stetigen Dichtegesetz

b = omax [1 —v (5)2]2 e

gestreift. Bei diesen kann die vorerst fehlende Gleichgewichtsbedingung durch die
geometrische Eigenschaft ersetzt werden, da} die Anderung des Formparameters /4
mit wachsendem Aquatorradius a an der Oberfliche ein Minimum besitzt: dfy/da = 0.
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Wegen der Konstanz der Rotationsgeschwindigkeit und der Massenmomente K;
in der Schar der &dufleren Niveauflichen ist unmittelbar:

a(delda) = 3 ¢; a(dJylda) = — 2i Jy; ... (23)

Damit ergibt sich durch Differentiation der ersten Gleichung (16) leicht in Néherung
6.0.:

35 15 — 189 143 35 — 9 _—
a(dfs/da) :[*7']4 > ee——TJG"-Z—eJ4—l-T6—sJ4—§e2€+

15

4
+—2—e€2" >

—|—[7 ——s—{— J4+—62—*3es+—32](ade/da)

und zusammen mit

5 — 9 — 5 2
- _ P 2L e 2~
adelda 2e+2€ e +7es 5 € 7f4
schliefllich:

a (dfs/da) :[_32;]4 + 15¢ e — l4e2 -——245 €2J + [14(23 — 31—149 e2e +

25 — 75 832 376 —
—“es2 4 2 — ¢

T et 4 1 fs ef4+ 77 f4] (24)

Die Bedingung dfy/da = 0 liefert hieraus eine Bestimmungsgleichung fiir die Masse-
funktion Jy:
6 — 4 5 4 319 10 —
=|_ 2 7 g2 T e3— e2e 24 783
74 [7“ 5°¢ 14€]+[se 5t et + +

288 1664 752 ]

+ 355 /6 — 2595 ¢+ + 2595 ¢ /4 - (23)

Die Gleichgewichtsfiguren mit stetigem Dichtegesetz liegen demnach in Néherung
4. 0. bereits eindeutig fest, da sich ja der Formparamter f4 aus der Kombination von
(25) mit der ersten Gleichung (16) ergibt:

5 — 25—
f4zze€—E€2 ... (206)

In diesem Sinne diirfen diese Gleichgewichtsfiguren als ,,einparametrig* bezeichnet
werden. Hingegen erfordert eine eindeutige Festlegung in Néherung 6. O. die zu-
sitzliche Kenntnis des zweiten Formparameters f5.
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