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Die Orientierung eines Richtungsbiindels
Von Karl Rinner, Graz

Vorbemerkung

Fiir die Berechnung von Netzen der dreidimensionalen Geodésie ist es zweckméBig, dhnlich
wie fir zweidimensionale Berechnungen, eine Reihe von Grundaufgaben einzufiihren. Zu diesen
gehdren auller den einfachen Punktbestimmungen durch rdumliche Richtungen, Winkel und Strek-
ken die Orientierung eines Biindels von Raumstrahlen und die rdumliche Drehstreckung.

Uber letztere wird in [1] berichtet, in der folgenden Arbeit soll die Orientierung eines Raum-
biindels untersucht werden, wobei sowohl auf die iibliche Bestimmung einer Raumrichtung durch
2 Winkel als auch auf die photogrammetrische Festlegung durch 2 Bildkoordinaten eingegangen
wird.

Die folgende Arbeit ist ein Auszug aus Untersuchungen, welche in Bd. VI des Handbuches
f. Vermessungswesen, Jordan/Eggert/Knei3l, — ,,Die elektronische Entfernungsmessung und ihre
geoditische Anwendung®, erscheinen werden.

Eine rdumliche Richtung ist durch 2 Parameter bestimmt, etwa durch die zu-
gehorigen Horizontal- und Hohenwinkel o, 8, oder durch die Bildkoordinaten x, y
einer gnomonischen oder sphirischen Abbildung. Durch einen Punkt des Raumes
gibt es 2 Richtungen, deren Gesamtheit wir als Richtungsbiindel bezeichnen.
Diesem entspricht in der Ebene das durch einen Punkt gehende ebene Richtungs-
biischel.

Ortliche Raumrichtungen s bestimmen wir, wenn wir mit dem Theodolit die
Horizontal- und Vertikalwinkel o und $ messen. Das durch den Schnittpunkt der
Achsen des Theodolites gehende Richtungsbiindel ist in dem durch horizontale
Achseni(Nord-), j (Ost-) und der Lotrichtung k gegebenen System durch die Gleichung

cos 3 cos o
s=1| cos B sine | =s(xP) o (D
sin 3
bestimmt (Abb. 1).
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Eine photogrammetrische Aufnahme mit bekannter innerer Orientierung ver-
mittelt ein oOrtlich orientiertes Richtungsbiindel, das bei fehlerfreien Aufnahme-
bedingungen, dem die Aufnahme vermittelnden Lichtstrahlenbiindel kongruent

sy - suoHe0y

Abb. 1

ist. In dem (durch die bekannt vorausgesetzte innere Orientierung) gegebenen
ortlichen Koordinatensystem i, j (Richtung der Bildkoordinatenachsen) und k
(Aufnahmeachse) wird das Richtungsbiindel durch die Gleichung

As=(xi+ypj—ck)
x, y Bildkoordinaten
¢ = Kammerkonstante
A= ]/XZ‘{‘_)’Z‘{‘CZ
dargestellt (Abb. 2).
Um verschiedene Ortliche Richtungsbiindel fiir den Aufbau eines Netzes ver-
wenden zu koénnen, miissen wir diese in einem einheitlichen System orientieren.
Ein Richtungsbiindel ist orientiert, wenn sich ein Strahl in orientierter Lage
befindet und fiir einen zweiten ein geometrischer Ort (etwa eine durch den ersten
Strahl gehende Ebene) bekannt ist. Die Orientierung kann daher durch eine Dre-
hung des Biindels erreicht werden und ist durch die drei Parameter der zugehotrigen
Drehmatrix, der Orientierungsmatrix, bestimmt. Bezeichnet A diese Matrix, so
wird die Orientierung des Biindels durch die Gleichungen

s;, = As, s = ATg;, )

vermittelt (AT = transponierte Matrix). Jedes entsprechende Strahlenpaar (s;,
siz) gibt Anlafl zu einer Vektorgleichung (3). Diese entspricht 3 skalaren Glei-
chungen, von denen aber wegen s2 = s2; = | nur zwei voneinander unabhéngig sind,

Fiir die Bestimmung der Elemente von A konnen wir die in [1] beschriebenen
Verfahren fiir die Ermittlung der Matrix einer Drehstreckung sinngemifl verwenden.
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Fiir die allgemeine Losung denken wir uns A wieder in zwei Teilmatrizen
(A4, Aj) zerlegt. A, soll die Drehung des Biindelstrahles s; nach s;;, bewerkstelligen
und ist aus dieser Forderung bestimmt.

Abb. 2

Durch A, soll ein weiterer Biindelstrahl s; in den fiir s;;, vorgegebenen Ort ge-
dreht werden. Fiir A, gibt es, wenn der gegebene Ort eine durch den Biindelscheitel
gehende Ebene ist, aus geometrischen Griinden zwei Losungen. Verdrehen wir
den zweiten Strahl s, mit Ay, so erhalten wir eine neue Lage

sy =As,
und die Matrix A, der zweiten Drehung ist durch die Achse a, = s;;, und den
von den Ebenen (s'y, s”,) und der gegebenen Ebene eingeschlossenen Winkel o,
bestimmt. Die Matrix A der Gesamtdrehung berechnen wir nach den Gln. (3) bis
(7), von [1].

Liegen mehrere entsprechende Strahlen, also Uberbestimmungen vor, so kon-
nen wir die Unbekannte durch eine Ausgleichung ermitteln. Wir bestimmen erst
eine Niherungsmatrix (A), entweder aus der geometrischen Uberlegung, daf die
Drehachse a immer in der Symmetrieebene von entsprechenden Strahlen (s, sr)
liegen mufl und die Ebenen (a, s), (a, s;) den Drehwinkel e einschliefen.

a parallel (s; — syz) X (52 — s2r)
o Winkel [(a X s), (a X sp)]

Oder wir beniitzen die Identitdt (9b), [1], aus welcher sich die Vektorgleichung
—(E—R,)s; X (E+Rys=0,

oder 2 daraus folgende, unabhéingige skalare Gleichungen (10b) ergeben. Ein Beispiel

ist in dem angefiigten Vordruck, Seite 112, ausgefiihrt.

Die Linearformen fiir die Verbesserungen der Ndherungswerte leiten wir aus
der Gln. (11a), [1] entsprechenden Gleichung

s, =(E + dR,) (A)s =(A)s + dR4(A) s = sy + dR s ... (4a)
so = (A)s vorldufig orientierte Richtung,
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ab und wollen nun das gegebene, iiberstimmte System nicht nach der in [1] be-
nutzten Interpolationsforderung, sondern durch Verbesserung der MeBgrofien
ausgleichen.
a) Mefgréfen o, B
Werden die Richtungen s durch Horizontal- und Vertikalwinkel o, B festgelegt,
welche mit einem Theodolit gemessen werden, so folgt aus (1)
ds ds

dS: “()O’.‘*‘—dﬁ‘

p a¢

und daraus kénnen wir die Richtungsverbesserung v berechnen.

v=v,a + b

s — sina s — sin B cos o
a:a—a:cosﬁ cos o |, b:b—B: — sin sino ... (4b)
’ 0 cos 3
Wir iiberzeugen uns, daf} die Beziehungen
a.b=s.a=s.b=0 ... (5a)

axXb=cosPs, b X scosP = a, s X a=cosBb

bestehen und somit a, b, s zueinander orthogonal sind. b und s sind Einheitsvektoren,
wihrend der absolute Betrag von a durch cos 3 bestimmt wird. Auflerdem koénnen
wir a und b durch s und die Lotrichtung k darstellen.

a=k Xs, bcosB =k —sinfs ... (5b)
Nun fiihren wir verbesserte Richtungen
so + vo =(A) (s + v) =s0 + ve a0 + v b
an Stelle von sg in (4a) ein und erhalten die Vektorgleichung

Ve 89 + vgbo + dRsq + 59 — 5, =0, ... (6a)
in welcher
apg = (A)a, bo = (A)b, Vo = (A)V ce (6b)

vorldufig orientierte Richtungen bezeichnen. Fiir diese bestehen die zu (5a, b)

analogen Beziehungen
ap2 = a2 = cos2 3, bo2 =b2 =1

ag.bg=s0.a9=s9.bg=0
ag X bg = cos 3 s, bo X socosB = ag, So X ag = cos 3 by,

weil durch die Multiplikation mit (A), die Vektoren nur verdreht, also ihre Betrige
und die gegenseitige Lage nicht verdndert werden. Multiplizieren wir (6a) der Reihe
nach skalar mit ag und by, so erhalten wir 2 skalare Gleichungen.

cos2B vy + (dRysg) . a9 —s;. a9 =0

v + (@R s0) . bg — sp, . bp =0 ... (6b)

Darin ersetzen wir die Multiplikation mit der Differentialmatrix dR, durch die
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duflfere Multiplikation mit dem zugehorigen Drehvektor da (da,, da, das) und
formen die entstehenden dreifachen Vektorprodukte um.

(dR,4sp) . x =(da X sp) . x = (da,sp,x) =da . (S X X)

Mit x = aj, x = by und Beachtung der Beziehungen (5b) folgen aus (6b) -zwei
Gleichungen fiir die Bestimmung der Parameter da; von da oder dR,.

A 1 Sp . Qg
Ve == da.bo cos B + cos2 3
1
= daag cosB+SL'b0 ... (6¢)

Diese lassen sich in einfacherer Form darstellen, wenn das zu orientierende Biindel
bereits eine Nédherungslage besitzt. Fiir diesen Fali darf (A) =Eundag =a,by=b
gesetzt werden, und damit folgen wegen der fiir die Absolutglieder geltenden Be-
ziehungen

S/L . a o
ES‘Z;B = Sin (U.L (7.) = oy, o

ar — &

sp.b=sin(Br —B) + 2 cos Py sinP sin? 2 =B, —B

aus (6¢) die einfachen Gleichungen:
Vo =cosatgBda; 4 sinatgBday — das+ o — o ... (D
vg = — sina.day + cos a.day + B, — B

Die Komponenten des Drehvektors da lassen sich als Drehungen um die Ach-
sen i, j, k des Koordinatensystemes deuten und stellen dann Orientierungsgrofien
fir die in den Koordinatenebenen des Systemes i, j, k liegenden ebenen Richtungs-
biischel dar (s. Abb. 1). Demnach entspricht da, einer Drehung um die j-Achse,
oder der Verdrehung des in der Meridianebene [i, k] liegenden Biischels und kann
als Verdrehung des Lotes k um ein Differential d¢ der geographischen Breite ¢
angesehen werden.

Die in der Lotrichtung k liegende Komponente daj entspricht einer Drehung
um diese Achse, stellt daher die Orientierungskonstante do der in der Ebene [i, j]
liegenden horizontalen Richtungen des Biindels dar. Die Drehung.da; um die in
der Nordrichtung liegende Achse i wollen wir durch eine Drehung um die Rota-
tionsachse

e=cospi Fsingk ... (8a)
der Erde ersetzen, welche eine Verdrehung der Meridianebene, also eine Léngen-
dnderung — d A bewirkt. (Wegen des entgegengesetzten Sinnes der Ldngenzihlung
muf hierfiir ein negatives Vorzeichen eingefiihrt werden.)
Der Drehvektor da kann somit auch durch seine in der Richtung der Achsen e,
j, k liegenden Komponenten, also durch die Parameter —d 2, do, dz bestimmt werden.

da=—dre+doj+dzk ... (8b)

Durch de, — dx wird die orientierte Lage einer Richtung des Biindels, der Lot-
richtung, festgelegt, do gibt die um diese Achse erforderliche Verdrehung.
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Fiihren wir darin (8a) ein, so folgt
da= —cosedhi+ doj+ (do—sinedNk )

und damit erhalten wir aus (6¢) Gleichungen fiir die Orientierungsparameter de,
d\. do.

Vo =sinatgBde 4 (sing — cos ¢ cos o tgB) dh — do + o, — «

vg =cosa.do + sina.coso dh + B, — B ... (10)

Diese Beziehungen stellen Grundgleichungen der dreidimensionalen Geodésie
dar, sie konnen benutzt werden, um das mit dem Theodolit beobachtete Biindel
der Raumrichtungen, welches die astronomische bestimmte Lotrichtung k' (¢’,
2') und astronomischen Azimute ¢’ enthilt, im System k (¢, 2) und « des gewihlten
Bezugsellipsoides zu orinetieren. Die Parameter

do=¢" —¢ =% ... (11a)

d)\=7\/—)\= ')
cos ¢

bestimmen die Lotabweichungskomponenten &, v im Beobachtungspunkt, do die
Orientierungskonstante der horizontalen ellipsoidischen Richtungen.
Aus (10) entnehmen wir wegen der offenbar bestehenden Beziehungen
o« +do+ v, =0+ da ... (11b)
B+ v=0 +dB
e, Br aus Koordinaten
«,3 beobachtet

auch die bekannten Gleichungen

de=sinodh\+ (§sine. —ncosa)tgP

dB =& cose + nsine, ... (11c)
welche den Einflufl der Lotabweichungskomponenten &, 4 auf Horizontal- und
Vertikalwinkel angeben.

b) Bildkoordination x, y als Mefgrifien
Wird das Biindel durch die Bildkoordinaten einer photographischen Aufnahme
bestimmt, so fiihren wir in (4a)
) =@ E+V)=2(+v)@+ @+ )30 —ck)

ein, multiplizieren die erhaltene Gleichung der Reihe nach mit den zueinander
orthogonalen Vektoren

=i M=@AjN & =@k
und ersetzen die Differentialmatrix dR, wieder durch den zugehorigen Drehvektor
da (da,, day, das). Wir erhalten drei Gleichungen

sp. () =A(x+ ) + (da, (5), ()
sp-() =20+ 1) + (da, ®), ()
.. =—  + (da, (s), (K),

aus welchen wir mit Hilfe der dritten den Parameter )\ eliminieren. Es verbleiben
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zwei Fehlergleichungen fiir die Bestimmung der Parameter der Drehmatrix, welche
wir erst in vektorieller Form anschreiben wollen.

v, =—x4 (x) +da.c ... (12a)
=—y+0) +da.co
Darin bedeuten
Vs C o sl)
(x) = Cm» »=—c sL.(k)_ ... (12b)

die mit Hilfe der N#herungsorientierung (A4) berechneten Bildkoordinaten der
vorgegebenen Richtungen sp; ¢; und ¢, sind Hilfsvektoren, welche entweder aus

x (k) + ¢ (@) c(d) + y (k)

CIZ(S)XT-(IEj—, C2:(S)Xw, ...(12C)
oder den daraus mit Hilfe der Gleichung (2) abgeleiteten Beziehungen
Xy . 2\ .
== 2ot efi+ )0+ rw . (120)
»2\ . xy . )
2 = =1+ 20+ 20 —x

berechnet werden. In den entsprechenden skalaren Gleichungen
vy = ci1day + ciadas + cysdaz — x + (x) . (12¢)
vy, = c21day + cppday + ca3daz — y + ()
treten die Komponenten der Hilfsvektoren ¢y, ¢, als Koeffizienten der Orientie-
rungsparameter da; auf,
Beispiel,;
Ein Hochziel sei mit einer Kammer (c = 50 mim) gegen den Fixsternhimmel
photographiert worden. Aus der Aufnahme koénnen die Bildpunkte der nachfolgend

aufgefiihrten Sterne identifiziert und die Bildkoordinaten der Sterne und des Hoch-
zieles in einem System durch den Bildhauptpunkt (xq = 0, y¢ = 0) bestimmt werden.

Xmm Ymm v 3

1 « Cygni —13,99330 + 0,47941 200 40m12:42  +45009'11°0
3100 03’ 06”3

2 o Delphini +10,93237 — 17,88433 20 37 57,19 41547071
309 29 17,8

3 « Pegasi +18,39072 +25,19246 23 02 57,39 415 00 36,9
345 44 20,8

4 8 Capricorni +45,30791 —24,95743 20 18 58,19  —14 53480
304 44 328

H Hochziel +32,76819 + 8,42658

Tabelle 1

Aus den fiir die Epoche IX. 12. 1963 dem Katalog ,,Apparent Places of Stares‘
entnommenen, in 7Tab. I aufgefiilhrten Werten der Rektaszension « und Dekli-
nation & fiir die abgebildeten Sterne, sind « und 3 fiir das abgebildete Hochziel
zu berechnen.
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Wir bestimmen erst mit Hilfe der gemessenen Bildkoordinaten die Richtungen
s von 1 bis 4 und H im System i, j, k nach der Beziehung (2) und die entsprechenden
Richtungen s’ fiir 1 bis 4 aus (¢, 8) nach (1).

1 2 3 4 H
S —0,2694988 +0,2111110 +0,3120714 +0,6297821 +0,5427726
+0,0092330 —0,1522514 +0,4274899 —0,3469095 0,139 5779
+0,9629566 +0,9655319 +0,8484480 +0,6950024 + 0,8282004
s’ +0,4537915 +0,6119378 +0,9361152 + 0,5507350
- 0,5398166 —0,7426494 0,2379322 —0,7941048
+0,7089931 +0,2720367 + 0,2589919 —0,2570765

Tabelle 2

Mit den Richtungen nach den Zielen 1, 2 ermitteln wir im Vordruck die Kom-
ponenten der Niherungsmatrix (A) und damit vorldufige Richtungen (s;) zu den
Sternen 1 bis 4 nach der Beziehung (s) = (A) x.

Angaben Bestimmung von a und ¢
x ¥ z — G +z) |G+ -O6L -
x;, | —0,2694898 | + 0,0092330 | + 0,9629566 | x, 1,6719497 | + 0,184 2927 | + 0,549 0496
X, + 0,2111110 | — 0,162 2614 | + 0,9655319 | x, — 1,2376686 | + 0,8230488 | -+ 0,5903980
x* = 1,0000003 x% = 1,000 0002 a = + 0,298 8521 ¢ = — 0,267 9647
x,, | + 045379156 | — 0,6398166 | + 0,708 9931 Cmittel = — 0,2679611
X, | + 06119378 | — 0,742 6494 | + 0,2720367 2.) (A) a, a, aj,,
XL = 0,9999999 XL = 1,0000000 ay; | + 0,6245242 | + 0,6915056 | + 0,612 3688
1) Bestimmung von b und ¢ ay | — 01595049 | + 0,7745214 | — 0,612 3666
+GL+3 | —6L+y) | — 6L — aj | — 08365110 | + 0,2241376 | + 0,5000118
x| + 1,6719497 | + 0,6305836 | — 0,7232003 | 39) x y s
X, + 1,2375686 | + 0,8949008 | — 0,4008268 | XL | + 0,4637873 | — 0,5398144 | - 0,708 9978
= + 0,5176313 ¢ = - 0,2679376 xp | + 0,6119369 | — 0,7426436 | + 0,272 0554
Berechnung der Niiherungsmatrix (A)
1 2 3 4
(s1) +0,4537873 +0,6119369 +0,9361148 +0,5507348
—0,5398144 —0,7426436 —0,2379260 —0,7941086
-+ 0,7089978 +0,2720554 + 0,2589994 —0,2570657

Hierauf bestimmen wir die Koeffizienten der Fehlergleichungen fiir da;, da,, das
nach (12a bis €) und stellen sie in Tab. 3 zusammen.

day day da; i —/10—4 b}
1 31,668 —42,031  —11,733 + 3,6 + 81,832
+ 34,877 — 16,391 — 34,802 — 0,1 + 16,416
2 — 36,722 35,476 — 14,243 + 9,4 + 7,041
421204  — 0,093  —47,946 — a7 + 31,535
3 —13289 —60861 — 7878 + 44 + 77,628
+16,141  — 5852  —63716 — 338 + 57,227
4 — 81,006 — 51,657 — 13,970 +11,1 + 135,533
+18392 435361  —69,832 — 22 + 18,279

Tabelle 3



113

Die Matrix des daraus gebildeten Gleichungssystemes und seine Auflosung zeigt

Tab. 4.
11354,749 + 7609,358 — 2412,290 — 1621,774 — 14930,043
10950,978 + 677,981 — 1379,448 — 17858,869
13043,985 + 258,724 — 11568,401
285,270 + 2457,228
[vv] = 38,9341 . 10—8

da; = + 0,1086.10—4 4+ 37.10—7 = + 2,723 4+ 0,76
day = + 0,0511,10744-36.10-7= + 1, 054+ 0, 75
das = — 0,0025.10—44 27.10—7= — 0, 054 0, 56
my =+ 2,79.10—4mm = + 1,15,

Tabelle 4

Damit berechnen wir die Differentialmatrix (4A) und die Matrix A = dA(A) der
Drehung des Richtungsbiindels.
( 1 -+ 0,0000002 + 0,0000051 )

dA = — 0,0000002 1 + 0,0000109

— 0,0000051 + 0,0000109 1

+ 0,5245199 + 0,5915069 -+ 0,6123712
A= ( — 0,1584959 + 0,7745188 — 0,6123722)
— 0,8365154 + 0,224 1430 + 0,5000020

Mit dieser kénnen wir nach Gln. (3) die Richtungen s (Tab. 2a) in das Aquator-
system transformieren, und aus den Richtungskoordinaten von H nach (1) die
Koordinaten ¢, 8 des Hochzieles berechnen.

| 1 2 3 4 H
s +0,4537908 +0,6119381 +0,9361160 +0,5507333 +0,8744224
—0,5398223 —0,7426467 —0,2379290 —0,7941060 —0,4850884
+0,7089896 +0,2720442 +0,2589920 —0,2570772 —0,0086504

o = 33005850,”70, 8 = — 0029'44”3
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Uber mogliche Refraktionsanomalien infolge von Schichtenneigungen
Von Kurt Bretterbauer, Wien
(Verdffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen, Wien)

Summary:

Computation of astronomic refraction is based on a spherically stratified atmosphere, being
symmetrical with respect to the zenith. However, horizontal pressure- and temperature-gradients
create a slope of atmospheric layers, which in turn effects systematic errors of astro-geodetic ob-
servations. The possible extent of these slopes is investigated. The effect on zenith distances can
amount to 0’’,4 depending on the altitude of the star,

Es ist eine bekannte Tatsache, daf} bei der astronomischen Ortsbestimmung
die Beobachtungen einer einzelnen Nacht oft systematisch verfilscht sind, obwohl




