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Die geometrische Interpretation des mittleren Punktfehlers
bei der trigonometrischen Punktbestimmung

Von Paul Gleinsvik, Vollebekk/Norwegen

In der vorliegenden Studie beschéftigen wir uns mit der geometrischen Inter-
pretation des Gewichtskoeffizienten des mittleren Punktfehlers bei folgenden Arten
der trigonometrischen Einzelpunktbestimmung:

1. Punktbestimmung durch dullere Richtungen

2. Punktbestimmung durch innere Richtungen

3. Punktbestimmung durch Trilateration

Die Untersuchung basiert auf einem allgemcinen Fall mit iiberschiissigen,
ungleichgewichtigen Messungen, auf Grund von welchen die endgiiltige Lage des
Neupunktes durch Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate abge-
leitet wird.

1. Punktbestimmung durch duflere Richtungen

Fiir jeden der n Festpunkte, in welchen Richtungsbeobachtungen zur Bestim-

mung des Neupunktes vorgenommen wurden, 148t sich die Richtungsserie durch

eine einzige Fehlergleichung von folgender Form ersetzen (gleichgewichtige Einzel-
beobachtungen vorausgesetzt):

yi:aix—{—biy—{—f;- (i=1,2,....n), ...(1)
wobei die Richtungskoeffizienten ¢ und b bekanntlich durch

sin @;
S;

COS @;

und b;=p S

Q)

a=—9

gegeben sind. Das Gewicht dieser Fehlergleichung ist gleich s:s + 1, wobei s die
Anzall der Anschiufrichtungen ist. (Wenn nachfolgend bei der Punktbestimmung
durch duBere Richtungen die Rede von Beobachtungen und Gewichten ist, so
beziehen diese Ausdriicke sich auf die Fehlergleichung (1), welche die priméren
Beobachtungen ersetzt.)

Wenn die Lage des Neupunktes durch Ausgleichung nach der Methode d. kl.
Q. abgeleitet wird, ist der Gewichtskoeffizient des mittleren Punktfehlers bekanntlich
gegeben durch:
0, lalt[pbh] _ Z
[paa] [pbb] — [pab)?2 N

Bei Beriicksichtigung von (2) ergibt sich fiir Z:

n sin2¢; c082¢;
1 v

Z=p23p,
eeabi\Tsz, S2, S2,

=92§1 D e

Der Ausdruck fiir N 148t sich in folgender Weise umformen:
N = (pl a21 +p2a22 + ... +Pn anz)(pl b21 +p2 b22 + ... +pn b112) -
— (prayby+paasby + ... + padnby)? =p?ia? b2_1+P1P2(t11)22 b2y +
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+p1 {;)3 a?3 b2, + ... +pip, g)zn b2 + p; Pz(lf)lzl b2 + p2y a2, b2, +
+ P2P3({11)23 b2+ ... +p2 Pn(gzn b2, +P1P(32)021 b2; + P2P3(4t)122 b2 +
+p%3a%3 023+ ... + PaP:E(f)’uz b23 + ...... +P1PE,3)021 b2, +P2Pu(5f)122 b2, +

+ P3Dn (12)3 b2n + ...+ p2n a2n b2n - le a21 b21 - P22 (722 b22 —P23 a23 b23 -
(6

T e _Pzn (12,, b2n - ZPIPZ(CII)I aZbl b2 - 21)11)3 a(lz)a3b1b3 T e -
—2p1pudianbiby —2pypyazasbyby — ... —2pypaaza,byb, — ... —
(3) 4 (5)
- 21’31)::(13 anb3bn T e
(6)

Die unterstrichenen Glieder fallen weg, weil sie paarweise mit entgegengesetztem
Vorzeichen auftreten. Die Glieder mit gleichen Klammernummern fassen wir zu-
sammen und erhalten:

N =p1py(@? b2, + a2, b2 — 2 ayay by by) + p1p3(a?y b23 + a23 b2 —
—2aiaz b b3y)+ ...
+ P12, (@2 b2, + a2, b2, — 2ay a, by b,) + pap3(a2y b23 + a23 b2, —
— 2aya3by by)+ ... +pypa(a2, b2, 4+ a2, b2, — 2aya, b,y b,) +
+ p3p, (@23 62, + a2, b2y —2aza, by b,) + ...
=p1p2(arby —az b2+ pip3arbs —azb))2 + pyps(ay by — asb))2 + - ..
+p1pa(ar by — a, b1)?
+p2p3larby —aszby)? + papa(azbs — ashb)? + ... + pap, (az by — a, b2)?
+p3pa(azby —ash3)2 4 ... + p3p, (a3 b, — a, b3)2
+ Pu—t1 Pu (@n—y by — ay byy)2
Zusammenfassend konnen wir dafiir schreiben:
N =2 p; p; (a; bj — a; b;)? fiir alle i & j, )
ein Ausdruck, der bei Beriicksichtigung von (2) iibergeht in:

1 . 2
N=P“Zpip,-{—S_S_Sln(cpj—cPi)} )
i Of

Sowohl Z als auch N lassen sich geometrisch interpretieren. Zu diesem Zweck
fiihren wir eine Hilfsfigur, die sogenannte reziproke Figur ein, welche folgende
Relationen zu der urspriinglichen hat:

1. Konformitdt in dem Neupunkt.
2. Reziprozitdt in bezug auf die Ldngen der Seiten.
Wie wir sehen werden, spielt diese Hilfsfigur bei Genauigkeitsuntersuchungen

iiber Punktbestimmungen eine grundlegende Rolle, gleichgiiltig, ob die Bestimmung
durch duBere oder innere Richtungen oder Trilateration erfolgt.
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In Fig. 1 ist P, I, II, III, IV die Originalfigur, wéhrend P, 1, 2, 3, 4 die reziproke
Figur darstellt. Der Ausdruck fiir Z hat somit nach (3) folgende Interpretation:
Z = p2X p; 5%,
wobei §; = Sl—die Seite der reziproken Figur zwischen den Punkten P und i ist.

i
1

Fig. 1

Das allgemeine Glied in (5) 148t sich ebenfalls mit Hilfe von Seiten- und Fldchen-
elementen der reziproken Figur interpretieren:

DiDi {_S,I_S] sin (¢; — <Pi)} = pi pj {si 5y sin (; — ¢;)}2 = 4 p; p; A2
wobei A;; die Flidche des Dreiecks Pij bedeutet, d. h.
N =4p4 2 p; p; A%
Wir haben somit gezeigt, dall

Oy — 1 2 p; s,
MM — 492 E]),‘p] Az

firalle 7 3 j
i=12.....n ... (6)
i G=1,2....n)

dabei ist also X p; s2; gleich der Summe der Quadrate aller in der reziproken Figur
von P ausgehenden Seiten multipliziert mit dem Gewicht der dazugehdrigen Richtungs-
beobachtung; X p; p; A2 dagegen ist gleich der Summe der Quadrate der Flichen
aller Dreieckskombinationen der reziproken Figur, in welcher P als Dreieckspunikt
eingeht, muyltipliziert mit den zwei Gewichten, die jeder Dreieckskombination zuge-
ordnet sind.

(Bei Punktbestimmung durch duflere Richtungen ist es moglich, den Gewichts-
koeffizienten des mittleren-Punktfehlers noch einfacher zu interpretieren, als wir

es hier gemacht haben. Wir miissen nur in der reziproken Figur statt s; = 5 die
i

Léngen s;:vf)_—" auftragen und wiirden dann fiir Qupy erhalten:

S;
1 Zs2?
Omit = 453 5 43
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Fiir die Punktbestimmung durch innere Richtungen aber wiirde die Figur mit den

Seitenldngen s§; = ]{S‘,D‘

fiir beide Bestimmungsarten zu gewinnen, halten wir daher an der ersten Inter-
pretation fest.)

von keinem Nutzen sein. Um eine einheitliche Darstellung

2. Punktbestimmung durch innere Richtungen

Nachdem die Orientierungsunbekannte des Fehlergleichungssystems des
Stationspunktes nach dem Gaul¥’schen Verfahren vorgidngig eliminiert wurde,
ergibt sich das folgende reduzierte System:

v,-=(a,-—[[%a]1)x+(b,'—%b]~])y+( ;—%)(izl,l oy 1)
=a;x+b;y+Sf

Mit diesen Bezeichnungen der Fehlergleichungskoeffizienten ist der Gewichts-
koeffizient des mittleren Punktfehlers gegeben durch:

b [pa’ a'] + [pb" '] _Z
O = T Tl BT — (pa B2 N e D

Fiir die hier auftretenden Summenglieder ergibt sich:

[pa] )2 — [paa] — PP

=~

[p] [»]
v — s s ([PP1V?E D)2
P’ 5] = 2py (b' ([p]) [pbb [p] ®
vy s Lpal\ [ [pb]\ _ _ [pa] [pb]
[pab]—ZP’(a' [p])(b’ [p])—[ab] (]

Wir formen den Ausdruck fiir [pa’a’] weiter um zu:

[p] [paa]l — [pa]?

(pa’ '] = 7]
= [:)—]{1’2_1172_1+P1P2022+ cooe FP1Pa @R+ prpra?y +p2a?, .+
+ popnaZ,+ ... +p2 a2, —p?ia2; —p2 a2, — ..., —p% a, —
— 2p1p2a1 Gy — 2P P3A1 Ay — ... — 2P| Puy Gy — 2Py p3 Az A3 —
—2paPadrQq— . —2P2Py 28y — ... — 2Pt Pu s an)

Die unterstrichenen Glieder treten paarweise mit entgegengesetzten Vorzeichen auf,

Die restlichen Glieder fassen wir zusammen:

’ ’ l
[pa'a']l = m{m}’z (a1 — a))2 +pip3(ar —a3)2 +pypsla; —ag)2+ ... +
+P1pn (al - an)z
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+pap3(@r—a3)? +prps(ay — a2+ ... + pyp,(a; — ay)?
+P3P4 ((13 - a4)2 + ... +P3Pu ((13 - a")Z
+ Pn—1Pn (an~1 - an)2

=L Zpipj(a; — aj)2firallei & j

(»]
Wir fiihren nun die folgenden Abkiirzungen ein:
pipj =p'jund (a; — a;) = Ry,
wobei [pa’ a'] sich auf

1

[pa’ a’]l = 0] 2p' RR

reduziert. In analoger Weise ergibt sich fiir [pd’ b']:

‘ 1 1
b'b') = ——=2Zp;p;(b; — b)2=-——=Xp'SS
indem wir ( b; — b;) = Sj; gesetzt haben, und fiir [pa’ b']:
1
a' bl =—-—-Zp'RS
(pa’ b'] ] 22

Wenn diese Ausdriicke in (7) eingefiihrt werden, erhalten wir:

zZ' = %zpil)j {(a; — a;)2 + (b; — b;)?}

_ 1
[p]?

Der Klammerausdruck in N” hat dieselbe ,,Struktur* wie N = [paa] [pbb] — [pab]2.
Somit kann analog zu (4) N’ folgendermaBen geschrieben werden:

1
N =
[p]?

wobei # und v alle moglichen Kombinationen der Indizes i und j sind.

.. (9
{[»" RR] [P’ SS] — [p" RS]?}

Ep’nplu (Ru S, — R, S,,)2 fiir alle u :‘: v,

Der nachfolgenden Ableitung legen wir ein konkretes n, ndmlich n = 4, zu-
grunde, in welchem Falle der Komplex

zpupu (Ru Su - Ru S")Z

sich aus den folgenden Gliedern zusammensetzt:

P'120'13(R12 813 — R13S12)2 + p'120'23 (R12 S23 — Rp3 S12)2 +

+2'130'23(R13 S23 — Rp3 S13)
+ 012014 R12S14 — R14 51202+ p'120"24 (R12 S24 — R4 S12)2 +

+ 214024 (R14 S24 — Ry S14)?
+ 2130 14(R13 S14 — R14 813)2 + P'130"34 (R13 S34 — R34 S13)2 +

+2'140"34(R14 S34 — R34514)2
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+ 1'230"24 (R23 S24 — R4 523)2 + p'230"34 (R23 S34 — R34 523)2 +
+ 2'241"34 (R24 S34 — R34 S,4)2
+ 012034 (R12 S34 — R34 512)2 + P'130"24 (R13 S24 — Rp4 S13)2 +
+ 214923 (R14 S23 — Rp3 S14)2
... (10)
Wenn wir hier fiir R uns S Werte einsetzen, zeigt sich z. B., daf}:

(R12S13 — R13 S12) = (R12 823 — Rp3 S12) = (R13 S23 — Ry3813)

oder ganz allgemein, daBl alle Klammerausdriicke, welche dieselben drei Indizes
enthalten, einander gleich sind, d. h.

(Ryj Sir — Ry, Sy) = (Ry; Sjp — Ry, Sij) = (Ryys Sjr — Rjx Si) = (i, ], k)

(Die Bezeichnung (i, j, k) soll zum Ausdruck bringen, dafl die zugehorigen R und
S mit den Indizes i, j und k versehen sind.)

Die Summe von (10) ergibt sich durch zeilenweise Summation:
. Zeile: (py + p2 + p3) P1p2p3 (1, 2, 3)2
. Zeile: (p1 + p2 + pa) pipapa(l, 2,4)2
Zeile: (py + p3 +pa)p1p3pa(l, 3,4)?
Zeile: (p2 + p3 +pa) P203P4(2,3,4)2

5. Zeile: pypa p3pa{(1,2,3)2 4 (1,2,4)2 4 (1,3,4)2 + (2, 3, 4)2}
mit der Totalsumme:
(p1+p2+P3+p){P1P223(1,2,3)2+ p1 p2pa (1,2, 42 + p1p3psa(l,3,4)2 +
+ p2p3pa(2,3,4)2)
Fiir N’ ergibt sich somit:

N

1
N =g {1203 (L2372 + 2122 pa (1,242 + p1p3pa(l, 3,424
+‘P2p3p4 (2» 3 4)2} v e (11)

Das Bildungsgesetz von (11) ist ganz einfach: In den Klammern, welche jeweils
drei Indizes enthalten, kommen alle moglichen Dreierkombinationen der vier
Indizes vor, und jeder Klammer sind drei Gewichte mit denselben Indizes zuge-
ordnet. Dieses Bildungsgesetz gilt auch fiir beliebige #, d. h.:

N’=ﬁ2pipjpk(i,j,k)2 fir alle i =7 F k F i oo (12)
Sowohl Z’ als auch N’ 148t sich nun geometrisch interpretieren. Fiir Z’ haben
wir nach (9):

2" = S e — @) + B - b))

Hier ist:

(@; — a2 + (b — b;)2 = p2 {(s; sin ¢; — s; 3in ;)2 + (85 cos ¢; — 5; cos ¢;)2},
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welcher Ausdruck gleich p2 s;;2 ist (siehe Figur 2, welche den mit den Indizes i/ und j
versehenen Teil der reziproken Figur darstellt), d. h.:

VARS iz—Zp;p]- Sij2
[r]

S5

Fig. 2

Das allgemeine Glied in (12) l4Bt sich ebenfalls interpretieren:

. sin ¢; cos ¢; sin ¢; cos ¢; sin ¢y cos @;  sin ¢@; cos @y
= 2 J _ j _
(,Js k) = ¢ { S/ S, S, S + S, S S 5, +
sin @; cos @, sin @) cos @; . .
TS s T ss } = p2 {51 5 sin (¢ — 9 + 558 sin (¢ — ) +

+ i 8 sin (pr — @)} = 202 Ay

wobei A;;, die Flache des Dreiecks ijk ist (siche Fig. 3, die den mit den Indizes
i, j und k versehenen Teil der reziproken Figur darstellt) d. h.:

re g P s A2, b 1 _Enps? 13
N =4 [p]ZP:PJPA- ik und Q'any 462 Spip; pi A% ..o (13)

Hier ist also X p; p; s;;2 gleich der Summe der Quadrate aller Seiten der reziproken
Figur, welche P nicht als Endpunkt haben, multipliziert mit den den Endpunkten
zugeordneten zwei Gewichten. % p;p;py Aij® dagegen ist gleich der Summe der
Quadrate der Flichen aller Dreieckskombinationen der reziproken Figur, welche P
nicht als Dreieckspunkt enthalten, multipliziert mit den jeder Dreieckskombination
zugeordneten drei Gewichten.
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3. Punktbestimmung durch Trilateration

Ausgehend von der Beobachtungsgleichung einer Streckenmessung:
S2p = (¥p — 1)? + (xp — X)?

wobei P der Neupunkt und i einer der n Festpunkte ist, gewinnen wir durch Lineari-
sierung derselben die allgemeine Fehlergleichung:

v =cosQyp X + singpy +fi=a'x+b"y 41"
Fiir den Gewichtskoeffizienten des m. Punkifehlers

Q“ _ [pall all] + [pbll bl/] _ le
MM [pa// (I”] [Pb// b//] — [pa// b//]z N7
ergibt sich somit:

zZ" = [p],
wihrend N’ nach (4) gleich
N =2p;pj@’;b"; —a"; b"))2 = Z p; pj sin? oy
ist, wobei o;; der Schnittwinkel im Neupunkt zwischen den Seiten / und j ist, d. h.:

2 pi

"
O'mm=~< 5
X pi pj sin2 o

fiir alle i 5 j ... (14)
Um diese Formel in Beziehung zu der reziproken Figur zu bringen, schreiben wir
(14) in folgender Weise:
1 2p, 5;2
"= e oo @
Q MM 4 Epiijzij ( 5)

wobei in dieser Formel simtliche Werte fiir s gleich grof8 und zwar gleich eins zu setzen
sind. In der Formel fiir Q"’3s3r kommen also alle moglichen Seiten und Dreiecke
der ,,reziproken‘ Figur vor, welche P als End- oder Dreieckspunkt enthalten.

4. Zusammenfassung
Mit den Formeln: )

: _ 1 Z p; i ,oo_ 1 2 p; p; 52 v _ 1 XApys?
Omm = 4—95 W’ Q'yy = mﬁm und Q" yyr = P W
ist es uns gelungen, den Gewichtskoeffizienten des m. Punktfehlers bei den drei
behandelten Bestimmungsarten: Punktbestimmung durch duflere und innere Rich-
tungen sowie durch Trilateration mit Hilfe von Seiten- und Flidchenelementen der
reziproken Figur geometrisch zu interpretieren (bei Q'3 handelt es sich aller-
dings um eine fiktive reziproke Figur mit allen Seitenlidngen gleich eins).

Der Unterschied von Qpnpr und Q'any liegt im folgenden:

‘Bei der Punktbestimmung durch duflere Richtungen kommen alle mdéglichen
Seiten und Dreiecke der reziproken Figur, die den Punkt P als End- oder Dreiecks-
punkt enthdlt, vor, wihrend dagegen bei der Punktbestimmung durch innere Richtungen
alle moglichen Seiten und Dreiecke. vorkommen, die den Punkt P nicht als End- oder
Dreieckspunikt enthalten.
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Fiir den Fall, daf3 es sich um gleichgewichtige Beobachtungen handelt, verein-
fachen sich die abgeleiteten Formeln zu:

1 1 Zs, , 1 1 3z,
Omum = ? —4*? EA2+p s O'mm = ? 4—92- mund
, 1 n
Q" ym = ... (16)

p" 2 sin2 vij ’

wobei + p bedeutet, da3 die betreffenden Seiten- und Fldchenelemente den Punkt P
enthalten, wihrend — p sinngeméf3 bedeutet, dafl sie P nicht enthalten.

Fiir n =3 und gleichgewichtige Beobachtungen gehen die Formeln fiir Qunys
und Q'ps in die bekannten Eggert’schen Formeln der Gewichtskoeffizienten des
m. Punktfehlers beim Vorwirts- und Riickwirtseinschneiden iiber. Es ist auch klar,
daf} dieses so sein muf}, weil diese beiden Punktbestimmungsarten nur Spezialfille
der vorher behandelten generellen Ausgleichungsaufgaben reprisentieren, die dann
eintreten, wenn die Anzahl der Ubei'bestimmungen gleich null ist.

Bemerkenswert ist der Zusammenhang zwischen dem aus der Ausgleichung
resultierenden Gewichtskoeffizienten des m. Punktfehlers und den entsprechenden
Gewichtskoeffizienten, die sich ergeben, wenn die Punktbestimmung ohne Uber-
bestimmungen erfolgt.

Wenn sich ndmlich der Neupunkt auf Grund der vorliegenden Beobachtungen
auf ¢ verschiedene Weisen ohne Uberbestimmungen bestimmen 148t (z. B. ist ¢
gleich 3 bei 3 dufleren Richtungen und gleich 4 bei 4 inneren Richtungen), wobei
die dazugehorigen Gewichtskoeffizienten des m. Punktfehlers gleich

Zy 2y 2y 29
N, N, ‘N; Ng

sind, so ist der entsprechende Gewichtskoeffizient, der sich durch eine Ausgleichung
des gesamten Beobachtungsmaterials nach der M. d. kl. Q. ergibt, gegeben durch
(#i ist die Anzahl der Uberbestimmungen):

O = 1 2Z
MW Y1EN
eine Relation, die fiir simtliche drei behandelten Bestimmungsarten gilt.
*
AbschlieBend seien die Formeln der Qs und Q'ppy mit einem  Beispiel

beleuchtet (es werden in beiden Fillen gleichgewichtige Beobachtungen voraus-
gesetzt, deren Gewicht als Gewichtseinheit gewdhlt wird):
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Punictbestimmung durch dufere Punktbestimmung durch innere
Richtungen Richtungen
Originalfigur: P, I, 11, IIT Originalfigur: P, 1, IL, 111, IV
Reziproke Figur: P, 1, 2, 3 Reziproke Figur: P, 1, 2, 3, 4
K X

IT

L /

|

1 s’

|

I‘_/

P=-=-3 — I
Ty
Fig. 4
1 Zszp O'sp = 1 X2 p
Oamnt = Fo? S A2y MM U402 Az,

1 $21p + $2p + 523p 18215 5213 + 5214 + 523 + 524 + 5234

402 A21pp+ A213p+ A%3p° 402 A2153 + A2154 + A2134 + A2

Verwendung von Spiegelinstrumenten in der Hydrometrie

Franz Embacher, Bundesstrombauamt, Wien

Die Hydrometrie befafit sich mit der Feststellung verschiedener Gewdisser-
eigenschaften wie Wassertiefe, Flielgeschwindigkeit, Schwebstoffflul, Geschiebe-
trieb usw. Solche Erhebungen sind in genau vorgeschriebenen, meist profilformig
aneinandergereihten Punkten auszufiihren. Mit der Grofle des Gewéssers wachsen
daher die vermessungstechnischen Probleme.

* Vom Wasserfahrzeug aus 14t sich das MeBprofil leicht auffinden, wenn es am
Ufer mit weithin sichtbaren Stangen abgesteckt wird. Dagegen kann das Festlegen
der einzelnen Mefpunkte (MeBlotrechten), also die Bestimmung ihres Uferabstandes,
mit Schwierigkeiten verbunden sein. Wenn es die Verhéltnisse gestatten, findet dazu
ein mit Entfernungsmarken versehenes Stahlseil (Peilleine) Verwendung. Bei Meeres-
kiisten, Seeufern, breiten Stromen odei lebhaftem Schiffsverkehr kann nur ein
indirektes MeBverfahren zur Anwendung kommen. Optische Distanzmessung oder
Vorwirtseinschneiden vom Land aus ist umstidndlich, wenig genau und an eine
Verstidndigungseinrichtung zwischen Ufer und Schiff gebunden. Entfernungsmessun-
gen vom Wasserfahrzeug aus mittels Basisdistanzmesser sind ebenfalls zu ungenau.

Schnell und prézise 146t sich der Abstand durch Riickwirtseinschneiden be-
stimmen, wenn am Ufer eine Basis abgesteckt und am Schiff ein Spiegelinstrument



