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Eine Methode zur Verringerung des Refraktionseinflusses
im Nivellement

Von Gerhard Stolitzka, Wien

Einleitung

Die iiber Empfehlung der Internationalen Assoziation fiir Geodédsie in den
letzten Jahren durchgefiihrten Arbeiten iiber die ,,Nivellitische Refraktion* zeigen
grundsétzlich zwei Moglichkeiten zur Erfassung dieses systematischen Fehlers:

a) verhéltnisméBig exakt, aber mit grofem Aufwand aus gleichzeitig mit dem
Nivellement gemessenen vertikalen Temperaturdifferenzen und

b) schdtzungsweise bei der Auswertung mit Hilfe aus umfangreichem statistischen
Material errechneten ,,lokalen Refraktionskoeffizienten®.

Fiir das zweite Verfahren sind Tabellen veroffentlicht?), die die bodennahe
Lichtstrahlkrimmung in der jedem Geodédten von trigonomettischen Hohen-
messungen her vertrauten Form in Einheiten der Erdkriimmung angeben.

Beschridnkt man eine Untersuchung z. B. auf mittlere nordliche Breiten, so
kommen zur Ausfithrung von Prézisionsnivellements vorwiegend die Monate April
bis September, tdglich von 8 bis 18 Uhr, in Frage.

Aus dieser zeitlichen Einschidnkung, zusétzlich zu den sonst iiblichen Postula-
ten, ergeben sich einige wesentliche Vereinfachungen fiir die Erfassung des Re-
fraktionseinflusses. Vor allem die Moglichkeit, in einer als Exponentialfunktion an-
genommenen Temperatur-Hohenfunktion den Exponenten mit hinreichender Ge-
nauigkeit konstant zu setzen.

Damit kann bei Nivellements in gleichméBig geneigtem Geldnde, fiir beliebige
mef3bare Hohendifferenzen eine Standpunktlage gefunden werden, in der sich der
Refraktionseinflull aufhebt.

Dieser grundlegende Gedanke einer exzentrischen Mefanordnung wird, um
alle proportional zur Zielweite wirkenden Fehler mitauszuschalten, auf einen
,Doppelstandpunkt* erweitert.
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Mit der im folgenden behandelten Methode der ,,exzentrischen Meflanordnung
bezogen auf einen Doppelstandpunkt kann man den EinfluBl der Nivellitischen
Refraktion verringern, ohne dafiir die wesentlichen Vorteile des Nivellements aus
der Mitte aufzugeben.

1. Die Ursachen der Nivellitischen Refiraktion

Wie schon in der Eialeitung angedeutet, sei nur det Zeitraum von April bis
September, tdglich von 8 bis 18 Uhr, betrachtet. In der beim Nivellement beaiitzten
bodennahen Luftschicht bis 3 m Hohe baut sich widhrend der Sommermonate,
ca. 1—2 Stunden nach Sonnenaufgang bis 1—2 Stunden vor Sonnenuntergang,
eine gleichartige, vertikale, nach oben hin abnehmende Temperaturschichtung auf.
Hervorgerufen wird diese Erscheinung durch die Warmeabgabe des von der Sonnen-
strahlung aufgeheizten Erdbodens. Die Wirmeabgabe erfolgt hauptsdchlich durch
einen Massenaustausch, wobei die Luft der bodennédchsten ,,Unterschicht*, durch
Warmeleitung erhitzt, sich ausdehnt und turbulent iiber die ,,Zwischenschicht in
die ,,bodennahe Oberschicht*“ stromt. Wihrend ihres Weges mischt sich die auf-
steigende mit der umgebenden Luft und kiihlt ab. Bei einer derartigen Temperatur-

dnderung mit der Hohe spricht man von einem negativen Temperaturgradienten N
)

Der geschilderte Vorgang tritt mit verschiedener Intensitdt auf, die von der
Sonnenhohe, der Bewolkung oder sonstigen Beschattung und dem Warmeaufnahme-
vermdogen des Bodens abhédngt. Letzteres wird nach der ,,Reflexzahl*‘ (auch ,,Albedo*
genannt) beurteilt, welche je nach Farbe und Bedeckung des Bodens variiert. Die
bisher besprochenen Erscheinungen stellen den sogenannten Einstrahlungstypus dar.

Mit der vertikalen Temperaturabnahme der Luft ist eine Dichteschichtung ver-
bunden. Sie bewirkt die in der geodétischen Praxis bekannten vertikalen Refrak-
tionserscheinungen. Eine bodenparallele Luftschichtung angenommen, wird sich
beim Nivellement aus der Mitte im horizontalen Geldnde kein bzw. bei verschiedener
Bodenbedeckung oder Beschattung im Vor- und Riickblick nur ein unregelméfBiger
Refraktionseinflul bemerkbar machen.

Betrachtet man jedoch bei angenommen gleichmédfig geneigtem Geldnde den
bergseitigen Visurstrahl, so wird dieser beim Eintritt in die nach unten progressiv
enger und wirmer werdenden, daher optisch diinneren Schichten vom Lot, d. h.
aufwiérts gebrochen, und zwar iiber die gleiche Distanz hinweg stirker als der tal-
seitige Visurstrahl. Dieser fiihrt durch breiter und kélter werdende, also optisch
dichtere Schichten, wird zum Lot und demnach auch aufwérts gebrochen. Infolge
dieser unsymmetrischen Strahlenbrechung entsteht ein systematischer Differenz-
betrag R,—R,, der die Groflenordnung von einigen Zehntel-Millimeter erreichen
kann und alle gemessenen Hohenunterschiede verkleinert.

2. Die mathematische Behandlung der Nivellitischen Refraktion

Unter der Voraussetzung gleichmédfliger Geldndeneigung und bodenparalleler
Lufttemperaturschichtung, sei kurz die Ableitung der Bestimmungsformel fiir die
Nivellitische Refraktion wiedergegeben.
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Die verwendete Bezeichnungsweise ist fiir ein Nivellement aus der Mitte aus
Abbildung 1 ersichtlich.

Ly
L-
R
by
AP s L — _
Abb. 1
Nach Snellius ist
n-cosa = const (D)

wenn « den Neigungswinkel des Geldndes und damit auch den der isothermischen
Fldchen zu einer horizontalen Ebene und » den Brechungskoeffizienten der Luft
darstellt. Bedingt durch die Ablenkung der im Instrumentenstandpunkt horizontalen
Zielstrahlen unter den betrachteten Verhéltnissen, und zwar aufwérts vom und ab-
wirts zum Lot, werden die Visuren in einer Entfernung s’ einen Neigungswinkel {3
annehmen. Die Anderung von o beziiglich eines verdnderlichen Brechungskoeffizien-
ten erhdlt man aus der Differentialgleichung

do — °°;°‘ dn @)
und daraus mit
p=—[du
B:_fcc;;w. dn ... (3)

Da « = const und » ndherungsweise gleich 1 gesetzt werden kann, ergibt sich
B=—cota(n—m)=—cota-An N3]
Wie Kukkamiki auch experimentell nachwies, ist die Anderung des Brechungs-
koeffizienten dn wesenilich eine Funktion der relativen Temperaturdnderung und in
geringem Ausmaf} der absoluten Temperatur und des Luftdruckes.
Allgemein also
dn =f(t, B)-dt
und ndherungsweise
An =f@t, B)At 6

Hier sei angefiihrt, daf3 ein Temperaturunterschied von 150 C bzw. ein Luftdruck-
unterschied von 75 mm Hg den Refraktionseinflul nur um 109, verdndern.
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Als Interpolationsformel fiir die Temperatur nach der Hohe wurde

t=a-+b-he ... (6)
gewéhlt, wobei: foooo... die Temperatur,
hoo..... die Hohe iiber dem Boden und
a,b,c ... Konstanten darstellen.

Eine differentielle Anderung d¢ ergibt sich daraus beim Ubergang auf endliche
Groflen zwischen #;, der Temperatur am Standpunkt in Instrumentenhdhe /;, und ¢,
der Temperatur in beliebiger Zielweite s und Héhe /4 iiber dem Boden, mit

t = b.(he — he) NG

Den Refraktionseinflul R iiber eine Entfernung s erhélt man aus dem Integral

R=[Bds )
Die Gleichungen (7) in (5), (5) in (4) und letztere weiter in (3) eingesetzt, wird
R =— cota-f(t, B)-b[ (he— h)-ds 0
Fiir die Ableitung ausreichend genau kann man
h=h Fstana ... (10)
substituieren und erhélt durch Differentiation
dh = Ftana-ds und daraus ds = Fcote-dh
somit
I o,
R, .=t cot2u-f(t,B):-b- [ (he — hy)-dh o1
hi

Die Auswertung des Integrals mit den neuen Grenzen fiihrt auf

hy
R 2 8o P o]
v,y = £ cotZo- f(t, B)- [c—l—l — I -1]
hi
und zur engiiltigen Form nach Kukkamaéki:
R, ;= 1+ cot2a-f(1, B)-b Hor' el b et (12)
u,r—ico o 3 m i v, r C—+—1 i

3. Betrachtungen zur Ermittlung des Refraktionseinflusses
nach der Formel von- Kukkamdki

Zur Erfassung des Refraktionseinflusses einer Visur braucht man:

a) Die durchschniitliche Geldndeneigung «, die sich ausreichend genau aus
einem ndherungsweise ermittelten Hohenunterschied zu einer tachymetrisch ge-
messenen Distanz errechnen 1463t;

b) die Temperatur # und den Luftdruck B, welche in ihrem EinfluB} /' (¢, B) einen
Wert < 10-9 ergeben und wie schon friiher erwéhnt, den Absolutbetrag von R nur
unbedeutend bei einer betriachtlichen eigenen Anderung beeinflussen;
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c) die Instrumentenhdhe /; und die Lattenlesung vor /%, und riick /,, sowie

d) die Konstanten » und c¢ der verwendeten Temperatur-Hohenfunktion
t = b (hyc — h1¢), welche aus drei in verschiedenen Hohen laufend mitgemessenen
Temperaturen des betrachteten Bereiches berechnet werden konnen.

Einleitend wurde dargelegt, daB3 in den untersten Luftschichten die Wérme-
iibertragung im wesentlichen durch einen turbulenten Massenaustausch vor sich
geht. Die Turbulenz wird nun gerade unter den Umstdnden, bei denen durch be-
deutende Temperaturunterschiede nach der Hohe der Refraktionseinflufl am stérk-
sten auftritt, so grof3, dal man nurmehr statistisch von einer kontinuierlichen Luft-
schichtung sprechen kann. Aus diesem Grund miflt man im Sinne einer Verein-
fachung ohne nachweisbaren Genauigkeitsverlust, parallel zum Nivellement pro
Standpunkt nur eine Temperaturdifferenz. Der Exponent ¢ der Temperatur-H6hen-
funktion ist ndmlich erfahrungsgemil} iiber einen lingeren Zeitraum bei gleich-
bleibenden Witterungsverhiltnissen konstant und beeinfluBt bei einer Anderung,
wie in einer folgenden Arbeit noch nachgewiesen wird, im Gegensatz zum Para-
meter b nur gering den Refraktionseinflul. So kann ¢ z. B. bei laufenden Messungen
von At aus Stundenmittelwerten errechnet oder auch aus den Tabellen von Best mit
den Interpolationsformeln von Kukkaméki fiir beliebige Breiten ermittelt werden.

Bei der vorliegenden Arbeit soll nun ¢ konstant gehalten werden. Einen giinstigen
Mittelwert vermittelt der Auszug fiir die c-Werte von Best im betrachteten Beob-
achtungszeitraum. Die Giiltigkeit dieser Tabelle 1 bei einer Ubertragung der c-Werte
von @ = 520 in andere européische Breiten um -4 50 bleibt erhalten, da sich keine
Anderung der GréBenordnung fiir einen Monatstagesdurchschnitt ergibt. Der
Mittelwert ¢ = — 0,2 fiir den betrachteten Zeitraum schwankt zwischen 0 und 0,4.
Bei der beabsichtigten MeBanordnung éndert dies aber kaum etwas am Refraktions-
einfluf}, wie ebenfalls in der folgenden Ahhandlung nachgewiesen wird.

Tabelle 1
c-Werte nach den Beobachtungen von Best
Zeit April Mai Juni Juli August September
8Uhr | —0,27 — 0,19 — 0,35 — 0,43 — 0,24 — 0,38
9Uhr | — 0,18 — 0,21 — 0,31 — 0,42 — 0,20 — 0,27
10Uhr| —0,3 — 0,18 — 0,25 — 037 —0,22 - 0,22
11 Uhr — 0,10 — 0,16 — 0,25 - 0,35 — 0,18 — 0,22
12 Uhr — 0,10 — 0,13 — 0,21 — 0,30 — 0,19 — 0,20
13 Uhr — 0,09 — 0,12 — 0,20 — 0,28 — 0,14 — 0,17
14 Uhr — 0,11 — 0,11 — 0,20 — 0,24 — 0,16 — 0,11
15 Uhr — 0,03 — 0,13 — 0,15 — 0,19 — 0,10 — 0,16
16 Uhr + 0,05 — 0,02 — 0,13 — 0,19 + 0,02 — 0,10
17Uhr | — 0,03 — 0,04 — 0,12 —~ 0,26 — 0,08 (— 0,36)
Summe | — 0,98 — 1,29 — 2,17 —303 | —149 — 2,19
Mittel | — 0,10 — 0,13 —0,22 —030 | —015 — 0,22
1,12

Gesamtmittel: — —6— = —0,19 . —0,2
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Die Vereinfachung der Berechnungsformel fiir R 148t sich noch durch die
Verwendung gleicher Instrumentenhohen fortsetzen. Mit einem auf entsprechende
Linge gebundenen Senkel wird die Konstanz von #; leicht erreicht.

4. Die Ausschaltung der Refraktion durch ,,exzentrische Beobachtung*

a) Auf einem Standpunkt

Wie in Abbildung 1 iibertrieben dargestellt, ist die Brechung eines bodennahen
Zielstrahles stirker als die eines bodenferneren. Die dadurch bei konstanter Ge-
lindeneigung und Nivellieren aus der Mitte auftretende Hohendifferenz AR kann
berechnet oder, bei Ausschaltung aller sonstigen Fehlermdglichkeiten, durch eine
bergseitige Verschiebung d des Instrumentenstandpunktes eliminiert werden.

Der Ansatz fiir eine Verschiebungsstrecke d wiirde dabei lauten:

AR=R,—R, =0 ... (13)

und eingesetzt:

et 1 c+1
(_”" — Iy —— h;”+_l) ~ (h’ — by b+

c+ 1 c+1 c+1
¢ . .c+1) —
+ T h; 0

Der Faktor cot2e.f(t, B).b féllt weg, wenn man die klimatischen Verhilt-
nisse wiahrend der Beobachtungszeit konstant setzt.
Zusammengefaflt ergibt sich

L
c+1
und nach der Substitution

byt — ety — fye (hy — ) =0

hy, =hi — (s — d)-tana und
hy="h 4+ (s + d) tan« wird daraus

1

AR =
c+1

A — (s —d)tanale+1 — [I; + (s + d).tana] e +1} —
—he . Ah=0 ... (19)

Nach einigen weiteren Umformungen 148t sich d durch Reihenentwicklung von
Gleichung (14) ermitteln und nimmt fiir A/i,,q, =3 m, beic = —02und ; = 1,5m

. 1
einen Wert bis s s an.

Diese einfach scheinende Moglichkeit der Elimination von R bei exzentrischer
Beobachtung, scheitert an der Erfassungsmoglichkeit aller proportional zur Distanz
wirkenden Fehler. Betrachtet man nur einen Zielachsenfehler als wahrscheinlich
groften EinfluB, so konnte dieser, bei einer angenommen zeitproportionalen Ande-
rung, periodisch festgestellt und nachtrédglich mit den gemessenen Distanzen be-
riicksichtigt werden. Die Erfahrung zeigt aber hauptsichlich sprunghafte Anderungen
des Zielachsenfehlers bei Erschiitterungen wéhrend des Instrumentenaufstellens und
dem Transport. AuBlerdem beinhaltet dieser den bisher noch wenig beachteten und
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nachtrédglich nicht feststellbaren, distanzproportionalen Fehler, der durch Wérme-
spannungen im Instrument hervorgerufen wird.

Letztere Uberlegungen lassen erkennen, daf nur ein Verfahren, das auch alle
distanzproportionalen Fehler neben dem Refraktionseinflul beseitigt, Sinn hat.

b) Die exzentrische Beobachtung angewandt auf einen Doppelstandpunkt

Um einen proportional der Distanz wirkenden Fehler wegen einer zu langen
Vor- und zu kurzen Riickvisur in einem Nivellementstandpunkt zu eliminieren,
mufl in einem folgenden Standpunkt dieselbe Ladngendifferenz durch eine kiirzere
Vor- und eine entsprechend ldngere Riickvisur gebildet werden.

Sind s; und s, die Visurldngen zweier einander folgender Standpunkte beim
Nivellement aus der Mitte, d; auftretende Lidngendifferenzbetrdge und § die Summe
aller proportional der Distanz wirkenden Fehler pro Léngeneinheit, so ergibt sich
die Bedingung:

(s1+d)d—(s1—d) 8+ (52— d):d—(s2+ dp)-d=0
somit d; = d,

Diese Bedingung 148t sich mit der im vorangehenden Abschnitt aufgestellten
Gleichung fiir die Ausschaltung der Refraktion verbinden, wenn der Ansatz, wie
es fiir die Elimination der proportional der Distanz wirkenden Fehler notwendig

ist, auf die Betrachtung von zwei Standpunkten, kiinftig Doppelstandpunkt genannt,
erweitert wird.

Part '}QRE:—-——{_. _qp_“g—’v |} Rev
hay
h; < const, L
Jl;x ) E
’ : i
- ’
S2 “ Sz ?

Abb. 2

Die Uberlegung dazu ist folgende:

Im ersten Standpunkt wird zur Elimination des Refraktionsfehlers das Instru-
ment aus der Mitte um einen Betrag 4 aufwirts versetzt. Diese exzentrische Aufstel-
lung 148t z. B. einen vorhandenen Neigungsfehler wirksam werden, der nur durch
eine gleich grofle, abwirts angenommene Exzenterstrecke im ndchsten Standpunkt
ausgeglichen werden kann. Vorausgesetzt ist dabei eine Konstanz des Neigungs-
fehlers fiir die Beobachtungsdauer auf den zwei Standpunkten. Durch die talseitige
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Ausriickung beim zweiten Standpunkt wird der Neigungsfehler kompensiert, aber
ein neuer, durch die ,,verkehrte* Ausriickung vergroferter Refraktionsfehler ent-
steht.

Vor der Beseitigung des letzteren Fehlers stellt sich die Frage nach der Linge
der Visur im 2. Standpunkt. Bei gleichgeneigtem Gelidnde soll eine talseitige Aus-
riickung d moglich sein, ohne bergwirts die Visur im Boden miinden zu lassen.
Wenn im ersten Standpunkt mit der Visurldnge s, aus der Mitte gerechnet, die zu
messende Hohendifferenz voll ausgeniitzt wird, ist die gestellte Bedingung mit der
Annahme

S1:S2+d .(15)
sicher erfiillt.

Gleichung (15) zeigt

1. die Abhédngigkeit von s; und s, und

2. daB} s, < sy sein muBl.

Der gewiéhlte Zusammenhang ergibt sich schon aus der Anschauung als optimale
Losung.
Die Zunahme des Refraktionsfehlers mit dem Quadrat der Distanz, wie aus dem

cot2¢ = ( N ) von Gleichung (12) ersichtlich, im Vergleich zum linearen Anstieg

eines Neigungsfehlers birgt die Losung fiir die gleichzeitige Ausschaltung beider
Fehler. Eine bergseitige Ausriickung 4, die den Refraktionsfehler im 1. Standpunkt
um ein bestimmtes Maf} iiberkompensiert, kann, bedingt durch die geringere Grofie
des Refraktionseinflusses wegen der kiirzeren Zielweite im 2. Standpunkt, durch
eine gleichlange talseitige Ausriickung 4 ausgeglichen werden.

Der Ansatz lautet dann
ARy +AR, =0 ... (16)

In diese Bedingung wird Gleichung (14) eingesetzt und es folgt daraus

Tl'_-]— {[hi — (s;y —d)-tane]e +1 — [I; + (51 + d)-tana]e + 1} — e (hy, — hy,) +

1
+ T {[hi — (s + d) tana] e+ 1 — [y + (s, — d) tan ew]e + 1} — hie (hp, —
—hy) =0
Substituiert man fiir
h,—h, =2s-tana
und faBt die entsprechenden Glieder beider Zeilen zusammen, so wird
p + T ——— i — (51 — ) tanee ! — [l + (s + d)-tanale+1 -+ [l — (s2 + d)-
vtanalet — [I; + (s — d)-tanalet? + he-tane- (251 + 255) =0
Ahl

Weitere Vereinfachungen ergeben sich durch die Einfithrung von tane = ST
A 1

c+1

und Multiplikation der Gleichung mit ———— XSS :
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{1 O d)-Aln]c+1_ [1 L (1t a)Ahy ]C+1+ [1 (ot d)-A/11]°+’ _

1 -h; 2S1 . h,' 2S1 . h,-
- (sy — d) . Ahyet? ¢+ 1 Alll
[ I+ ek ] + I (251 + 257) =0

Von den zwei hier noch aufscheinenden Unbekannten 4 und s, soll mit Glei-
chung (15) die Ausriickung d eliminiert werden. Es bleibt

l.l - S2'A/’1]c+1 - [1 + M/’_LJCH + [1 _ su by ]““ _

25yl 25810 251+l
2sy — s Ahy e+t c+41 A111
[l + 251 Iy i 251+ 259) =0
und bei Einfiihrung einer neuen Unbekannten, dem Verhéltnis der Zielweiten 2—2 =x
1
sowie h; = const = 3/2mn:
c+1
[1+A/11 ) ] |1+A/I] (2_ ] +|I_Alll]
i +1
[ Eter -] e n Bltar <o an

eine als endgiiltig zu betrachtende Form, die zur Auflésung nach x als Binomialreihe
entwickelt werden kann.

5. Konvergenzbereich- und Genauigkeitsabschéitzung fiir die Binomialreihenentwicklung

Den Konvergenzbereich der Reihenentwicklung einer Summenfunktion gibt das
Glied mit dem kleinsten Konvergenzradius an. Fiir Gleichung (17) wird das, weil
0 < x < 1 ist, das Glied mit der grofiten Unbekannten, ndmlich

Ah e+l
[1 + 5L 2 — X)J sein.
Eine Binomialreihe (I & X)™ ist immer konvergent wenn | X'| < I, hier also

A/Il

’(2 o X) 2/7;
. 2hy .
Somit muBl A/ < 7% und fiir h; = 3/2 demnach Ah; <

< 1.

3 .
im Bereich

2 —Xx

0<x< 1 sein.

Aus praktischen Griinden wird man den Bereich fiir x wohl nie < 4 werden lassen.
Wie aus dem Zusammenhang

s;1 =82 +d  hervorgeht, wiirde ndmlich mit

1 S1
~ST<7_>SZ< 2 _>d>—2~
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werden und damit die 2. Aufstellung in den 1. Standpunkt iiberlappen. Wenn dem
auch theoretisch nichts im Wege stiinde, wére

a) der Arbeitsfortschritt nicht mehr rentabel und

b) die verwendeten 3-m-Latten zu kurz.

Bei der mit x implizit verbundenen Ausriickung ist zu beriicksichtigen, daf3 sie
nicht nur im 2. Stand bei der Vorvisur keine negativen Lattenlesungen ergeben,
sondern hier wie im 1. Standpunkt eine gewisse Grofie der Vorlesungen nicht unter-
schreiten und bei der Riicklesung im 1. Standpunkt keine Lesung > 3 m (allgemein
der jeweiligen Lattenlédnge) ergeben darf.

Ohne Beriicksichtigung der kiirzest moglichen Zielweite wegen der Fernrohr-
fokussierung sei die untere Grenze fiir x = 4 angenommen.

Damit bekommt man bei /ii; = 1,5 m eine maximal mefBbare Hohendifferenz
im 1. Standpunkt, wenn man nur das zur Konvergenzabschitzung verwendete
Glied betrachtet, von

1
Ahy < und Ak < 2m fiir x =33

3
2 —x
bei Verwendung aller Glieder von Gleichung (17) wird
Alll = 1,80 m.

Wie aus Abb. 3 zu entnehmen ist, wird nach diesem Ergebnis die Vorvisur
immer > 0,60 m und die Riickvisur < 2,85 m. Dies entspricht den Vorschriften
beim Prézisionsnivellement beziiglich des Minimalabstandes der bodennahen Visur
iiber dem Geldnde und gibt den notwendigen Spielraum fiir die Ausschaltung des
Einflusses von kleineren Geldndeunebenheiten.

Abb. 3

Nachdem im Bereich 0 < Ak; < 1,80 m sicher die Reihenentwicklung fiir alle
Glieder der Gleichung (17) konvergent ist, werden die Restglieder

Re=2+(@) - X" - (1+0 -x)™" ... (18)

bei n — oo gegen O konvergieren. Dabei stellt sich die Frage, wie grofl die Summe
der Restglieder der zu entwickelnden Summanden der Gleichung (17) bleiben darf,

2, . . . .
um fiir x = E eine Genauigkeit vom m, = + 10-3 zu garantieren, also bei einer
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maximalen Zielweite s; = 40 m eine Unsicherheit von 4+ 4 cm. Ein Maf fiir den
EinfluB einer Anderung Ax auf den Funktionswert § (xo) und umgekehrt erhilt
man durch partielle Differentiation der Gleichung (17) nach x an einer Stelle xg:

§F (x)=(C+1) {[1 ﬁé:_l. xo]c. (_ A;nl) +[1 n A111 Q- )]c. Ahy

3
[1 + A”l (2xp — 1)]°. 2‘33'” + ZA;’I} . dx

zusammengefafit und fiir dx — A x wird

G’ (x0) = ELI;;AA . {_ [1 — A;” . Axo] + [1 + Ahl (2—x0)]c
[1+é’” (20_1)] 2+2}fo . (19

Den grofiten Wert wird diese Ableitung fiir die maximal zuldssige Hohendiffe-
renz und Zielweite haben, da der Refraktionseinflufl mit dem Quadrat der Zielweite
und ndherungsweise proportional der Hohe zunimmt.

Um &' (xp) anschaulich zu machen, muf3 der frither wegen der konstant an-
genommenen Geldndeneigung und Witterungsverhiltnisse weggekiirzte Faktor

cot2¢-f(t, B)-b

wieder eingefiihrt werden und ergibt, multipliziert mit §§’ (x) einen Restfehler des
auszuschaltenden Refraktionseinflusses.

Die Untersuchung wird nach dem Voranstehenden fiir xo = 14 — A /1 =1,8 m
und s; =40 m durchgefiihrt. Da die duflerste Grenze einer guten Pointierungs-
moglichkeit der Lattenlesungen im Prizisionsnivellement bei 60 m Zielweite an-
genommen werden kann und die Riickvisur im 1. Standpunkt fiir s; = 40 m bei
x = I, diesen Wert erreicht, sollte s; niemals > 40 m gewihlt werden.

Mit den bisherigen Annahmen kann ' (xp) und cot2a = gerechnet

25

) (Ah 1)
werden; f'(#, B) ist ausreichend genau mit 10-6 eingefiihrt. Ubrig bleibt der Faktor &
aus der Temperatur-Hohenfunktion

t=a-+ b.he

Die Abnahme der Temperatur mit desr Hohe wird von b vermittelt und ist wahrend
der Messung eines Doppelstandpunktes konstant angenommen. Als eine mittlere,
wahrscheinliche Temperaturschichtung, die auch in der Folgearbeit fiir die allgemeine
Fehlerbetrachtung beniitzt wird, hat ReiBmann fiir seine Fehlerabschédtzungen den
Messungen von Kukkaméki folgende Werte entnommen:

Hoéhe iiber dem Boden A0 C
0,33 m
................... — 0,350
1,00 m
................... — 0,280




148

Diese Verteilung fiihrt auf die Parameterwerte
c=—0,2 wie vorausgesetzt uhd
b=+ 3,5.
Damit wird unter Verwendung von Gleichung (19)
& (xo) = 0,092-Ax
und bei Ax = 10-3 — & (xo) =9,2-10°5;

Daraus resultiert ein mittlerer Refraktionsrestfehler, zur Veranschaulichung in
Langeneinheiten multipliziert mit

25, \2 802
2 . . - . . = . -6. = 7.10-3
cot2a - (1, B) - b (Ahl> FUB) b= Ty, 10635 =710

von
’ Rag = 92:7,108 m = 64-10-8 m = 0,00064 mm

Diese GrofBlenordnung liegt betrdchtlich unter der anderer zu erwartender
Fehlereinwirkungen (z. B. der Justierungsrestfehler und der Pointierungsfehler) und
kann daher vernachléssigt werden.

Die Genauigkeit der Reihenapproximation muf} also, auch noch bei xy = 15,
fiir die Summe der aus Gleichung (18) errechneten Restglieder

TR, <104

sein. Diese ergibt sich, wegen der schlechten Konvergenz des Gliedes
A/Il Jet1 . . . .
1+ ——3—(2 — x)] aus der Gleichung (17), erst bei n = 15, wenn ® = 0 in die

Restgliedsabschdtzung eingefiihrt wird. Die Restfehler der beiden anderen Glieder
sind bei einer Entwicklung bis zur 15. Ordnung < 10-8 und fallen daher nicht ins
Gewicht.

Es wird fiir
Ah =1,8m, also xy = 0,512 und ¢ = — 0,2:

, ' 1\ [A s
R 5= () Xn (1 + O X)m—n =<CT5 ) : [3—1(2—,\'0)] -

=(01§) . [0,6-1,488]15= 10-4

6. Die Potenzreilienentwicklung fiir die Losungsfunktion (Gleichung (17]) bis zur
15. Ordnung

Zur Aufldosung nach der Unbekannten x miissen drei Glieder der Gleichung (17),
die Exponentialfunktionen mit festem gebrochenen Exponenten sind, in eine Potenz-
reihe entwickelt werden. Absichtlich wird auch das einzige konstante Glied wegen
einer Kiirzungsmoglichkeit und zur Vereinheitlichung des formalen Aufbaues des
Resultatpolynoms mitentwickelt. Wie schon bei der Aufstellung von Gleichung (17)
dargelegt, 148t sich die Potenzreihenentwicklung nach einigen erfolgten Umformun-
gen als Binomialreihe darstellen.
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Allgemein hat sie die Form
2A/1

qct1 — petl +CC+1 — detl +( +1) (1+ )_0
wobei die Glieder a, b, ¢ und b alle die Form
(14 X)™m haben und in die Binomialreihe
Z (™) Xm + R, =0 entwickelt werden sollen.

n=d

Zur besseren Ubersicht seien die Ableitungsstufen der Glieder a bis d unter-

einandergeschrieben.
Al c+1
+ 11— KN A]
Je+1
20 S P e
et 5 a+0+ ] L M] —
+ l— =
3
A Jett
— |1+ S5 @x—n
. Ah clc+ 1) Ah2 0
+ 1 (c+1)—3—-,\ + 5 7 X2 —
, Al ! c(c+ 1) Ah? .
B —I—(t ) - e-n- S5 -0
Ah cle+ 1) A2
+1—(c+1 3 + 5 "3 T
2
—t—(c+ 1)-%(2x+1)— C(c; D, A3’2’ C@x— 12—
— [ ——
1 —1 AR3 : .
C(C +2)3(C ) 33’ X3 4o + O*.x14 — p*.xls
C(C+;)3(C‘ DN A3’3’3 (2=X)3 — ... — 0%.2 —x)14 — P*.(2—x)I5
' +
clet D=1 A3 " .
3 3 o +o P
cle+ D=1 AR P « s
- S @x—D3I— 0%.2x — )14 — p¥. (2x—1)
C*
A/
Fet+ 22 ay =0

Die Koeffizienten der einzelnen Ableiiungsstufen sind fiir jedes Glied gleich
und fortlaufend mit A*, B* ... bis P* bezeichnet. Summiert man alle vier Glieder
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wie sie untereinander stehen, so ergeben sich verschiedene Kiirzungsmdoglichkeiten
wie oben eingetragen:

die Summe der Absolutglieder 4- 1 fillt weg und

2Ah

—AF(x +2—x+14+2x—1)=—=-24*A+x)=—(c+1) 3 (1+x)

kiirzt sich gegen das letzte Glied der Gleichung,

Weiter konnen alle Koeffizienten C*, D* ... bis P* durch B* dividiert werden
und sollen fernerhin C, D ... P ohne Stern benannt sein.

Demnach lautet das Entwicklungspolynom:

{x2 —2—-x2 +1—-02x—12 } —
—C{x3 —2—x3 +1+@x—1)3 } +
+D{x4 —2—x)4 +1—-Q2x— D4 } —
CE{S 4@ £ 14 @r— 15 )+
FO{xH—Q2—x41—-02x -1} —
—P{xIS 42— 0154 14 @x — )15} =0

Nach Berechnung und Ordnung der geschwungenen Klammerausdriicke und
deren Multiplikation mit den numerisch ermittelten Koeffizienten C, D ... P, er-
geben sich bei neuerlicher Ordnung nach Potenzen in x fiir die Koeffizienten von x
Polynome in Ah.

Endgiiltig ist die Gleichung in der Tabelle 2 so zusammengestellt, daf3 die
Koeffizienten von x in Spalten erscheinen, deren Zeilen die Koeffizienten der Poly-
nome in A/, geordnet nach Potenzen angeben.

Die Auswertung der umfangreichen Glsichung erfolgte im Bereich Al =2 cm
bis A/ = 180 cm fiir alle cm-Werte nach dem Hornerschen Schema mit Hilfe der
Elektronenrechenanlage am Mathematischen Labor der Technischen Hochschule
Wien.

Als Ergebnis sind die Verhéltniszahlen ::—2 = x in Tabelle 3 zusammengestellt.
1

Bei der Anwendung des beschriebenen Verfahrens ist noch auf die Elimination
von zwei systematischen Fehlern zu achten, die beim Nivellement aus der Mitte
wegfallen.

a) Der EinfluBl der Erdkriimmung
kann nachtrédglich aus den bekannten Ldngen sy, 5, und d sowie dem Zusammenhang
51 =52 + d aus
—G1t 2t 1 —d2—(2—d)?+ (s2+d)2 242

Ahgg =
LErd 7R R

errechnet werden.

b) Die Verdnderlichkeit der Zielachse beim Umfokussieren ist fiir jedes ver-
wendende Nivellierinstrument durch Testmessungen festzustellen.
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Tabelle 3
x-Werte von A/i = 2 cm bis 180 cm fiir ¢ = — 0,2
Ahcm =z Ahcm X o= 52 Ahcm X o= Sz

S1 §1 S1

16 0,864 40 0,786

2 0,950 17 0,860 50 0,761
3 0,939 18 0,856 60 0,738
4 0,930 19 0,852 70 0,716
5 0,922 20 0,848 80 0,695
6 0,915 21 0,844 90 0,675
7 0,908 22 0,841 100 0,656
8 0,902 23 0,837 110 0,638
9 0,897 24 0,834 120 0,619
10 0,891 25 0,831 130 0,601
11 0,886 26 0,827 140 0,583
12 0,881 27 0,824 150 0,565
13 0,877 28 0,821 160 0,548
14 0,872 29 0,818 170 0,530
15 0,868 30 0,815 180 0,512
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II. Das Grundvermogen

Zum Grundvermogen zéhlt jener Grund und Boden, einschlieSlich Gebdude,
der nicht zum land- und forstwirtschaftlichen Vermogen und nicht zu den Betriebs-
grundstiicken (siehe Kapitel ,,Betriebsvermogen‘) gehort. Allerdings sind dem Grund-
vermogen jene land- und forstwirtschaftlichen Grundstiickflichen zuzurechnen, von
denen angenommen werden kann, daf3 sie in absehbarer Zeit als Bauland, Industrie-



