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Der Einschaltpunkt (EP) am ,,gefdhrlichen Kreis der
Approximations-Geometrie¢¢

Von Walter Smetana, Wien

(Veroffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen)

I. Einleitung

AnlédBlich der Beurteilung der Giite eines riickwértseinzuschneidenden Ein-
schaltpunktes (EP) auf einer Karte 1:50000 nach der bereits bekannten graphischen
Methode [1], wird es in der Praxis mitunter vorkommen, daf3 der vorliegende EP
scheinbar dem gefdhrlichen Kreis angehort oder aber in seine Néihe féllt und daher
seine Lage fiir die iiblichen Methoden der Berechnung unbestimmt bleibt. Bei ndherer
Betrachtung jedoch wird man auf den Gedanken gefiihrt, daB3 z. B. der auf der Karte
mit Zirkel und Lineal konstruierte, durch die drei Festpunkte und dem Neupunkt
gehende Kreis zundchst gar keinen Kreis im Sinne der Préizisions-Geometrie dar-
stellen kann, sondern je nach dem KartenmaBstab und der Einzeichnungsgenauigkeit
der Festpunkte, des EP und des Kreises, eine Kreisringfliche verschiedener Aus-
dehnung bedeutet. Man findet diese Tatsache in der Praxis bereits dadurch be-
stitigt, dafl eine koordinatenmiflige Berechnung solch ,,unbestimmter Punkte
etwa nach der Cassinischen Methode mittels Doppelrechenmaschine iiber zwei
Vorwirtseinschnitte dennoch — wenn auch mit geringerer Genauigkeit — moglich
ist, was im Falle der Lage eines Neupunkts auf einem Kreis im Sinne der Prézisions-
Geometrie unmoglich wire. Erst wenn die beiden Hilfspunkte immer ndher zu-
sammenriicken und schlieBlich zu einemm Punkt zusammenfallen, was bekanntlich

0
durch die unbestimmte Form Hf'Lir die Tangente des Richtungswinkels von dem

einen zum anderen Hilfspunkt sichtbar wird, liegen alle vier Punkte auf dem ge-
féhrlichen Kreis der Prizisions-Geometrie. Dieser Fall wird jedoch in der Praxis
wohl niemals eintreten.

Angesichts der soeben dargelegten Gegebenheiten, soll im folgenden auf Grund
von Genauigkeitsbetrachtungen, die den Inhalt des IV. Abschnittes dieser Abhand-
lung bilden, unter anderem auch ein einfaches Rechenverfahren entwickelt werden,
das im Grunde genommen nichts Neues darstellt, dem Praktiker aber anldBlich der
Vorbereitung eines EP-Netzes zur elektronischen Berechnung, die Bestimmung von
vorldufigen Koordinaten auch solcher EP erméglicht, die in der Ndhe des sogenann-
ten ,,gefdhrlichen Kreises” liegen, deren einfache Uberbestimmung im Sinne der
Programmierung fiir die elektronische Berechnung der vorldufigen Koordinaten
von Triangulierungspunkten [2], jedoch nicht moglich ist und deswegen die Berech-
nung vorldufiger Koordinaten von Hand aus erfolgen muB.

Der Grundgedanke des Verfahrens besteht darin, daB man sich zun&chst
Niherungskoordinaten des betreffenden Neupunktes, etwa auf graphischem Wege
oder nach amtsiiblichen Methoden rechnerisch verschafft und weiters den Ndherungs-
punkt differentiell derart verschiebt, daB3 die als fehlerfrei betrachteten, gemessenen
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Winkel o und B zwischen je zwei Festpunkten aus der Differenzbildung entsprechend
berechneter Richtungswinkel auf die Sekunde genau erhalten werden.

Die Moglichkeit einer solchen Berechnung ist blo an die Forderung gekniipft,
daB vor allem die gemessenen Winkel o und (8 zwischen den drei als fehlerfrei an-
zusehenden Festpunkten selbst moglichst fehlerfrei, also mit hoher Prézision ge-
messen werden und daf3 die durchschnittliche Entfernung des Neupunktes von den
Festpunkten nicht weniger als ungefédhr zwei Kilometer betragen soll, wie aus dem
Abschnitt iiber Genauigkeitsbetrachtungen hervorgeht.

Im II. Abschnitt wird aber auch ein graphisch-mechanisches-rechnerisches Ver-
fahren abgeleitet, das eine durchschnittliche Entfernung des Neupunktes von den
Festpunkten bis zu etwa 500 m noch zuléBt.

Die Nihe des gefdhrlichen Kreises wird im Abschnitt IV schlieSlich durch den
Abstand des Collins’schen Hilfspunktes vom mittleren der drei gegebenen Fest-
punkte in der GréBe von 10 m in der Natur bzw. 0,2 mm auf einer Karte 1:50000,
sowie dem Verhiltnis dieses Abstandes zur Linge der Mittelvisur — als Kriterium
dieses Grenzfalles — gekennzeichnet, und es wird weiters die Frage beantwortet,
mit welcher Genauigkeit die beiden Winkel oo und 8 gemessen werden miissen, um
eine Punktlagegenauigkeit von etwa 5 cm desjenigen EP zu erhalten, der bereits
einem Kreis im Sinne der Approximations-Geometrie, also einer Kreisringfldche
von ca. 0,2 mm Stérke auf einer Karte 1:50000 angehort.

Je genauer die Winkel « und B in diesem Grenzfall gemessen werden, umsomehr
verliert die Nédhe des gefdhrlichen Kreises ihre Unbestimmtheit in bezug auf die
Lage des Neupunktes. Die Losung dieses Grenzproblems wird jedoch im allgemeinen
mehr von theoretischem Interesse bleiben, da die geforderte hohe WinkelmeBgenauig-
keit in der Praxis — wenn iiberhaupt — nur mit groBem Zeitaufwand erreicht
werden konnte.

Ein vollstindig ausgefiihrtes Beispiel aus der Praxis des Verfassers im Ab-
schnitt ITI dieser Abhandlung soll das entwickelte Rechenverfahren veranschaulichen
und seine Richtigkeit durch Vergleich der nach diesem Verfahren ermittelten Koordi-
naten des betreffenden EP mit den Koordinaten desselben nach dem elektronischen
Netzausgleich auch bestétigen.

Betrachtungen iiber die Lagegenauigkeit solcher bestimmter EP, auch fiir den
Fall der nicht als fehlerfrei anzusehenden, sondern mit unvermeidlichen Beob-
achtungsfehlern behafteten Winkel ¢ und §, bilden den Abschlufl dieser Abhandlung.

11. Theoretische Grundlagen

Sind nach Abb. 1 die Koordinaten einer Néherungslage P’ von Neupunkt P
auf irgendeine Weise bereits ermittelt worden, so lauten bekanntlich die Gauf’schen
Relationen der Richtungsdnderung in der Néherungslage P’ unter Einfiihrung von
kleinen, jedoch endlichen Grofen, an Stelle der differentiellen:

Avpry = apy Axpip + bpig Aypip
Avpiyg = apipg Axprp + bpiag Ayprp (D
Avprg = apiq Axpip + bpig Aypip
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Hierin bedeuten vp, 4, Vpip; und vp,p bzw. die Richtungswinkel von der Néherungs-
lage P’ nach den Festpunkten 4, M und B, weiters:

aprg = e sin Vpryq bPIA = e COS Vpr4
Sp/y Spry
apiyy = S Vpryy P = COS Vprpr
Spiy Spry
. — . .2
dpip = e Sin Vprg bpig = e COS Vprg ( )
Sp'g Sp'g
Axpip = Xp — Xpr
Aypip = yp — ypr

Abb. 1

Die Nédherungslage P’ soll nun so veridndert werden, dafl folgende Gleichungen
koexistieren:
Vpig + Avpry — vprg — Avpry = o 3
vprg + Avprg — vpur — Avpyy = B } -+ 0)
worin
Vprag — Vpig = o
vP'B — vpy = B,

o und  sind die gemessenen, zunéchst als fehlerfrei angenommenen Winkel zwischen
den drei gegebenen Festpunkten 4, M und B.
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Unter Beriicksichtigung von (1) gestalten sich die beiden Gleichungen (3) bei
Weglassung der Indizes P’ und P zu:

Ax(ay—aqg) + Dy by —bg) =0 — o = A« } @

Ax(ag —ay) + Ay (bg —by) =B — P'=AB

Die Auflosung der beiden Gleichungen in Determinantenform ergibt be-
kanntlich:

-
Ay = &
D
Setzt man zur Vereinfachung
dy — ag = Apy |
by — by = Byiy
. (6)

ap — day = Ay
b — by = Bpyr |
so erhélt man fiir
D = Apy By — Bira Apn
Dy = Bpy Ao — By,  AB (D)
Dy = Apy AR — Apy Ao

°

Unter Beachtung der Gleichungsgruppe (7) lautet (5):

Bgy Ao — Bpy AR
Ay Bear — Baga Apn
Apyg AR — Apy Ao
Apra Bear — Bagg Ay

Ax =

. ®)
Ay =

Es ist dies sinngemif} dieselbe Formel, die bereits Jordan in [3], anldBlich der Ab-
leitung des mittleren Punktfehlers fiir das Riickwértseinschneiden erhalten hatte,
jedoch mit dem Unterschied, da3 bei Jordan do. und df8 gewisse differentielle Fehler
der gemessenen Winkel o und P bedeuten, wihrend Ao und AR nach (8) ganz be-
stimmte, von der Nédherungslage P’ abhingige, streng errechenbare Differenzen
darstellen.

Die Berechnung von Ax und Ay nach (8) erfolgt am besten mit einer Rechen-
maschine, da hohe Rechengenauigkeit wegen ungiinstiger Fehlerfortpflanzung bei
der Auswertung obiger Formeln fiir den Grenzfall der Ndhe des gefdhrlichen Kreises
mitunter erforderlich sein wird. Naheres hieriiber ergibt sich aus dem Abschnitt IV
dieser Abhandlung.

Da die Nennerdeterminante D des Gleichungssystems (8) bekanntlich die
doppelte Fliche des Reziprokdreieckes bedeutet, gestaltet sich Formelgruppe (8)
gemifl Abb. 2 unter Einfilhrung eines Hilfskoordinatensystems mit den Achsen &
und % und dem Ursprung im Punkt 2 des beziiglichen reziprokalen Raumes zu
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AE Ao+ AEH AB

Ax = A
A AB )
Ay — B2 8P + Anzy Ac

in der
AZ3; =&y — &3 = 1508 vy — f3¢08 v3 = Bpy
— Al =& — & =11 cos vy — 1 co8 vy = Byy
Ay =ny— 0 =ty sin vy — #1 sin vy = Apyy
— A3y =n3— 1y =t3sin vy — 15 sin v, = Ay

cc

2A, bedeutet wieder die doppelte Fliche des Reziprokdreieckes fir fem = L

Scem
"A?
+§ /A
//
1 Lo M2 .
b M
A§12 2 ////
+AN A1
t 3 Afse
£ L I By -B
o 2 3
A
§1
"X &, *A%
Y
& +1
P
Abb. 2

Die Auswertung der Formelgruppe (9) wird zweckmiBig dann auf graphisch-
mechanischem Wege erfolgen miissen, wenn eine verhiltnisméBig kurze Seitenldnge
von etwa 500 m und eine Unsicherheit der Ndherungslage des Neupunktes von ca. 1 m
eine zweimalige Berechnung der Richtungskoeffizienten wegen Beriicksichtigung
der Glieder hoherer Ordnung nach Abschnitt IV notwendig macht. Die erste Be-
rechnung erfolgt in diesem Fall nach (9) auf graphisch-mechanischem Wege und die
zweite Berechnung nach (8) wird dann erst streng, allenfalls unter Zuhilfenahme
einer Rechenmaschine, durchgefiihrt.

111. Beispiel

Die eben abgeleitete Formelgruppe (8) fand nun in meiner Praxis Anwendung
zur Erprobung bei der Berechnung von vorldufigen Koordinaten des EP 16 — Kema-
ten aus einer Riickwirtseinschnitt-Kombination in Ndhe des gefidhrlichen Kreises,
wie aus Abb. 3 ersichtlich ist. Dieser EP gehort dem zusammenhingenden und
elektronisch ausgeglichenen EP-Netz Kematen in Niederdsterreich an, wodurch
auch ein Vergleich der streng ausgeglichenen Koordinaten dieses EP mit den nach
Abschnitt IT berechneten Koordinaten desselben Neupunktes die Giite des Rechen-
verfahrens zu beurteilen ermoglicht. '
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Die Koordinaten der drei gegebenen Festpunkte lauten:

y x

& 160—52 ... + 105508,92m 5320508,91 m
& 4—52... +108738,89m  321950,04 m
& 24—70 ... 4 106693,70m  318522,22 m

Die Berechnung der Koordinaten einer Néherungslage zum EP ergab auf ganze
Meter aufgerundet die folgenden Werte:

y = + 106065,00 m
x= 32163800 m

Abb. 3

Hiezu muB fiir den Praktiker vermerkt werden, dafl im Hinblick auf das weitere
Rechenverfahren eine grobe Auf- oder auch Abrundung der allenfalls nach den be-
kannten und amtsiiblichen Methoden der Berechnung von Riickwirtseinschnitten
mittels Rechenmaschine bestimmten Koordinaten unbedingt erforderlich ist, da
sonst die gemessenen Winkel « und {3, mit denen die betreffende Riickwértseinschnitt-
Kombination in der Nidhe des geféhrlichen Kreises gerechnet wurde, durch Riick-
rechnung iiber entsprechende Richtungswinkel in allen Fillen wieder genau, bis auf
eine gewisse Rechenungenauigkeit erhalten werden, was jedoch im Widerspruch
zu den Entwicklungen aus Abschnitt IT stiinde.

Die Koordinaten der Ndherungslage diirfen eben zunéchst nicht streng und
unmittelbar aus den beiden Winkeln « und {3 abgeleitet sein; die Berechnung mufl
iiber eine Niherungslage erfolgen, um bessere Koordinaten des Neupunktes fiir den
vorliegenden Grenzfall zu erhalten, als nach den bisher iiblichen Methoden der un-
mittelbaren Berechnung zu erwarten ist.

Die gemessenen Winkel o und 8 lauten:

« = 94g 73¢ 38cc
B =41 8 18
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Die aus den Koordinaten der Néherungslage P’ und den Festpunkten berech-
neten Richtungswinkel v': ’
vy = 92g 60c 42cc
vy =187 32 45
vieo = 229 13 37

Die durch Differenzbildung entsprechender Richtungswinkel v’ erhaltenen
Winkel «’ und B:
Va4 — V4 = o' = 948 72¢(03cc
Vl160 - V124 = ﬁl =41 80 92

Die Differenz der gemessenen Winkel « und  und den aus der Nidherungslage
P’ resultierenden Winkel o', B':

Ao = o — o = 4 135¢c
AB =P — P = + 126

Die Gleichungsgruppe (8) aus Abschnitt I lautet allgemein:
_ Bpar Ao — Byy AB

Ax = :
Aprg Bpy — By Apu
A Apa AR — Apy Aw
J) —
Ay By — By Apm
Nach (6) aus Abschnitt IT:
Ayg=ay — a4 = 39,6 — 234,9 = — 195,3
Byy = by — by = 196,3 + 27,4 = + 223,7
Apyy=ag — ayy = — 2234 — 39,6 = — 263,0
Bpy =bg — byy = 453,7 — 196,3 = + 257,4

Die zahlenméfige Berechnung obiger Koeffizienten erfolgte mit einer Rechen-
maschine.
: 257,4.135 — 223,7.126 6562,8
Daher: =\ v - = +077m
— 195,3.257,4 — 223,7.263,0 8562,9
—1953.126 +263,0.135 108972

Ay = = =4 1,27m
— 195,3.257,4 — 223,7.263,0 8562,9

Die vorldufigen Koordinaten von EP 16 — Kematen lauten demnach:

y = + 106065,00 + 1,27 = + 106066,27 m

x = 5321638,00 + 0,77 =  5321638,77 m
Demgegeniiber stehen die Soll-Koordinaten aus dem elektronischen Ausgleich:

y =+ 106066,27 m
x = 5321638,80 m

Dies zeigt eine genaue Ubereinstimmung in p, x weicht um + 3 cm vom Soll-Wert ab.
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IV. Genauigkeitsbetrachtungen

Sind die gemessenen Winkel o und 8 mit den kleinen, aber endlichen Fehler-
groflen 3, und 8[3 behaftet, so erhidlt man durch Differentiationen der Formel
gruppe (8) aus Abschnitt II die maximalen Fehler:

S — | Banr 3a | +| Bara 33 |
* Ama Bpar— By Apy ... (10)
5. — | Apra 83|+ | App 84|
Y Apa Bpyr— Bya Apur

Die Fehler sind im allgemeinen direkt proportional den Fehlern 3,, 33 und
verkehrt proportional dem Nenner bzw. der Determinante D des Gleichungssystems.
Betrachtet man nun den Aufbau dieser Determinante aus (2) und (6) von Abschnitt II,
so erkennt man, daBl man umso groflere Werte fiir D erhilt, je kleiner die Entfer-
nungen s des Neupunktes von den Festpunkten sind. Diese Entfernungen miissen
jedoch so begrenzt sein, daB die Glieder hoherer Ordnung der Formelgruppe (1),
Abschnitt IT vernachldssigt werden diirfen. Da die gemessenen Winkel ¢ und B
aus (3), Abschnitt IT mit Sekundengenauigkeit erhalten werden sollen, ist es er-
forderlich, daB3 die entsprechenden Differenzen der Richtungsdnderungen aus (1)
ebenfalls Sekundengenauigkeit aufweisen miissen. Dies wird bestimmt erreicht,
wenn man z. B. festlegt, daB} die Glieder zweiter Ordnung moglichst unter zwei
Zehntel-Neusekunden bleiben.

Die obere Schranke fiir die Glieder zweiter Ordnung ergibt sich nun aus einer
Differentiation der Richtungsinderung aus (1):

i : .
dZ'V :siz[m_nzzv (Ax2 — Ay2) | + |cos 2 v Ax Ay |J

Fiir v = 0¢ erhélt der Klammerausdruck seinen Maximalwert, und 14t man maxi-
male Spannungen in den Koordinaten der Néherungslage von ‘ Ax ] = | Ay ‘ =
1 m noch zu, so wird s_Z_,]/S_p% 1800 m. Das heif3t also, bei 2000-m-Entfernungen
des Neupunktes von den Festpunkten erreichen die Fehler in den Richtungsdnderun-
gen nach (1) bei Vernachlédssigung der Glieder hoherer Ordnung kaum den Betrag
von zwei Zehntel-Neusekunden.

Will man jedoch noch Entfernungen bis zu 500 m des Neupunktes von den
Festpunkten zulassen, so diirfen die maximalen Spannungen in den Koordinaten
der Naherungslage des Neupunktes entweder nicht mehr als \ Ax|= | Ay ‘ =03m
betragen, um die Fehler in den Richtungsdnderungen bei Vernachldssigung der
Glieder zweiter Ordnung moglichst unter zwei Zehntel-Neusekunden zu halten,
d2v  9pce
“21 7 25.106
wickelt — eine zweimalige Berechnung der Nédherungslage des Neupunktes erfolgen,
um die geforderten Genauigkeiten zu erreichen.

Andererseits bedeutet die Nennerdeterminante bekanntlich die doppelte Fliche
des entsprechenden Reziprokdreiecks.

Fiir den vorliegenden Grenzfall, ndmlich der Nédhe des Neupunktes zum ge-
fahrlichen Kreis, wird die Nennerdeterminante verhéltnismaBig klein ausfallen und

denn ~0,2°, oder es miifite — wie bereits im Abschnitt II ent-
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die Punktlagegenauigkeit des Neupunktes mitunter stark vermindern, wie aus den
folgenden Darlegungen zu ersehen ist.

Geht man wieder zu mittleren Fehlern iiber, indem man gleichzeitig m,, = mp =
m setzt, so erhilt man schlieBlich:

m =
my = I/ B2gy + B2y ]

(1D
m ————
my =5 VA2 + A2py J
und den mittleren Punktlagefehler
M= |m2 + m2, = %]/Azﬂbt T B2y + A2gp + B2py - (2

Eine einfache Transformation der Formel (12) liefeft wieder Formel (5) aus [1]:

ce 2
Mc,nzin—-]/IJr(i) , denn
hg n

2 .
= (si sin vy — Sisin v,,) = (tp sin vp — 11 sin v1)2 = (92 — 01)2 = A2y,
A

2
—® cos var + ® cos v,;) = (f1 cos vi — 12 008 v2)2 = (&1 — &2)2 = A2
SA

2
A2y = (SP sin vg — -SP* sin VM) = (f38in v3 — 75 8in vp)2 = (N3 — 12)2 = An?23;
B M

_ 2

B2y = (Tvﬁ cos vg + Si cos vM\) = (t5 cos vy — t3 cos v3)2 = (£, — £3)2 = AE23;
B M

daher wird

M = 2’,113 ) An2p + AE21 + An2y,  AE2;,,

weiters ist nach Abb. 2
A2y + AE2)H = b?
A2y + AE23; = a2

mithin wird M = ﬁ ]/ b2 4+ g2, setzt man fiir 2A, = a-h,, so erhilt man
t

_mee 2 mee / 1\2
U

% bedeutet hierin das Verhiltnis ;der beiden Seiten des Reziprokdreieckes, £, ist

die auf die groBere Seite a gefillte Hohe (Abb. 3 und Abb. 4).

Wihrend nun Formel (5) aus [1] als Grundlage zur Konstruktion eines Dia-
grammes diente, mit dem man den Punktlagefehler des betreffenden Riickwérts-
einschnittes direkt ablesen konnte, bedarf es zum Abschétzen eines mittleren Punkt-
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lagefehlers fiir den vorliegenden Grenzfall einer genaueren Konstruktion des Rezi-
prokdreieckes, als dies frither erforderlich war. Das Verhiltnis der beiden Seiten a
und b darf hiebei auch nicht geschétzt, sondern mufl mit dem Rechenschieber auf
Grund von mm-Ablesungen beim Abmessen der beiden Seiteri ermittelt werden.
Ebenfalls ist die Hohe A, auf Millimeter genau abzulesen und in die Formel ein-
zufiihren.

Abb. 4

Soll z. B. der mittlere Punktlagefehler A < 10 cm sein fiir m = 3°“und n =1,

so mull /1 > 4i%)3 = 4,2 mm sein; ist das Verhéltnis der beiden Seiten # = 3, so muf3
h > 3’1159 = 3,2 mm sein.

LiBt man also im allgemeinen mittlere Punktlagefehler M =< 10.x cm fiir

3

42 . ..
m=3und n=12zu, somuBl /> Zmm seinund flirn=3 .., h > mm.
2

Fiir Genauigkeitsbetrachtungen soll nun weiters der mittlere Punktlagefehler
fiir den Grenzfall der Lage eines Neupunktes am gefdhrlichen Kreis der Approxi-
mations-Geometrie als Funktion des Abstandes des Collins’schen Hilfspunktes
vom Festpunkt der Mittelvisur, bzw. dem Verhéltnis dieses Abstandes zur Linge
der Mittelvisur — als Kriterium dieses Grenzfalles —, entwickelt werden.

ce 1\2
Ausgehend von Formel (5) aus [1]: M., = % ]/1 + (T’) und der Ab-
bildung 4 in der zunfchst zur Schaffung einfacher Verhéltnisse fiir die Ableitung
einer zweckentsprechenden Fehlerformel die Mittelvisur durch den Mittelpunkt des
Kreises durch die beiden duBleren Festpunkte 4 und B sowie dem Neupunkt P geht,
wird dieser Kreis im reziprokalen Raum durch eine Gerade, senkrecht zur Mittel-

visur, dargestellt.
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Der Abstand des Collins’schen Hilfspunktes H3 vom Festpunkt M der Mittel-
visur ist demnach im reziprokalen Raum laut Abb. 4 der Abstand 22,

— —t'
Hpi—f _p _pla—t)
t2 tg t2t2

die Hohe #, des Eckpunktes 1 des Reziprokdreieckes auf die ldngere Seite @ kann
in Anbetracht ihrer differentiellen Groflenordnung nidherungsweise gesetzt werden:

13
hat—a—.|12—f'2|.

Da ferner ° _ HM + £
t's 3 f2
erhélt man fiir 1\2
mee ., q l L+ (7) 737 P
Mcm = — ' . (HSM +_>
13 HyM .t f2
Danun —— S 13 « 1
H3M+i=H3M+SM~N-SM; —=*+——=1+—
12 a a n
und % = _—1—1— ist, gelangt man schlieflich zur Formel
1
mee ]/1 - (T) s
Mcm:——" —.i (13)
pee (1 i i) HyM
n Spr

1
in der m*“ den mittleren Fehler der beobachteten Winkel o und {3, o das Verhiltnis

b —_
von — der Seiten des Reziprokdreieckes, s,; die Linge der Mittelvisur und H3M

den Abstand des Collins’schen Hilfspunktes H3 vom Festpunkt M der Mittelvisur

bedeuten.
L : 1 b
Durch eine einfache Transformation des VerhﬁltnissesT = ‘7 des rezipro-

kalen Raumes in den Festpunktraum 148t sich Formel (13) folgendermaflen aus-

driicken: .
AM .sn\2

V | +(AM.SB>

mee S MB .s,

Moy = e | T —
P (HgM) - AM .sg
. SM HE,SA

Nach Einfiihrung von ﬁ.SA = pund AM.s; = ¢ gelangt man demnach zu:

M, =1 .]/P2+‘-’2 . (14
o pre (H3M> (r + 9?2
SM
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Die Berechnung des mittleren Punktlagefehlers M, fiir einen Neupunkt in
Nihe des geféhrlichen Kreises kann demnach sowohl nach Formel (13) als auch
nach Formel (14) erfolgen. Da jedoch zur Beurteilung der Giite eines riickwérts-
einzuschneidenden Einschaltpunktes das beziigliche Reziprokdreieck gezeichnet
werden mull, wird Formel (13) zur Berechnung des mittleren Punktlagefehlers fiir
den Grenzfall der Lage eines EP am geféhrlichen Kreis der Approximations-Geo-
metrie vorteilhaft anzuwenden sein.

Abb. 5

Schlieffit nun die Mittelvisur mit der Richtung durch den Mittelpunkt des ge-
fahrlichen Kreises einen Winkel ¢ ein, so nehmen die Formeln (13) und (14), wie
aus Abb. 5 zu ersehen ist, folgende Form an:

/1)
_ mee . SM ’] 1—{—(7)

Mo = ... (15
m Pcc (H3 M) cos (1 + i )
St ¢ n
mee S r? + ¢
Mcn = ‘ —— . ... (16
" e (H3M) (» + 92 (16)
. COS @
Sar '

Der Winkel ¢ ist hiebei den Abbildungen im reziprokalen Raum zu entnehmen.
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TABELLE
BN ERY)
cc ] L b
m Spr n
Mcm = e | .
o HsM ( 1)
cos ¢ 1+ —
SM n
I—{?A7= 10m
“3_M ML'"I H3_M Mcm
Sy — -+ (05 @ fiir Syr —— . 05 @ fiir
ho| sy nce = no|syM ) mee =
m . 1,0|1,5 l2,0 2,5 (30| m f.ogl 1,0 1,5(20]25]30
0|1/s0] 27|40 54| 68| 8,1 0}1/70 54| 8,1/10,8]13,5]16,2
1|10|1/s;] 28 |42 ] 56| 70| 84 1|10(1/7,| 55| 82|11,0]13,8]16,5
30| s | 3,1 | 46| 62| 7,7| 93 30| 1/7g| 6,0 | 9,0]12,0(150/18,0
0| 1so| 29 43| 58] 7,2 87 | 0| Y2058 87]11,6]14,5]174
500 2 | 10| 1/s1| 3,0 | 4,5 | 60! 7,5| 9,0]|700] 2 [10{ /7, {59 | 8,38|11,8|14,7|17,7
30| !/s6| 33 | 49| 6,6] 79| 99 ‘30 /751 6,4 | 9,6|12,8]16,0]19,2
0150|3146/ 62] 7,7] 9,3 0|17/ 61 | 9,1]122]152]18,;3
3010(1/s51(32 48| 64| 80 96 3010(1/71] 62| 93[124]155]18,6
30| 1/s61 3,5 (52| 70| 88105 30| /75| 6,8 |10,2{13,6(17,0 | 204
o 0[16o| 40 [ 60| 80[100]12,0( . 0 go| 7,0 | 10,5 | 14,0 17,5| 21,0
11101/ | 4,0 |60 | 80][10,0]12,0 110] Yg | 7,1 |10,6]14,2]|17,8]21,3
30| 1/¢7| 4,4 | 6,6 | 88[11,0{13,2 30| 1/99| 7,9 [ 11,8 |15,8]19,823,7
| Of1/60 42|63 | 84|105]126 0] s | 7,5 [11,3]150]( 18,8225
600|| 2 10| 1/61 | 4,3 | 6,4 | 8,6]10,7]12,9(800] 2 |10] 1/g; | 7,6 | 11,4115,2]19,0|22,8
30 g7 | 47 | 7,1 | 94[11,7]14,1 30| 1/e0 | 8,5 [12,8]17,0]21,3]25,5
0|60 |45 |68 | 90|11,2)13,5 0|1/go| 7,9 |11,9]158]19,8]23,7
3010] Y6 | 45|68 | 90][11,2113,5 3110 1/g, | 8,0 [12,0]16,0]20,0|24,0
30| 1/67| 5,0 | 7,5 [10,0(12,5!15,0 30| /g0 | 8,9 |13,4]17,8|22,3|26,7

Der Tabelle sind nun fiir die Grofle 7—13hM = 10 m, den mittleren Fehlern der
Winkelmessung m° = 1,0, 1,5, 2,0, 2,5 und 3,0, den Seitenldngen der Mittelvisur
fiir s,; = 500...800 m, von 100 zu 100 m, sowie ¢ fiir 0%, 108, 30¢ und den Ver-
hiltnissen der Seiten @ und b des Reziprokdreieckes fiir # = 1,2 und 3, die mittleren
Punktlagefehler M. nach den entwickelten Fehlerformeln zu entnehmen.

Weiters erkennt man, daB bei einer VergroBerung der Linge der Mittelvisur sy,
von 500 m auf 800 m, das sind 609, die mittleren Punktlagefehler, bei Annahme
ein und derselben WinkelmeBgenauigkeit, um ca. 1609, wachsen.

Wihrend nun die Verhéltnisse HM cos ¢ fiir ¢ =0 bis 304um ca. 11%
Sy
kleiner werden, erfahren die mittleren Punktlagefehler hiedurch eine Erhdhung um

ca. 12%.

Wollte man nun einen Einschaltpunkt, der sich bereits auf einem Kreis im Sinne
der Approximations-Geometrie befindet, dennoch mit einer Punktlage-Genauigkeit
von M = 5 c¢m erhalten, so darf, wie in der Tabelle ersichtlich, die Mittelvisur nicht
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langer als 500 m und der mittlere Winkelfehler der beiden gemessenen Winkel o
und { nicht grofer als ca. 2,0° sein.

LdBt man andererseits bei Bestimmung von vorldufigen Koordinaten eines
solchen EP mittlere Punktagefehler von ca. 25 cm noch zu, so kénnen fiir m = 3,0°¢
die Mittelvisuren S, auch 800 m betragen.

Fiir m = 1°° und eine Mittelvisur S,, = 800 m konnte man demnach laut
Tabelle einen Punktlagefehler A = 8,0 cm noch erreichen.

Was nun die Genauigkeit der Fehlerformeln (13) bis (16) anbelangt, so betrdgt
der Fehler, der bei der Ableitung dieser Formeln infolge Vernachlidssigung der
GroBe HiM durch Gleichsetzung von Hy M + s,, = s, entsteht:

fie ()
mee HyM ] +(n)

A‘]‘lcm = e — . 1
° (H3M) - cos @ (1 4- 71)

Sy

So z. B. erhilt man fiir m = 1%, n = 3, Su =500 m, H3 M = 10 m, ¢ = 05,
einen Fehler AM = 0,06 cm; bei einer Linge der Mittelvisur von S;; = 800 m:
AM =0,1 cm.

Dies zeigt also, daf3 die in der Tabelle angegebenen mittleren Punktlagefehler
M.y fir einen Bereich der WinkelmeBgenauigkeit von m = 1...3° maximal um
ca. 0,3 cm von den Sollwerten abweichen konnen.

Am Ende dieser Betrachtungen méchte ich noch fiir den Praktiker einige Uber-
legungen iiber die zu erreichende Genauigkeit bei der Berechnung einer Riickwérts-
einschnitt-Kombination in Né&he des geféhrlichen Kreises nach der Cassinischen
Methode mittels Rechenmaschine anstellen.

Unter Annahme von fehlerfreien Winkeln o und  erhélt man durch eine etwa
cm-Auf- oder auch -Abrundung bei der Berechnung der Koordinaten der Hilfs-
punkte Fehler in dem errechneten Richtungswinkel vy p bzw. vyp.

Aus Formel tg vy p

=)J:2——y} ergibt sich durch Differentiation eine obere
s —

X1
Schranke fiir den Fehler von vy p:

cos Vi2 sin vqa

(] 8x2| +|8x1])

b VP =

-<|8y2|+|8y1|>\+

S12

Setzt man die Abrundungsfehler der berechneten Koordinaten der Hilfspunkte
Hyund Hj allgemein: | 8y | = | 8x; | = | 8y2 | = | 8x2| = 3, so ist

3y p = (sin vi2 + cos vq3)
Die obere Schranke fiir die lineare Verschiebung des Neupunktes am Ende der
Mittelvisur betrdgt demnach:
2 MP.3

MP . 3vgp = o (sin vi; + cos viy)
12
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Nimmt man z B. § =5.10"'cm, sy = 100 m, MP = 2000 m, ¢ = 1005,
so ist MP. dvg p =20 cm.

Auch eine Berechnung iiber den Collins’schen Hilfspunkt — in Abb. 2 mit H3
bezeichnet — wiirde zu keinem genaueren Rechenergebnis fiihren.

Zwischen dem Abstand und den Koordinatendifferenzen der Cassini’schen
Hilfspunkte H; und H, sowie zwischen dem Abstand und den Koordinatendifferen-
zen des Collins’schen Hilfspunktes H3 und des mittleren gegebenen Festpunktes M
besteht ndmlich nach den Untersuchungen von Tarczy-Hornoch [4] mit sinngemé&Ber
Bezeichnung ein interessanter Zusammenhang:

Xg, — XH,
| cotg o + cotg B |’

Ya, — VA,

| ¥, — x| = cotg o + cotg B I’

|J’Hg — M ' =

_ HH,
| cotg o + cotg B

H M

Wollte man also nach den iiblichen Verfahren der unmittelbaren Berechnung
von Riickwirtseinschnitten mittels Rechenmaschine auch fiir diesen Grenzfall der
Nihe des Neupunktes zum geféhrlichen Kreis, die Rechengenauigkeit des in dieser
Abhandlung entwickelten Rechenverfahrens erhalten, so miiiten die Koordinaten
der Hilfspunkte mit mindestens mm-Genauigkeit berechnet werden, was fiir den
Praktiker bei Verwendung einer kleinen Rechenmaschine sich mitunter als umstéind-
lich erweisen wiirde.

V. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird erstens fiir den Praktiker ein einfaches Rechen-
verfahren entwickelt, das fiir den Fall der Berechnung vorldufiger Koordinaten
eines in Ndhe des sogenannten ,,gefédhrlichen Kreises* liegenden Einschaltpunktes
(EP), genauere Werte zu bestimmen ermdglicht, als dies nach den amtsiiblichen
Methoden der unmittelbaren Berechnung von Riickwirtseinschnitten zu erwarten ist.

Die Berechnung érfolgt iiber eine, entweder auf graphischem oder auch rech-
nerischem Wege, mit 1-m-Genauigkeit ermittelte Néherungslage des betreffenden
EP, wobei die gemessenen Winkel o und 8 zwischen je zwei Festpunkten als fehler-
frei angenommen werden und die durchschnittliche Entfernung des Neupunktes von
den drei Festpunkten zunédchst nicht weniger als zwei Kilometer betragen soll.

Zweitens wird aber auch fiir den Fall, daB3 die durchschnittliche Entfernung des
Neupunktes von den drei Festpunkten weniger als zwei Kilometer betrédgt, ein
graphisch-mechanisch-rechnerisches Verfahren entwickelt, das die vorldufigen
Koordinaten eines EP in Néhe des geféhrlichen Kreises mit zweckentsprechender
Genauigkeit zu bestimmen ermdoglicht.

Drittens werden Formeln zur Ermittlung der mittleren Punktlagefehler abgelei-
tet, in denen die Néhe des gefihrlichen Kreises als Funktion des Abstandes des
Collins’schen Hilfspunktes vom Festpunkt der Mittelvisur sowie dem Verhéltnis
dieses Abstandes zur Linge der Mittelvisur gekennzeichnet ist.

Die nach diesen Formeln, fiir H3M = 10 m, m = 1¢¢...3¢¢, S, = 500...800 m
errechneten Punktlagefehler Mcm sind in der Tabelle ersichtlich gemacht.
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Das Grundsteuergesetz 1955 und Bewertungsgesetz 1955
Von Leopold Krepper

Wie allgemein bekannt ist, werden zur Ermittlung der Grundsteuer nicht mehr
die Katastralreinertrdge herangezogen, sondern die ,,Einheitswerte der wirtschaft-
lichen Einheiten‘‘. Der § 18 des Osterr. Grundsteuergesetzes vom 13. Juli 1955, BGBI.
Nr. 149 bestimmt, dal bei der Berechnung der Grundsteuer von einem Grundsteuer-
mefbetrag auszugehen ist, welcher aus dem Einheitswert abgeleitet wird, und — je
nach Vermogensart — 1 bis 2 Promille des Einheitswertes betrdgt. Dieser Grund-
steuermeBbetrag, multipliziert mit einem bestimmten Hundertsatz, dem sog. Hebe-
satz, ergibt die Grundsteuer (§ 27 des Grundsteuergesetzes).

Zum Beispiel: Einheitswert S 100000, Grundsteuermefbetrag S 200 (29/gy des
Einheitswertes), Hebesatz 3009, ergibt eine Grundsteuer von S 600. Der Hebesatz
wird von den Gemeinden alljihrlich festgesetzt und darf bestimmte Grenzen —
z. B. bei landwirtschaftlichem Vermogen 4009, — nicht iibersteigen.

Es ist daher die Berechnung der Grundsteuer eine hochst einfache Sache, soferne
der Einheitswert bekannt ist. Die Frage ist daher, wie wird der Einheitswert einer
wirtschaftlichen Einheit bestimmt. Mafligebend hiefiir sind die Bestimmungen des
Bewertungsgesetzes vom 13, Juli 1955 (Bew.G.) BGBI. Nr. 148.

Ehe auf den eigentlichen Gang der Bewertung, d. h. der Ermittlung des Einheits-~
wertes einer wirtschaftlichen Einheit, eingegangen wird, sollen einleitend einige
Begriffsbestimmungen sowie der Grundsatz der Bewertung niher erldutert werden.

Unter dem Begriff wirtschaftliche Einheit (§ 2 Bew.G.) versteht man im all-
gemeinen die.Gesamtheit der zu einem bestimmten wirtschaftlichen Zweck ver-
bundenen und anhaltend gemeinsam geniitzten Wirtschaftsgiiter. Ein Wirtschaftsgut
ist jeder der Wirtschaft dienende, im wirtschaftlichen Verkehr stehende korperliche
(Sache) oder unkorperliche (Rechte, z. B. Baurecht) Gegenstand. Allerdings bilden
mehrere Wirtschaftsgiiter nur dann eine wirtschaftliche Einheit, wenn sie demselben
FEigentiimezr gehoren. Der wirtschaftliche Zweck, der die einzelnen Giiter verbindet,
geniigt daher allein nicht, um eine wirtschaftliche Einheit zu bilden. Eine wirtschaft-
liche Einheit wird durch Verwaltungsgrenzen (Katastralgemeinden usw.) nicht ge-
trennt (§ 13 Grundsteuergesetz).

Mit Ausnahme des land- und forstwirtschaftlichen Vermdgens ist den Bewertun-
gen der gemeine Wert zugrundezulegen. Der gemeine Wert wird durch den Preis
bestimmt, der im gewohnlichen Geschiftsverkehr nach der Beschaffenheit des
Wirtschaftsgutes bei VerduBlerung zu erzielen wire (§ 10 Bew.G.). Da im gewohn-




