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Uber die Verformungsfehler eines Systems von endlich vielen Punkten

Von Peter Meissl, Wien

1. Einleitung

Es wird ein System von endlich vielen Punkten im ein-, zwei- oder dreidimensio-
nalen Raum untersucht. Die Koordinaten der Punkte sind zufilligen Fehlern unter-
worfen. Die Matrix der mittleren quadratischen und mittleren gemischten Fehler
wird mit M bezeichnet. M wird im folgenden auch Fehler- oder Kovarianzmatrix
genannt. Als MaB fiir die Genauigkeit der Koordinaten diene die Summe der mitt-
leren Fehlerquadrate, also die Spur sp (M) der Fehlermatrix M (Summe der Glieder
in der Hauptdiagonale).

Wir stellen uns die Aufgabe, aus M solche Fehlereinfliisse abzuspalten, die auf
eine zufillige Verformung des Punktsystems zuriickgefiihrt werden kdnnen. Dabei
wird von vornherein festgelegt, um welche Verformungen es sich handeln soll. Bei-
spielsweise konnte man verlangen, den Einflul einer gemeinsamen zufélligen Ver-
drehung und Verschiebung der Punkte zu eliminieren. Fragestellungen dieser Art
wurden in [6] und [7] behandelt. Es lassen sich jedoch zahlreiche andere Beispiele
angeben. Man denke etwa an einen gestreckten Polygonzug. Hier kann man fragen,
welcher Anteil der Fehler auf eine Verbiegung des Zuges ldngs einer quadratischen
Parabel oder einer Sinuskurve zuriickgefiihrt werden kann. Dabei wird der mittlere
Fehler der Amplitude des Sinus von besonderem Interesse sein, da er ein Mal fiir
den zufilligen Durchhang des Polygonzuges darstellt. Etwas allgemeiner wire eine
Untersuchung der zufilligen Verbiegungen ldngs eines (trigonometrischen) Polynoms.
Ein Beispiel dieser Art wird in Abschnitt 4 behandelt. SchlieBlich sei als Anwendungs-
moglichkeit noch die Analyse der Verformungen photogrammetrischer Streifen er-
wéhnt. In diesem Fall ist es ja fiir Zwecke der Ausgleichung besonders interessant
zu wissen, welche Verformungen mit groffter Wahrscheinlichkeit auftreten.
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Nach Elimination der Verformungseinfliisse bleibt eine Matrix Q von Rest-
fehlern. Falls diese Restfehler, fiir die als einheitliches MaB3 sp (Q) verwendet werden
kann, noch grofl sind, wird man zu der Annahme gefiihrt, daB die eliminierten
Fehlereinfliisse die urspriinglichen Ungenauigkeiten der Koordinaten noch nicht
zufriedenstellend erkldren. Man wird dann nach weiteren Fehlereinfliissen suchen.
In vielen Fillen wird es gelingen, die urspriinglichen Koordinatenfehler durch die
Fehler einiger weniger Verformungsparameter hinreichend gut zu approximieren.
Dadurch lassen sich manche Fehleruntersuchungen bedeutend rationeller gestalten?).

2. Das wahrscheinlichkeitstheoretische Modell

Sei U = (Uy, ..., U,) ein zufilliger Vektor. Seine Kovarianzmatrix sei M =
(m;). Der Rang von M sei beliebig. V. = (Vy, ..., V,,) seieine lineare Vektorfunktion
von U, also ebenfalls ein zufilliger Vektor. Es gelte m < n. Wir schreiben

V=UB ¢!

Dabei sei B = (b;,) eine zunédchst unbestimmte # X m Matrix.
Wir wollen U durch V A approximieren, wobei A = (a,;) eine bekannte m X n
Matrix vom Rang m ist:
U=VA }+W .2
W ist bei dieser Approximation der zuféllige Restvektor W = (Wy, ..., W,). Setzt
man fiir V ein, so folgt
U=UBA +W (3
Daraus folgt fiir W:
W =U(E —BA) .o (3a)
E bezeichnet die Einheitsmatrix. Die Kovarianzmatrix von W ist nach dem Fehler-
fortpflanzungsgesetz2)
Q=(E—AB)M(E —BA) )

Um die Approximation mdoglichst gut zu machen, wird iiber die noch un-
bestimmte Matrix B so verfiigt, dafi sp (Q) zu einem Minimum wird.

Satz 1. sp (Q) wird zu einem Minimum fiir

B =A(A A . (5
Die minimale Spur von Q lautet
sp(Q =sp(M) —sp{(AXD)AMA} ... (6)
Fiir Q = (qy;) ergibt sich:
Q=E—-AAA TAME—AAA)"A) N C)

Die Kovarianzmatrix R = (ry,) des VektorsV lautet:
R =(AA)'AMA (AA)! .. (8)

1) Herrn W. Meissl danke ich fiir Anregungen und fiir die Durchsicht des Manuskriptes.
2) Ein Querstrich iiber einem Symbol bedeutet Transposition.
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Bemerkung. Die Aussage dieses Satzes ist wohl zu unterscheiden von dem beim
strengen Ausgleich beniitzten Konzept der Schéitzungen V = UB mit kleinster
Varianz. Hier lautet B bekanntlich B = M~ A (A M~! A)~!, wobei M den Rang n
besitzen muf3. Beim Satz 1 hingegen wird die Summe der Varianzen der Restgréfen W;
minimisiert. M kann beliebigen Rang haben. Im Falle M = E besteht allerdings kein
Unterschied zur Theorie der besten Schitzungen. (Vgl. [3], [5].)

Beweis von Satz 1. Wir beniitzen fiir die Dauer des Beweises das Einsteinsche
Summationsiibereinkommen. Die Indizes i, j, k, [ laufen von 1 bis #. Die Indizes
s, 1, u, v laufen von 1 bis . Kommt in einem Ausdruck ein Index zweimal vor, so
ist liber ihn zu summieren (vgl. auch [5]). Aus (4) wird: g;, = (8 — @i brs) M1 (S —
a;; by). Dabei ist §;; das Kroneckersymbol. Demnach ist

sp (Q) = gii = Qi — Aibrs) Mg Oy — Ay by) = my; — 2 mya by, +
+ ay; by My by ay e 9

Sei nun G = (g4) und G~' = (g=t). Dabei sei G = AA, also g, = aga,;. Wir
formen sp (Q) weiter um, wobei wir statt ; auch sp (M) schreiben kénnen:

sp (Q) = sp M) — gtagmy.ay, + ay (bjs — g%t ay) Mjr (b — g aw) dyi ... (10)

Die Ubereinstimmung von (9) und (10) ergibt sich durch Ausmultiplizieren der
Klammerausdriicke in (10) unter Beachtung der Definition von G.

Die zwei ersten Terme nach dem = Zeichen in (10) sind frei von den zu be-
stimmenden Grofen b;,. Der dritte Term kann, als Summe iiber / aufgefafit, in der
Form {® M ¢ geschrieben werden, wobei {() ein n dimensionaler Zeilenvektor
ist. Wegen des definiten Verhaltens der Kovarianzmatrix M ist (O M {® > 0.
Ein Minimum wird daher fiir {® = 0 erreicht. Dies gelingt durch b;, = gta,;, was
gleichbedeutend mit (5) ist. Aus (10) wird dann unmittelbar (6). (7) ergibt sich aus
(4) und (5). (8) folgt aus (1) und (5) nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz. Damit
ist Satz 1 bewiesen.

3. Aufspaltung der Koordinatenfehler

Wir wenden nun die in Abschnitt 2 gewonnenen Ergebnisse auf die Koordinaten-
fehler eines Systems von » Punkten Py, ..., P, an. Die Rolle von U in Abschnitt 2
spielen die Koordinatenfehler. Im zweidimensionalen Fall wire U = (AX | AY) =
(AXy, ..., AX, | AY,, ..., AY,). Die Komponenten V¥, vonV sind m Verformungs-
parameter. Die Matrix A gibt den EinfluBl der Verformungen auf die Koordinaten an.
Genauer gesagt, das MatrizenproduktV A ergibt die Koordinatendnderungen bei einer
gewissen Verformung V an. Die Verformungsparameter ¥, werden als lineare Funk-
tionen der urspriinglichen Koordinatenfehler (AX | AY) angesetzt: V = (AX | AY) B
Subtrahiert man von den (AX | AY) die Koordinatenéinderungen VA = (AX | AY) BA,

so bleiben Restfehler W = (AX | Af) =(AXy, ..., AXQ,,| A)';l, e AI?,,).
Somit (A§(| AY) = (AX | AY) (E — BA). M ist die Fehlermatrix der urspriing-

lichen Koordinatenfehler (AX | AY), Q die der Restfehler (AX | AY). MaB fiir die
jeweiligen Genauigkeiten sind sp (M) und sp (Q).

Wihlt man B entsprechend Satz 1 zu B = A (AA)™!, so wird sp (Q) zu einem
Minimum, die Genauigkeit der RestgroBen also maximal. R ist die Fehlermatrix
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der Verformungsparameter. Die neue Fehlermatrix Q enthélt diese Verformungs-
fehler nicht mehr. Ersetzt man ndmlich in (8) M durch Q geméi8 (7), so folgt R = O
(Nullmatrix).

Wir illustrieren diese Technik der Fehleraufspaltung zunédchst an dem Modell
in [6]. Aus der Fehlermatrix der Koordinatenfehler AX;, AY; soll der EinfluB einer
gemeinsamen Verdrehung um den kleinen Winkel ¢ und einer gemeinsamen kleinen
Verschiebung ¢ und = in x und y Richtung eliminiert werden. Hier istV = (¢, o, 7).
Der EinfluB der Verformung ¢ ist zunéichst nichtlinear. Da AX;, AY;, ¢, ¢, v mit
groBer Wahrscheinlichkeit kleine Grofen sind, kann man linearisieren und erhilt:

A/{’;=AX,-+cpy,-—o-
Af’,-:AY,-—cpx,-——‘r

In diesen Formeln sind x;, y; feste Ndherungswerte fiir die Koordinaten. Die weitere
Rechnung ist — in etwas anderer Bezeichnungsweise — in [6] wiedergegeben.

Wir beenden diesen Abschnitt mit dem wichtigen Hinweis, dall die Formeln (5)
bis (8) besonders einfach werden, wenn die Zeilen der Matrix A orthogonal sind. In
diesem Fall sind (AA) und (AA)~! Diagonalmatrizen. Das sukzessive Eliminieren
von Verformungseinfliissen vollzieht sich dann besonders elegant, wie am nach-
folgenden Beispiel dargelegt werden soll.

4, Ein Anwendungsbeispiel

Ein Nivellement fiihre vom Punkt P iiber Py, Py, ..., P,_; nach P,. Die Hohen
von Py und P, seien bekannt. Die Fehlermatrix der Fehler 3H; der gemessenen
Hohenunterschiede von P;_; nach P; sei m2 E. Da m?2 in der Folge nur als Propor-
tionalitdtsfaktor auftritt, setzen wir m2 = 1. Die Fehler AH; der ausgeglichenen

n

Héhen H; der einzelnen Punkte ergeben sich zu AH; = Y\ (3H; —n~' Y SH).
=1 k=1

In Matrizenschreibweise: AH = 8H (E — n~'ee) D. Dabei ist AH = (AHy, ...,

AH,), SH =(8Hy, ..., 8H,),e =(1,1, ..., 1) und D = (d;) folgende Dreiecks-

matrix dy =1 fiir i <j, d; = 0 fiir i > j. Die Fehlermatrix von AH ist demnach

M=D(E —n'ee)(E —n'ee)D. Man erhilt

nz2—1

5p (M) = —5—

Bei diesem Beispiel liegt der Fall eines eindimensionalen Punktsystems mit den

Koordinaten H; vor.
Wir fragen nach den Verformungen lédngs eines trigonometrischen Polynoms

und setzen entsprechend (3) an

m .
isT ~
AH; = ) Vysin— + AH; i=1,..,n m<ana.
n
s=1

S 7T
Die Matrix A = (a;) hat die Gestalt a,; = sin J—— Die Zeilen von A sind orthogonal.
n
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n n

S TC tT 2
Es ist ndmlich ) aja; = ] sin?"" sin o 88, . Somit ist (AA)"!=_E,
. . n n
j=1 j=1

2 —
Nach (5) ist B= — A. Daraus kann man nach (7) Q =(E — — AA) ME — — KA)
n n n

4 —
berechnen und nach (8) R = vy AMA.
!

Wir beschrinken uns auf die Wiedergabe folgender GroBen. Die mittleren
quadratischen Verformungsfehler, also die mittleren quadratischen Fehler (Varianzen)
der V, lauten:

= 2T
Pos [271 sin? o1

Die Spur der Matrix der Restfehler lautet

sp (Q) = [4 sin2 —] 1 ... (12)
s=1

Man sieht, daB in (11) m, die Anzahl der Glieder des trigonometrischen Polynoms
nicht vorkommt. Der mittlere Fehler r,, des Verformungsparameters V;ist unabhén-
gig von der Anzahl beriicksichtigter Verformungseinfliisse. Dieser Umstand ist der
Orthogonalitét der Zeilen von A zuzuschreiben. Formel (12) gibt an, welcher Anteil
der urspriinglichen Ungenauigkeit sp (M) von den Verformungsfehlern Vy, ..., V,,
geschluckt wird. Es ist interessant, diesen Anteil ins Verhiltnis zu sp (M) zu setzen
und mit # zur Grenze iiberzugehen. Es ergibt sich:

sp (M) — 5p (Q) .
> OV =6 Y (sm) Lo (13)

s=1

lim
Dieser Ausdruck wird fiir m =1 zu 0,61, fiir m =2 zu 0,76. Mehr als 759, der
urspriinglichen Ungenauigkeit werden also bereits von den ersten zwei Verformungen
geschluckt, falls » geniigend groB3 ist. Zur besseren Verdeutlichung geben wir Zahlen-
werte fiir n = 10 an:

Es ist sp (M) = 16,5. Fiir sp (Q) erhélt man fiir m =1,2, ...,9 der Reihe
nach folgende Werte: 6,284; 3,666; 2,453; 1,729; 1,229, 0,847; 0,532; 0,256; 0,000.
Die mittleren Fehler r,, der Verformungsparameter V. lauten der Reihe nach:
2,043; 0,524; 0,243; 0,145, 0,100; 0,076; 0,063 ; 0,055; 0,051,
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