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Theorie der polygonometrischen Punktbestimmung
Von Leopold Maly, Wien

A. Allgemeine Begriffe

Derzeit stehen dem Geodéiten zur Lagebestimmung der Punkte vier Methoden
zur Verfiigung, ndmlich

1. die trigonometrische,

2. die polygonometrische,

3. die photogrammetrische und

4. die astronomische
Methode der Punktbestimmung,

Von diesen Methoden ist die polygonometrische Punktbestimmung die einzige
Methode, die alle Schwierigkeiten und Hindernisse bei der Lagebestimmung der
Punkte, verursacht durch die Geldndeform, die Bodenkultur, die Verbauung des
Gelidndes usw., mit den einfachsten Mitteln rasch und sicher iiberwindet und deren
Genauigkeit vollig gleichwertig jener der trigonometrischen Methode ist.

Die polygonometrische Methode der Punktbestimmung verwendet zur Lage-
bestimmung der Punkte Polygonziige.

Ein Polygonzug ist ein gebrochener Linienzug, der eine beliebige Zahl auf-
einander folgender Punkte der Erdoberfliche verbindet.

Von diesem Linienzug miissen alle Polygonwinkel, auch Brechungswinkel
genannt, und alle Polygonseiten gemessen werden, um die gegenseitige Lage der
Polygonpunkte durch ein drtliches Koordinatensystem in der Horizontalebene
eindeutig zu bestimmen,

Sollen jedoch die Polygonpunkte in einem vorgegebenen Koordinatensystem
eindeutig festgelegt werden, so miissen noch zusitzlich Strecken und Winkel, die
Orientierungsgrofien, zwischen den Polygonpunkten, d. s. die Neupunkte, und
lagem#Big gegebenen Punkten, d. s. die Altpunkte, gemessen werden.

Ein Brechungswinkel ist der Horizontalwinkel auf einem Polygonpunkt, dessen
Schenkel die beiden vom Polygonpunkt ausgehenden Polygonseiten sind. Er wird
immer im Uhrzeigersinn gemessen.

Eine Polygonseite ist der Abstand von zwei aufeinander folgenden Polygon-
punkten.

Die Orientierungsgréfien sind Winkel und Seiten zwischen gegebenen Punkten
und Polygonpunkten.

Auf Grund dieser Festsetzungen unterscheidet man zwei Arten von Polygon-
ziigen, ndmlich

freie und orientierte Polygonziige.

Der freie Polygonzug verbindet » oder (n-1) Neupunkte, je nachdem der An-
fangspunkt ein Neu- oder ein Altpunkt ist.

Zur eindeutigen Bestimmung der gegenseitigen Lage der Punkte des freien
Polygonzuges sind (n-2) Polygonwinkel und (n-1) Polygonseiten, zusammen also
(2n-3) Bestimmungsstiicke notwendig.
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Der orientierte Polygonzug legt die Lage der Punkte des freien Polygonzuges
in die Horizontalebene in einem vorgegebenen Koordinatensystem eindeutig fest
durch Messung von Orientierungsgréfien zu gegebenen Punkten.

Um einen freien Polygonzug zu einem orientierten Zug zu machen, miissen zu
den Punkten des freien Zuges

1. noch mindestens zwei, jedoch hochstens drei Altpunkte hinzutreten und
zwischen den Alt- und Neupunkten

2. noch drei Bestimmungsstiicke zusétzlich gemessen werden.

Die Altpunkte kénnen

' Anschlufs- oder Orientierungspunkte
sein,

AnschluB3punkte sind Altpunkte, die mit den Polygonpunkten durch Strecken
verbunden -sind.

Orientierungspunkte sind Altpunkte, die mit dem Polygonzug nur durch Rich-
tungen auf den Neupunkten verbunden sind.

Die drei zusidtzlichen Orientierungsgrofien sind Strecken und Winkel. Die

Strecken sind die
Anschlufiseiten
und die Winkel sind

Anschluff-, Anschlufipolygon- und Orientierungswinkel,
alle immer im Uhrzeigersinn gemessen.
Anschlufiseiten sind Strecken von Neupunkten zu Altpunkten.

AnschlufSwinkel sind Winkel auf Altpunkten, deren Schenkel die Seite zu einem
zweiten Altpunkt und die Anschluflseite sind.

AnschluBipolygonwinkel ist der Polygonwinkel auf dem ersten oder letzten
Polygonpunkt, dessen Schenkel die Anschluf3seite und die erste oder letzte Polygon-
seite sind.

Orientierungswinkel, auch Zwischenorientierungen genannt, sind Winkel auf
Polygonpunkten, deren Schenkel von einer Polygonseite und der Richtung zum
Orientierungspunkt gebildet werden.

Je nach der Art der Orientierungsgréffien unterscheidet man vier Fille des
orientierten Polygonzuges:

1. Fall: die Orientierungsgréfien sind drei Strecken, die zwei oder drei Alt-
punkte mit zwei oder drei Polygonpunkten verbinden.

2. Fall: die Orientierungsgroflen sind zwei Strecken und ein Winkel. Dieser
Fall tritt in drei Varianten auf, je nachdem der Winkel ein AnschluBwinkel, ein
AnschluBpolygonwinkel oder ein Orientierungswinkel ist.

3. Fall: die Orientierungsgroflen sind eine Strecke und zwei Winkel. Dieser
Fall tritt in vier Varianten auf, je nachdem die beiden Winkel ein Anschluf3- und ein
AnschluBipolygonwinkel, ein AnschluB3- und ein Orientierungswinkel, ein Anschluf3-
polygon- und ein Orientierungswinkel oder Orientierungswinkel sind.

4. Fall: die Orientierungsgréfien sind drei Winkel, die als Orientierungswinkel
auf ein, zwei oder drei Polygonpunkten gemessen sind.
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B. Berechnung der Polygonziige

Die Berechnung der Polygonziige erfolgt praktisch immer in einem ebenen,
rechtwinkeligen Koordinatensystem. Es miissen daher die auf der Erdoberfliche
gemessenen Strecken und Winkel auf die Projektionsebene zuerst reduziert und mit
den, dem Projektionssystem eigenen, Winkel- und Streckenreduktionen versehen
werden. Zur Ermittlung dieser Hohenreduktionen und Projektionsverzerrungen ist
die Kenntnis roher Meereshohen und vorldufiger Koordinaten der Polygonpunkte
notwendig. Diese Werte werden aus einer Karte entnommen oder durch vorldufige
Rechnung ermittelt.

Das Ergebnis der Polygonzugsberechnung sind die vorldufigen Werte der
Orientierungsgrofien und Koordinaten, die zur Ausgleichung der Polygonziige be-
notigt werden.

1. Berechnung des freien Polygonzuges

Unter der Berechnung eines freien Polygonzuges versteht man die Ermittlung
der ebenen Koordinaten in einem ortlichen Koordinatensystem mit einem Polygon-
punkt als Ursprung und einer davon ausgehenden Polygonseite als Abszissenachse.
Aus den Koordinaten der Endpunkte des Zuges sind meist noch die Entfernung
§1,» vom Anfang- zum Endpunkt des Zuges und die Winkel der ersten und letzten
Seite des Zuges mit sy, zu rechnen.

Gemessen sind die Polygonwinkel ;. . .34 -1 und die
Polygonseiten s1,2. . . Sp—yn-

R(n-1)

(n-1) S(h-1)n

—en

Abb. 1

Gang der Berechnung:

Man legt in den 1. Polygonpunkt den Ursprung eines ortlichen Koordinaten-
systems mit der positiven Abszissenachse in Richtung der ersten Polygonseite.

In diesem Koordinatensystem sind die Richtungswinkel
T1,2 = 0
T2,3 = P2 £+ 1800
T3,4 = T2,3 + P3 £ 1800,

T(n—i)n = TUn—2)(n—1) + B(n 1) + 1800,
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Mit diesen Richtungswinkeln werden die ortlichen Koordinatendifferenzen
Ay, und :E berechnet

Az = 512 . sin 1y, AE13 = S12 . cOS Ty
A3 = 823 . 8in Ty AEy3 = 8§23 . COS Ta3
A'q(n—l)n = Stn—1)n - sin Tn-1)n AE(n—l)n = Sm )n - COs Tn—1)n

Aus den Summen
[AT,J" — Ay, und [AE]’: — AEyp,
1

werden die Strecke sy, und die Winkel 71, und §, nach den Formeln
A"71,11 _ ﬂljﬁ_ _

tg T = St = = tn
" AE l,n’ " sin Tl Cos Tp ,n,

Bn = TLn—Yn—1)n

berechnet.

Durch Addition der Koordinatendifferenzen erhilt man die 6rtlichen Koordina-
ten 7 und £ der Polygonpunkte.

2. Berechnung des orientierten Polygonzuges

Das Ergebnis der Berechnung eines orientierten Polygonzuges sind die Ko-
ordinaten der Polygonpunkte im Landeskoordinatensystem.

In der Vermessungspraxis treten von den neun Varianten des orientierten
Polygonzuges im allgemeinen nur vier auf, In allen Féllen ndmlich, in denen An-
schluflseiten gemessen sind, werden auch immer die AnschluB3polygonwinkel ge-
messen, da nach dem derzeitigen Stande der Mefitechnik die Winkelmessung noch
immer wesentlich einfacher und rascher als die Streckenmessung ausgefiihrt werden
kann,

Die Berechnung der Koordinaten des orientierten Polygonzuges erfordert
unbedingt die Kenntnis des Anschluwinkels und der AnschlufBseite. Ist die Messung
dieser beiden Gréfen unmdoglich, so miissen sie zuerst aus anderen gemessenen
Stiicken berechnet werden.

Bei der Berechnung des Anschlulwinkels « kommt man immer auf eine Be-
stimmungsgleichung von der Form

A.sin o + B.cosa = C,

worin 4, B und C bekannte Koeffizienten sind.

Diese Gleichung gibt im allgemeinen zwei Werte fiir den AnschluBBwinkel «.
Zur eindeutigen Bestimmung von « mufl daher noch ein weiteres Bestimmungs-
stiick vorhanden sein. Dieses zusdtzliche Bestimmungsstiick ist wegen der leichteren
Ausfiihrung der Winkelmessung immer ein Anschlupolygon- oder ein Orientierungs-
winkel. :

Die in der Praxis auftretenden vier Varianten des orientierten Polygonzuges sind:
a) Polygonzug mit Anschlufseite, Anschluf3- und AnschlufSpolygonwinkel

Die drei Orientierungsgréfien geniigen zur eindeutigen Bestimmung des Zuges.
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Es ist dies der ,,Schulfall“ des orientierten Polygonzuges. Er ist die einzige Form des
orientierten Polygonzuges, die die unmittelbare Berechnung der strengen Werte der
Landeskoordinaten aus den Feldbeobachtungen gestattet.

Die Berechnung wird in folgender Weise durchgefiihrt:

Aus den AnschluB- und Polygonwinkeln werden die Richtungswinkel v der
Polygonseiten im Landeskoordinatensystem gebildet

Va1 = V4P + 0y
vi,2 = V41 + B1 £ 1800

Vo Un = Ym—2)n—0) + Bra—1) & 1809,

Mit den Richtungswinkeln werden die Koordinatendifferenzen Ay und Ax
berechnet
AyA,l =sA,1.sin V4,1 AxA,l = 854,1.C0OS V4,1
AY1,0 = §1,2.810 vy ,5 Axq 9 = 51,2.CO8 V1,2

AYm—tjn = Sn—1)n-SIN Viu_1yn  AXn—1jn = Stu-1jn-COS Yium1jn

Durch Addition der Koordinatendifferenzen erhdlt man die Landeskoordinaten
der Polygonpunkte.
b) Polygonéug mit zwei Anschlufseiten und einem Anschlufipolygonwinkel

Zur eindeutigen Berechnung des Zuges ist eine vierte Orientierungsgréfe not-
wendig, ndmlich déer zweite AnschluBpolygonwinkel.

Zuerst wird der Anschlu3winkel in folgender Weise berechnet:

In einem ortlichen Koordinatensystem mit dem ersten Anschlufpunkt als
Ursprung und der ersten Anschluflseite als positiver Abszissenachse wird der un-
bekannte Richtungswinkel 145 vom Anschlufipunkt 4 zum Anschlupunkt B nach
der Formel des freien Polygonzuges

tgtap = L
. . . &8
eindeutig ermittelt.
Der Anschlufiwinkel ist dann
oy = 3600 — TAB:
Mit dem aus den Landeskoordinaten der gegebenen Punkte 4 und B errechneten

Richtungswinkel v4g, dem Anschlufwinkel o4 und den Polygonwinkeln § werden
die Richtungswinkel der Polygonseiten

V4,1 = V4B + @4
V1,2 = V4,1 + B1 3 1800
YaB = Yia—yn + Bu £ 1800

ermittelt und dann wie beim ,,Schulfall* die Landeskoordinaten der Polygonpunkte
berechnet. ‘
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Ein zweiter Weg zur Berechnung der Landeskoordinaten der Polygonpunkte
ist die Koordinatentransformation, die nach den Formeln

Yr="Ya+ & sino + v coso
X, = X4+ & cos o — u sino

aus den Ortlichen Koordinaten 7, und &, die Landeskoordinaten des Punktes r
gibt, wobei der Orientierungswinkel

0 = VY4B — T4B
ist.

Der Wert des AnschluBwinkels und alle von ihm abgeleiteten Werte sind
Néherungswerte, da zur Berechnung des oOrtlichen Richtungswinkels t4p die ge-
gebene Seite s,4p nicht verwendet wurde.

c) Polygonzug mit einer Anschhfseite, einem Anschlufipolygomvinkel und einem
Orientierungswinkel

Zur eindeutigen Berechnung des Zuges ist als viertes Bestimmungsstiick noch
ein zweiter Orientierungswinkel notwendig.

Abb. 2

Zuerst rechnet man im Landeskoordinatensystem die Richtungswinkel vom
AnschlufSpunkt 4 nach den Orientierungspunkten Z; und Z, und bestimmt den
Winkel %z, z, mit

$z,2z, = VAz, — V4Z,:

Dann wihlt man ein 6rtliches Koordinatensystem mit dem Anschluipunkt 4
als Ursprung und der Anschluflseite als positiver Abszissenachse.

In diesem Koordinatensystem rechnet man aus den Polygon- und Orientierungs-
winkeln und den Polygonseiten die Richtungswinkel T und die Koordinatendifferen-
zen Arj und AL,

Mit diesen Groflen berechnet man den AnschluBwinkel & 4= 360 — 14z, nach
den allgemeinen Formeln

— A.sin Ty, + B.sin (t2z, — 92,2,
sin (tyz, — T2z, + 92,2,

sin o =

A.cos 11z, = B.cos (t2z, — 92,2,)
sin (t1z, — T2z, + 9z,2,)

COs & =
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Es bedeutet:
AV]Az.COS 122, — AE,;g.Sin 122,

S4z,
Anq1.c08 Tyz, — AL 41.8in Tyg,

A=

B =
S4z,

Der genauere Wert des Anschluiwinkels wird aus dem kleineren Funktionswert
erhalten,

Mit diesem AnschluBBwinkel wird der Polygonzug wie der ,,Schulfall“ des
orientierten Polygonzuges weiter berechnet.

Die vorstehend entwickelte Losung ist fiir den allgemeinen Fall abgeleitet, daf3
die zwei Orientierungsrichtungen zwei Polygonpunkte mit zwei Orientierungs-
punkten verbinden. Die Formeln gelten auch, wenr je zwei dieser Punkte zusammen-
fallen, jedoch die zwei Zwischenorientierungen unbedingt erhalten bleiben.

d) Polygonzug mit drei Orientierungswinkeln

Auch in diesem Fall ist noch ein vierter Orientierungswinkel zur eindeutigen
Berechnung des Zuges notwendig,

72122

sz,’zz —
— 1Pz, i‘@y_

p—

Abb. 3

Nachstehend der allgemeine Berechnungsgang:

Vorerst werden die Richtungswinkel und Seiten vom ersten Orientierungspunkt
Z nachden drei anderen Orientierungspunkten Z, bis Z4 aus den Landeskoordina-
ten berechnet und die Winkel ¢ im Punkte Z; mit

92,2, = V2,2, — Vz,2,0d @z,7, = Vz,2, — Vz,2,
ermittelt.

Der AnschluBiwinkel @z, und die Anschluflseite s,z werden ih einem ortlichen
Koordinatensystem mit dem Polygonpunkt 1 als Ursprung und der Anschluflseite
s1z, als positiver Abszissenachse aus den ortlichen Richtungswirikeln © und den
Koordinatendifferenzen A» und AE berechnet.

1. Der Anschluf3winkel
Der Anschlufwinkel im Punkt Z; ist immer
tz, = 180 — 17,7,
und wird nach den allgemeinen Formeln

sin o = —4b; + Bay und cos « = —4b1 + B.ay

N N
ermittelt.
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Die Koeffizienten a, b und die Absolutglieder A, B sind

ay = §z,7,.COS Taz,.8in T3z, — Sz,z,.€0s (T3z, — ¢z,2,).5in Tz,

a; = — Sz,z .8in Tpz,.8in T3z, + Sz,7,.5in (T3z, — @z,z,).5in T2z,

by = 5z,7,.C08 Tpz,.8in T4z, — Sz,7,.€0s (T4z, — Pz,z,).5in Toz,

by = — §z,7,.5in T5z,.5in T4z, + S5z,7,.5in (T4z, — Pz,z,).8in Toz,
A = — Anyp.c0s t37,.8in T3z, + ANy3.€08 T3z7;.5in Ta7, — A& 3.5in T3z, .8in T3z,
B = — Any,2 .cos T2z,.8in 14z, + An14.C0S T4z,.sin Toz, — Ay 4.8i0 Toz,.8iN T4z,

N=a1b2—a2b1. )
Aus dem kleineren Funktionswert ergibt sich der genauere Wert des Winkels oz,
2. Die Anschlufiseite
Die Anschluflseite kann nach folgenden Formeln berechnet und kontrolliert
werden:
_ Sz,2,5in (tz,2, — T2z,) — A1 CO8 Taz, + A8y2.8in Tyg,
sin T2z,

Szt

_ S22, sin (tz,z, — T3z,) — A%13 c0s T3z, + AE;3.5in T3z,
sin Tagz,

$2.2,- sin (TZ,Z‘ — 'C4z4) — Anq4.co8 T4z, + AEq4.5in T4Z,
sin T4z,

Die Formeln fiir den AnschluBwinkel & und die Anschluflseite gelten fiir alle
moglichen Abarten der vorstehend behandelten Aufgabe. Diese Abarten entstehen
dadurch, daB3 sowohl die vier Polygonpunkte als auch die vier gegebenen Punkte
jeweils bis auf zwei Punkte zusammenfallen kénnen, doch miissen die vier Zwischen-
orientierungen unbedingt erhalten bleiben.

Mit dem AnschluBwinkel und der Anschluflseite erfolgt die Berechnung der
Landeskoordinaten der Polygonpunkte wie fiir den ,,Schulfall des orientierten
Polygonzuges. ;

Fiir den Sonderfall, daf3 drei Orientierungswinkel in einem Poly‘gonpun‘kt ge-
messen sind, kénnen die Landeskoordinaten dieses Punktes durch einen Riickwirts-
einschnitt ermittelt werden. 7 -

Ein zweiter Sonderfall ergibt sich, wenn von zwei Polygonpunkten je zwei
Orientierungsrichtungen zu zwei Orientierungspunkten ausgehen. In diesem Fall
konnen die Landeskoordinaten der Punkte nach den Formeln der Hansenschen
Aufgabe berechnet werden. (Fortsetzung folgt.)

Referat

Moderne Reproduktionsverfahren im Katasterwesen

(Zum Vortrag von RAVD Dipl.-Ing. Manfred Schenk, Vorstand der Abteilung L 5, Reproduktion

und Druck, im BA fiir Eich- und Vermessungswesen, am 18. Jinner 1963, in der Arbeitsgemein-

schaft des Osterreichischen Vereines fiir Vermessungswesen und der Osterreichischen Gesellschaft
fiir Photogrammetrie an der Technischen Hochschule in Graz.)

Der Vortragende gab einen eindrucksvollen Uberblick iiber die Moglichkeiten, die die Repro-
duktion allen amtlichen, halbamtlichen und privaten Beniitzern des Katasters bietet sowie iiber den
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Theorie der polygonometrischen Punktbestimmung
Von Leopold Maly, Wien
(Schluf3)

C. Ausgleichung der Polygonziige

" Die Berechnung der liberbestimmt gemessenen Polygonziige ist cin Aus-
gleichungsproblem.

Die geforderte Lagegenauigkeit der Polygonpunkte kann erreicht werden durch

1. Messung iiberschiissiger Bestimmungsstiicke und
2. Verknotung der Polygonziige.

Die iiberschiissigen Bestimmungsstiicke sind Seiten, ndmlich
Anschiluf- und Diagonalseiten
und Winkel, bzw. Richtungen, ndmlich

Anschluf- und Anschlufpolygonwinkel und
Zwisc/ienm'lientierungen und Diagonalrichtungen.

Diagonalseiten und Diagonalrichtungen verbinden zwei nicht aufeinandcr
folgende Polygonpunkte.

Von einer Verknotung der Polygonziige spricht man dann, wenn in einem
Polygonpunkt mindestens zwei Polygonziige endigen.

Die Ausgleichung der Polygonziige kann nach der Methode der bedingten odcr
vermittelnden Beobachtungen erfolgen.

Bevor jedoch auf die Ausgleichung ndher eingegangen wird, mufl noch die
Einfithrung des Mafistabfaktors begriindet werden.
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Der Mafstabfaktor

Die Komparierung der Basislatte ist mit einem mittleren Fehler behaftet, der
fiir jede Latte aber ein bestimmtes Vorzeichen hat, das nur zum Zeitpunkte der
Komparierung noch nicht bekannt ist.

Beim Messen langer Strecken tritt jedoch dieser Fehler als regelméifiger Fehler
in Erscheinung und muf3 daher durch Einfiihrung des Mafstabfaktors K beriick-
sichtigt werden.

Der wahrscheinlichste Wert einer Strecke ist daher

' s=s + K.s,
worin
s’ = der gemessene Wert der Strecke und
K = der Mafistabfaktor
sind.

I. Ausgleichung bedingter Beobachtungen

Bedingungs- und Fehlergleicliumgen

Die Bedingungsgleichungen - sind Summen von Winkeln oder Koordinaten-
abschnitten. Im ersten Fall sind es Winkelgleichungen, im zweiten Fall Projektions-
gleichungen.

Jedem iiberschiissigen Bestimmungsstiick entspricht eine Bedingungsgleichung,

1. Der iiberbestimmt freie Polygonzug

Der iiberbestimmt freie Polygonzug entsteht durch Messung von Diagonal-
richtungen, Diagonalseiten und den drei fehlenden Bestimmungsstiicken zur
SchlieSung des freien Polygonzuges.

Alle durch Diagonalmessungen bedingten Gleichungen enthalten nur die
Winkel und Seiten, bzw. deren Verbesserungen, die der durch die Diagonalmessun-
gen entstandenen Polygonschleife angehoren.

Der MaBstabfaktor féllt aus den Fehlergleichungen des iiberbestimmt freien
Polygonzuges heraus, wenn zur Streckenmessung ein- und dieselbe Basislatte ver-
wendet wurde.

a) Die einseitige Diagonalriclhtung

Abb. 4

Die Bedingungsgleichung, beispielsweise durch die Diagonalrichtung Ry, be-
dingt, hat die Form einer Projektionsgleichung und stellt die Projektion des Poly-
gones von k bis p auf die Senkrechte zur Diagonalrichtung dar.
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Denkt man sich im Punkt k ein 6rtliches Koordinatensysten mit der Diagonal-
richtung Ry, als positiver Abszissenachse, so erhélt man die ortlichen Richtungs-
winkel

T+ = (Reg+1) — Rip)
Th+k+2) = U+ + (Raaymty — Rprr) £ 1800

Tp-1p = Yp—2p-1) T (Rp -1p — Rip—1yp—2) £ 1800
und mit diesen die Bedingungsgleichung
i=(p-1)

[Si(i-H) . sin Ti(i—l—l)] \ =

i=k

Aus dieser Bedingungsgleichung entsteht durch Einfiihrung der Messungswerte
und deren Verbesserungen die Fehlergleichung:

. ) i=p-1 i—(p - 1)

[(Ui(.'+1) = Vig-p) - (LPA,,Q'P)]' Zp )-l- [AS.-(,-.H) . sin 17;(.'+1)]’ :’ +wqg =0
Es ist:

Tii+y = der Ortliche Richtungswinkel der Seite s;;4.1)

vig+y = die Verbesserung der Richtung Rig.y1)

Asigy1y = die Verbesserung der Seite s;(;41)

AL, = die ortliche Abszissendifferenz von i bis p

o = 206265"

Wy = Widerspruch der Bedingungsgleichung,

Die eckige Klammer bezeichnet immer die Summe der Werte, die durch Be-
rechnung des Klammerausdruckes mit allen ganzzahligen i-Werten in den angegebe-
nen Grenzen entsteht.

Der Widerspruch der Bedingungsgleichung wird durch strenge Auswertung der
Bedingungsgleichung mit den Beobachtungswerten erhalten,

Fiir die Gegenrichtung R, gelten dieselben Formeln, nur wird das ortliche
Koordinatensystem in den Punkt p gelegt.

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten lautet:

Der Koeffizient der Richtungsverbesserungen v;441) und vy im Punkte / ist
die positive Abszissendifferenz von i nach p, also Ag;, = (§, — &), gebrochen
durch p”. Der Koeffizient der Seitenverbesserung As;;y1) ist der Sinus des drtlichen
Richtungswinkels der Seite s;541), also sin Tig41).

b) Die gegenseitigen Diagonalrichtungen

Fiir gegenseitige Diagonalrichtungen kénnten zwei Projektionsgleichungen der
vorstehend abgeleiteten Form verwendet werden. Man wird aber an Stelle der zweiten
Projektionsgleichung immer die Winkelgleichung verwenden, weil sie einfacher ist.
Fiir die Polygonschleife lautet die Winkelgleichung:

[Ri(i.H) — Ri(;__l)] T m . 1800 = 0,

=k
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aus der die Fehlergleichung

i=p
[Ui{ifl) — u;(,-,l)} . +owy =0

i

hervorgeht. Es ist

m . 1800 = die Winkelsumme der Polygonschleife k bis p.

6) Die Diagonalseite

Eine Diagonalseite gibt immer eine Distanzgleichung. Ist die Seite allein, also

ohne eine Diagonalrichtung, gemessen, dann ist die Aufstellung dieser Distanz-
gleichung umstédndlich. Es ist praktischer, eine Diagonalrichtung als Unbekannte
einzufiihren und mit zwei einfachen Projektionsgleichungen zu rechnen.

Wird die unbekannte Diagonalrichtung durch den Winkel « im Punkte k

bezeichnet, so sind die ortlichen Richtungswinkel

Tty = &
Tedyuty = @ + (Repnety — Rappr) £ 1800

To-np = %+ (Rugymty — Ruvpr + oo+ (Rp—pp — Rp—p—y) & 1800

T

- — 1800,

Mit dem Néherungswert von « aus der vorldufigen Berechnung des Zuges

erhélt man die Distanzgleichung

i=p
[sl'(H-l) - cos Tm+v] L0

. i=

uind die Richtungsgleichung

) i=(p—1)
Sighy - Sin gy o =0

i=k

und daraus die Fehlergleichungen

[(Uiﬁw — Vi 1) - 7

i—=p

+ [A Siti+1) » COS Ti(;+1)] LT

i<k

(— Anii)]i:(p—-l)
i=k 11

P

+do’" . (= A1) ;&,?kp) +wig=0

P

it

+ AE,) =0V _ i=(p-1
[(UF(HI) — Vi 1) . (—,,'—” 4|4 Sigy .+ sin TGy +

i=(k+ 1)

_I_ d“/l . (_}—p{%'&’ﬁ —+— Wzd: 0

Es ist
do’’ = die unbekannte Verbesserung des Néherungswertes des Winkels a.

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten der Distanzgleichung lautet:

Der Koeffizient der Richtungsverbesserungen im Punkte i ist die negative

) ) ) A: e — i
Ordinatendifferenz von i bis p, also — # = — (—’)P—“)

12

P
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Der Koeffizient der Seitenverbesserung As;s4y) ist der Cosinus des Richtungs-
winkels der Seite si.1.1), also cos 54y

d) Der geschlossene Polygonzug

Sind der Anfangs- und Endpunkt des freien Polygonzuges durch Seiten- und
Winkelmessungen verbunden, so entsteht das vollstdndig ausgemessene Polygon,
das immer drei Bedingungsgleichungen aufweist, ndmlich:

eine Winkelgleichung und zwei Projektionsgleichungen.

Der Ursprung des ortlichen Koordinatensystems wird in den ersten Polygon-
punkt gelegt und die positive Abszissenachse in die erste Polygonseite sy,2.

Die Gleichungen haben genau dieselbe Form wie die Gleichungen der Diagonal-
richtungen und Diagonalseiten, nur erstrecken sie sich iiber den ganzen Polygonzug.

2. Der iiberbestinunt orientierte Polygonzug

Die in der Praxis auftretenden iiberbestimmt orientierten Polygonziige unter-
scheiden sich nur durch die Zahl der gemessenen AnschluBgroBen. Die Messung der
Anschlufigroflen ist im allgemeinen vom {iibergeordneten Triangulierungsnetz, von
der Geldndeform und von der landwirtschaftlichen und gewerblichen Nutzung des
Bodens abhingig.

A 2
Abb. 5

Aus diesen Griinden kann man drei Gruppen von iiberbestimmt orientierten
Polygonziigen unterscheiden, ndmlich

1. Gruppe: Polygonziige mit Anschlufirichtungen und Anschlufipunkten. Diese
Polygonziige stellen den Schulfall des iiberbestimmt orientierten Polygonzuges dar.

2. Gruppe: Polygonziige mit Anschluipunkten. Diese Polygonziige treten dort
auf, wo Sichthindernisse die Messung von Anschlufirichtungen unmdéglich machen
oder sehr erschweren, z. B. in Waldgebieten.

3. Gruppe: Polygonziige ohne Anschlulpunkte. In diesem Fall sind Zwischen-
orientierungen das einzige Orientierungsmittel des Zuges. Die Geldndeform und die
Entfernung der gegebenen Punkte vom Polygonzug machen die Messung von An-
schluf3seiten unmoglich oder unwirtschaftlich.

1. Gruppe: 4P0/ygor‘1'ziige mit Anschlufrichtungen und. AnschlufSpunkten
Durch die Messung der drei restlichen Bestimmungsstiicke des Schulfalles des
orientierten Polygonzuges entsteht der vollstindig ausgemessene Polygonzug, der

daher drei Bedingungsgleichungen aufweist, ndmlich eine Winkelgleichung und zwei
Projektionsgleichungen.
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Dazu kommen noch etwaige Bedingungsgleichungen von Zwischenorientierun-
gen und Diagonalmessungen.
a) Die Winkelgleichung

Die Winkelgleichung lautet:
i—B
, £ m . 1800 — (vgg —vyp) = 0.

[Ri(i+l) — Ri(iAl)]

. Die Fehlergleichung lautet:
i—B
[Ui(i+l) - Ui(i—-l)l +w"=0
Ji=A
Aus den Polygonwinkeln rechnet man die Richtungswinkel v der Polygon-
seiten im Landeskoordinatensystem
Va1 = vap + (Rqy1— Rap)
Y1,2= Y41+ (R12 — Ry,) + 1800

VaB = Yu—yn + (Rup.— Ryp_y) + 1800

und stellt mit diesen die beiden Projektionsgleichungen auf.

b) Die Projektionsgleichungen

Sie lauten:
fiir die Abszissenrichtung

i=n

[Si(H-l) . €O8 ‘/i(i+1)] e (xg —x4) =0,

i=

fiir die Ordinatenrichtung
i=n

[Si(i-H) . sin Vi{:‘+l)J' e (yp—y4) =0

=

und driicken die Projektion des Polygonzuges auf die beiden Achsen des Landes-
koordinatensystems aus.

Aus diesen beiden Gleichungen leiten sich die Fehlergleichungen ab:
fiir die Abszissenachse:

— Ayp:p)]i=n o i=n
[(Ui(i+l) — UiG—1) - ("_PT,J’m)]._A -+ [A Sifi-+1) - COS Vi(i—i-l)]__A +K.Axqp+w,=0

fiir die Ordinatenachse:

AX,‘ i=n . =n
[(Ui(i+l) — V1) - U’_p“_ﬂ)]'_{‘ + [Asi(i—}—l) . sin Vi(i+l):|‘_A +K.Ayqp+w,=0
Es ist

vii4y = die Verbesserung der Richtung Riz41)
Asyiyy = di€ Verbesserung der Seite 5411

Riiyy = die gemessene Richtung vom Punkt i nach Punkt (i 4- 1)
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Yap, v = die Richtungswinkel der Anschluflrichtungen aus den Landes-
koordinaten berechnet

vig+y = der Richtungswinkel (orientierte Richtung) der Polygonseite s;;.11)
Ax;p, Ay;p = die Koordinatendifferenzen vom Punkt i/ nach dem Punkt B

K = der MafBstabfaktor

W = der Widerspruch.

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten der Richtungs- und Seitenverbesserungen
lautet, wenn der Polygonzug in der Richtung von 4 nach B durchlaufen wird, fiir die

Abszissenrichtung:
Der Koeffizient der Richtungsverbesserungen v;;4y und v;z_j) im Punkte i

o . . : ; — A4y
ist die negative Ordinatendifferenz von i nach B, gebrochen durch p’, also ,,J B

— — (s —lh)

P

Der Koeffizient der Seitenverbesserung Asj;p1) ist der Cosinus des Richtungs-
winkels der Seite s;5.1), also cos v 4 1).

Ordinatenrichtung:

Der Koeffizient der Richtungsverbesserungen vi;y) und v;4-y) im Punkte i

. , , Ax;
ist die positive Abszissendifferenz von i nach B, gebrochen durch ¢, also T 8 -xip

m —
(g —xy)
- " *

P

Der Koeffizient der Seitenverbesserung Asi;yy ist der Sinus des Richtungs-
winkels der Seite s;;.1), also sin vig4y).

c¢) Die Gleiclumg der Zwischenorientierung

Abb. 6

Die Bedingungsgleichung der Zwischenorientierung hat die Form einer Projek-
tionsgleichung. Sie lautet fiir die Zwischenorientierung im Polygonpunkt » nach dem
Orientierungspunkt Z.

) ) i—=(r—1)
Sz - 8in (Y74 — Yyz) + [S.'(i+ 1) SIn (Vi(i+ 1) — \/rZ)]' =0
=3

Es sind

sz4 und vz, = die Seite und der Richtungswinkel vom Punkt Z nach Punkt 4
vig+1) und v,z = die Richtungswinkel von i nach (i+1) und von r nach Z,
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Die Bedingungsgleichung driickt die Projektion des Polygones von- Z {iber
A bis r auf die Senkrechte zur Richtung der Zwischenorientierung R,z aus.
Denkt man sich im Punkte r ein 6rtliches Koordinatensystem mit der postiven
Abszissenachse nach dem Punkte Z gelegt, so kann unter Beachtung von
(Vig+y — ¥rz) = TiGi4y
die Bedingungsgleichung auch in nachstehender Form geschrieben werden
i—(r—1)

[Si(i+1) . sin Ti(H—])J =0

Aus dieser Bedingungsgleichung resultiert die Fehlergleichung

—A N
(q1—vap) . (‘FTEZ—A) + [(Ui(H—l) — YiG-1) - ( pugl)].l

+

i . i—=(r-1)
=+ | A8i4) - sin Ti(i+1)]_ , + K. A1y +wy =
N =
Es sind
AZz4 und AEz; = die Abszissendifferenzen im oOrtlichen Koordinatensystem

von Z nach A4 und von Z nach i, also (€4 — £z) und (§; — &),

A7.4 = die Ortliche Ordinatendifferenz von 4 nach r, also (1, — 7,

tz4 und T4y = die Richtungswinkel im ortlichen Koordinatensystem von
Z nach A und von i nach (i + 1).

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten der Richtungs- und Seitenverbesserungen
lautet:

Der Koeffizient der Richtungsverbesserungen v;;.1) und v;; 1) im Punkte 7 ist

die negative Abszissendifferenz im oOrtlichen Koordinatensystem von Z nach i, ge-
— AE,  —(E —FE

brochen durch p”, also —?,@ = —%N—QL)
Der Koeffizient der Seitenverbesserung As;;yy)ist der Sinus des Richtungswinkels
im Ortlichen Koordinatensystem, also sin 711y = sin (vig1y) — vrz).

Die Fehlergleichung der Zwischenorientierung enthdlt aufler den Richtungs-
und Seitenverbesserungen des Polygons von Z iiber 4 nach dem Punkt » noch die
Verbesserung der Anschluflrichtung von 4 nach P,

Bei Aufstellung der Fehlergleichung fiir eine Zwischenorientierung ist zu achten

1. auf das negative Vorzeichen der Abszissendifferenzen in den Koeffizienten
der Richtungsverbesserungen, ‘

2. dafl bei der Bildung dieser Koeffizienten immer die ortliche Abszissen-
differenz vom riickwirts liegenden Orientierungspunkt Z iiber 4 bis zum Punkt i,
also (§; — &z), zu nehmen ist (im Gegensatz zu den Koeffizienten derselben Rich-
tungsverbesserungen der Projektionsgleichungen des Schulfalles).

Die Orientierungsgleichung kann auch auf den Anschlulpunkt B bezogen
werden, was dann von Vorteil ist, wenn der Punkt » ndher dem Punkt B als dem
Punkt A liegt. In diesem Falle miissen die Richtungswinkel der Polygonseiten bis v,z
vom Punkt B ausgehend mit dem AnschluBrichtungswinkel vg, berechnet werden.
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d) Gleichungen der Diagonalmessungen

Fiir die ein- und gegenseitigen Diagonalrichtungen und Diagonalseiten liegen
genau die gleichen Verhéltnisse vor wie bei den iiberbestimmt freien Polygonziigen.

Es wire nur zu erwdhnen, daf} fiir iiberbestimmt orientierte Polygonziige die

Richtungswinkel im ortlichen Koordinatensystem aus den bereits vorliegenden
Richtungswinkeln v im Landeskoordinatensystem durch die Differenzen

iy = (i — Yip)

gebildet werden.

e) Gleichungen des Polygonzuges mit einem Anschlufipunkt und einer Anschluf-
richtung

Es ist der Schulfall des orientierten Polygonzuges, der nur durch Zwischen-
orientierungen iiberbestimmt ist. Alle Bedingungsgleichungen sind daher Gleichun-
gen fiir Zwischenorientierungen.

Der Fall kann bei der Bestimmung von Doppel- und Mehrfachpunkten auf-
treten.

2. Gruppe,; Polygonziige mit Anschlufpunkten

Diese Polygonziige haben aufler Gleichungen von Zwischenorientierungen und
Diagonalmessungen nur eine Distanzgleichung, deren Aufstellung und Hand-
habung verhéltnisméBig umstédndlich ist.

Es ist aber wesentlich einfacher, den Anschlu3winkel «, als Unbekannte ein-
zufiihren, wodurch eine zweite Bedingungsgleichung entsteht. Die beiden Bedin-
gungsgleichungen haben die bereits bekannte Form von Projektionsgleichungen.

Den Niherungswert des AnschluBBwinkels & erhélt man durch die ,,Berechnung
des orientierten Polygonzuges‘.

Abb. 7

Mit dem Nidherungswert des Anschlulwinkels o, bildet man die Richtungs-
winkel im Landeskoordinatensystem

VAL= V4B + Oy
V1,2 = Va1 + (R2 — Ry 4) + 1800
B = Ymu—1)n + (—RnB _ Rn(n—l)) + 1809

und mit diesen erhilt man die beiden Projektionsgleichungen fiir die Abszissen-
und Ordinatenachse.
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a) Die Projektionsgleichungen

Die Gleichungen lauten
i=n
fiir die Abszissenachse: [s;ﬁ+1).cos V,-;,~_|_1)] —(xp—x9)=0
i= A

. i=n
fiir die Ordinatenachse: [Si(,'+1).Sill Vi(i+l)]. — (B —ys) =0

1=

Daraus ergeben sich die Fehlergleichungen:

=
[(Ui(i—{—l) Vii— 1)) ) +[AS,'(;+1)‘COS Vi(H—l)J. R -+
I =

¢ i=
+ da "(PAJA—H)JrKA,\AB—Fw =0
AA, i=n . i=n
[(Ui(i+1) ViGi—1))+ (+P B)]_ + [Asi(i+l)-31n Vi(H-l)‘I'_A +

" (+ A}‘AB)

+ doy +K.Ayap 1w, =0

Es ist

da,’ = die unbekannte Verbesserung des vorldufigen AnschluBwinkels a.,.

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten der Richtungs- und Seitenverbesserungen
ist dasselbe wie fiir den Schulfall des liberbestimmt orientierten Polygonzuges.

 b) Die Gleichung der Zwischenorientierung
Mit dem Nidherungswert des Anschlufwinkels a4 ergibt sich die Bedingungs-

gleichung mit
i=r—1

8z4.8i0(Vz4 — Viz) + lsi{i+1)~5in(vi(i+l ) Vrz)]_ =0.

i=

Die Fehlergleichung lautet
( ACZ:)J'_

i=(r-1)

[(U,(,H) — Vii—1)- + [L\S i+ Sin 17.(.+1)]

=4

| da . (= sz") 4 K. Ay + wz =0,

wobei fiir
(ViGi+1) — Vrz) = Tig+

der ortliche Richtungswinkel eingefiihrt wurde.

Es ist da.4’ wieder die unbekannte Verbesserung des AnschluBwinkels .

Die Bedeutung der Gleichung, die Bezeichnungen und das Bildungsgesetz der
Koeffizienten der Verbesserungen sind dieselben wie beim Schulfall des {iberbestimmt
orientierten Polygonzuges.

c) Die Gleichungen der Diagonalmessungen

Es liegen genau dieselben Verhéltnisse vor wie bei den bereits behandelten Fillen.
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d) Die Gleichungen des Polygonzuges mit einem Anschlufipunkt

Dieser Polygonzug hat keine Distanzgleichung. Die Uberbestimmung erfolgt
durch Zwischenorientierungen und Diagonalmessungen.

Der Niherungswert des AnschluB3winkels &, wird durch die ,,Berechnung des
orientierten Polygonzuges‘‘ ermittelt.

Dieser Fall des Polygonzuges kann bei der Bestimmung von Doppel- und
Mehrfachpunkten auftreten.

3. Gruppe: Polygonziige ohne Anschlufipunkte

Niaherungswerte des AnschluSwinkels « und der Anschlufiseite s werden durch
die ,,Berechnung des orientierten Polygonzuges* zuerst ermittelt.

Diese beiden Orientierungsgroflen werden als Unbekannte eingefiihrt und
dann wie beim ,,Polygonzug mit einem Anschlupunkt und einem Anschluflwinkel*
wird die Rechnung weitergefiihrt.

Da der erste Orientierungspunkt Z; an Stelle des Anschlu3punktes und die
Seite der ersten Zwischenorientierung sz ; an Stelle der Anschluflseite tritt, kommen
zur Aufstellung der Bedingungsgleichungen nur (z — 1) Zwischenorientierungen in
Betracht.

Die Uberbestimmung dieser Polygonziige erfolgt nur durch Zwischenorien-
tierungen und Diagonalmessungen.

Diese Polygonziige treten bei Bestimmung von Doppel- und Mehrfachpunkten
auf. ’

a) Gleicliumg einer Zwischenorientierung

Die Bedingungsgleichung lautet wieder beispielsweise fiir die r-te Zwischen-
orientierung R'Zr“ -

i=(r-1)
87,7, - Sin (Vz,z, — Vrz,) - 57,1 8in (vz,1 — viz) + [Si(i-l—l) . sin (Vi) — Vrz,)]i:1 =0
Aus dieser Gleichung erhdlt man, wenn fiir
(Vi(i+1) - "rz,.) = Ti(i+1)

gesetzt wird, die Fehlergleichung

(_ AE Y li=r . Ni=r—-1) —A
[(Vi(H-l) —ViGi-1) - —,,Z’—') - + [Asiapyy - sinTigey 1 -+ do’ . (- ,‘,Z'Z’) +

p i= i= p

+dS . Sin’Cle +K . A’qlr + wz = 0’

worin AZ und A die Abszissen- und Ordinatendifferenzen im ortlichen Koordina-
tensystem sind und d«’’ und ds die Verbesserungen der vorldufigen Werte des An-
schluBwinkels und der Anschluflseite darstellen.

b) Gleichungen der Diagonalmessungen

Diagonalmessungen werden genauso behandelt wie bei den vorher betrachteten
Féllen.
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Bildung und Auflosung der Normalgleichungen

Vor der Bildung der Normalgleichungen ist es zweckmifig, die Messungen
durch Einfiihrung ihrer mittleren Fehler auf gleiches Gewicht zu bringen.

Dies geschieht durch Multiplikation des Koeffizienten einer jeden Verbesserung
der Fehlergleichung mit dem gegebenenmittleren Fehler der betreffenden Beobachtung.

Dann kann die Bildung der Koeffizienten der Normalgleichungen durch ein-
fache Summierung der Produkte aus den Fehlergleichungskoeffizienten erfolgen.

Die Fehlergleichungen fast aller Arten von Polygonziigen weisen gegen den
Normalfall der Korrelatenausgleichung einen Unterschied auf. Es treten ndmlich
neben den unbekannten Verbesserungen der Winkel und Seiten noch die unbekann-
ten Groflen: Mafstabfaktor, AnschluBwinkel und Anschluflseite auf. Es liegt der
allgemeine Fall der Ausgleichsrechnung, ndmlich: ,,Bedingte Beobachtungen mit
Unbekannten‘‘ vor.

Wenn zwischen den n Beobachtungen f Fehlergleichungen mit » Unbekannten
bestehen, dann lautet die allgemeine Form der Fehlergleichungen:

ajvy+az. o+ ... +a, .0+ A X +Byxy... FRiX,+w; =0
bivy+by. v+ ... +b,. v, FA2X1+Byxy ... +Ryx, +wp=0

flul +/2ou+ + fu . Uy +AfA‘1 +fo2 —I—RfA‘r + W= 0
Fiir die Moglichkeit einer Ausgleichung muf3 die Ungleichung
n>f—r>0

bestehen.
Die (f + r) Normalgleichungen haben nachstehende Form:

laamm]ky + [abmm)ky + ... + [afinm] kg + A1 Xy + B X2+ ... + Ryx, +w; =0
[bamm] kg + [bbmm) ky + ... + [bfinm) ks + Aaxy +Byxo + ... + Roxp +wp =0
) E

[fal;nn] ky + [fbmm]lky + ... + [ffiminl kg + Apxy + Bpx2 + ... + Rpx, + \1:7: 0

Al.kl+ Az.kz + ... Af.kf . =0
By.ki+ By.ky + ... Bf.kf . . . . =0
Rl-kl"l“ Rz.kz + ... Rf.kf . . . . =0

Die m-Werte sind die mittleren Fehler der Beobachtungen.

Da die Koeffizienten der Normalgleichungen bezliglich der Diagonale von
links oben nach rechts unten symmetrisch gleich sind, werden sie nur einmal an-
geschrieben, wodurch die letzten r-Gleichungen nur durch Nullen bezeichnet sind.

Die Auflosung des Normalgleichungssystems geschieht nach dem Gaufischen
Algorithmus.

Die letzte Reduktion gibt die negative Fehlerquadratsumme

(ORI ¥
mml|

wobei die Anteile der Korrelaten negativ sind, die Anteile der Unbekannten aber
positiv sind.
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Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist

m, = mm

(f=n"
IT. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen

Die Ausgleichung der Polygonziige nach vermittelnden Beobachtungen setzt
voraus, dafl von jedem Polygonpunkt zuerst vorldufige Koordinatenwerte bekannt
sein miissen.

Bei dieser Methode wichst die Zahl der Unbekannten im gleichen Verhéltnis
wie die Zahl der Neupunkte.

Aus jeder Messung, also Richtung und Strecke, geht eine Fehlergleichung
hervor.

Es besteht bei der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen kein Unterschied
im Ansatz der Fehlergleichungen fiir die verschiedenen Arten der Polygonziige.

Da jede Strecke und Richtung zwei Punkte verbindet, konnen hochstens vier
unbekannte Koordinatenverbesserungen dx und dy in einer Gleichung auftreten,
wozu noch die Orientierungsunbekannte o in der Richtungsgleichung und der Ma@-
stabfaktor K in der Streckengleichung kommen.

Die Fehlergleichung einer Richtung R;; lautet:

aip .« dx; + by, . dy; — ay . dxpy — by . dyy -+ o; -+ wy'' = vy
Es sind
_sinvie —cos Vi,

Ay, = 5 ', by =— ™ . p""...die Richtungskoeffizienten von inach k,
ik ik

dx;, dy;, dxy, dy) ... die Koordinatenverbesserungen der Neupunkte / und £,

0;i ... der Orientierungswinkel auf Punkt 7,

Wi ... der Widerspruch der Richtung Ry, wip= (v;;,. —R;‘) d. i. (vorldufiger
Richtungswinkel — vorldufig orientierte Richtung),

vy . . . die Verbesserung der Richtung R;j.

Fiir den Orientierungswinkel wird auch ein Ndherungswert und die Verbesserung
eingefiihrt, also o; = o} -+ do;.

Die Fehlergleichung einer Polygonseite s;;, lautet:

— €08 Vg . dx; = sin Vi . dy; -+ cos iy, . dXy - sing, . dyy — sy K-+ wiy = Ay

Es ist

vir ... der vorldufige Richtungswinkel von 7 nach k

sy’ ... der gemessene Wert der Strecke s;y

K ... der MafBstabfaktor

w:.'; ... der Widerspruch der Strecke s;, \1);',1:( ‘i’k — s,-,,.’,) d. i. (Strecke aus

vorldufigen Koordinaten — gemessener Wert)
Asy, ... die Verbesserung der Strecke s;.
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Vor der Bildung der Koeffizienten der Normalgleichungen ist es zweckméfBig,
durch Division der ganzen Fehlergleichung (einschlieBlich des Widerspruchs) durch
den mittleren Fehler der Beobachtungsgrofle alle Fehlergleichungen auf gleiches
Gewicht zu bringen.

Mit diesen umgeformten Koeffizienten der Fehlergleichungen werden in iiblicher
Weise die Koeffizienten der Normalgleichungen gebildet.

Die Auflosung der Normalgleichungen gibt die gesuchten Punktverbesserungen
dx und dy und damit die wahrscheinlichsten Werte der Landeskoordinaten der
Neupunkte.

Die letzte Reduktion der Normalgleichungen gibt wieder die Fehlerquadrat-
summe, aus der der mittlere Fehler der Gewichtseinheit mit

|5
m, = + 1 mm

n—1u

errechnet wird.

D) Die Verknotung der Polygonziige

Fiillen die Neupunkte eine Fldche aus, so findet man zur Bestimmung der
Punkte mit einem einzigen Polygonzug nicht mehr das Auslangen. Es muf} vielmehr
ein Netz von Polygonziigen iiber das ganze Gebiet gelegt werden, um alle Punkte
zu erfassen,

Die Punkte dieses Netzes heiflen Knotenpunkte.

Ein Knotenpunkt ist definiert als Endpunkt von mindestens zwei freien oder
orientierten Polygonziigen.

Jeder Punkt, also Neu- und Altpunkt, kann Knotenpunkt sein, doch sollen nur
die Polygonpunkte, die Knotenpunkte sind, als solche gelten.

Die Hauptpunkte einer Verknotung der Ziige sind die Anschluflpunkte (Alt-
punkte) und die Knotenpunkte (Neupunkte).

Man unterscheidet wieder Anschluf8punkte mit und ohne Anschluflrichtungen,
desgleichen Knotenpunkte mit und ohne Polygonwinkel, d. s. die Winkel zwischen
den im Knotenpunkt endigenden Polygonseiten.

Nicht nur zur Erfassung aller Neupunkte miissen die Ziige verknotet werden,
auch zur Erreichung einer vorgegebenen Lagegenauigkeit der Polygonpunkte mufl
ein langer Zug unterteilt werden, was am wirkungsvollsten durch eine Verknotung
geschehen kann.

Der Ausgleichung eines Netzes mufl wieder die Berechnung vorldufiger Werte
der Koordinaten und fehlender Orientierungsgrofen vorausgehen.

1. Berechnung der Verknotung

Lassen sich in dem Netz mit Hilfe der gemessenen Polygonwinkel auf den
Knotenpunkten orientierte Ziige zusammenstellen, dann erfolgt deren Berechnung
nach den im Abschnitt: ,,Berechnung des orientierten Polygonzuges** entwickelten
Methoden.
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Sind jedoch in manchen Knotenpunkten nur einige oder gar keine Polygon-
winkel gemessen, so miissen die zur Berechnung notwendigen Stiicke als Unbekannte
eingefiihrt und berechnet werden.

Gang der Berechnung:

Zuerst berechnet man die Winkel der Figur der Knotenpunkte, die etwa fehlen.
Zu diesem Zwecke ermittelt man die Entfernungen der Knotenpunkte nach den
Formeln des freien Polygonzuges und berechnet aus den zwei Projektionsgleichungen
fiir jede Figur der Knotenpunkte die gesuchten Netzwinkel. Bilden die Knotenpunkte
Dreiecke, so konnen die Winkel auch mit dem Halbwinkelsatz berechnet werden.

Sind AnschluBBpunkte mit Anschlufirichtungen vorhanden, dann stellen sich der
weiteren Berechnung der Polygonziige keine Hindernisse entgegen.

Der allgemeinste Fall tritt dann ein, wenn AnschluBlpunkte ohne Anschluf3-
winkel vorliegen und auf den Knotenpunkten der Anschluflziige keine Polygon-
winkel gemessen sind.

In diesem Fall miissen mindestens zwei AnschlufSpunkte und drei Knotenpunkte
vorhanden sein.

Die unbekannten Winkel sind der AnschluBwinkel im ersten Anschlu3punkt
und der Polygonwinkel auf dem Knotenpunkt des zweiten Anschluflzuges. Die
Ermittlung der Winkel erfolgt wieder aus Projektionsgleichungen. Mit diesen Win-
keln wird der Polygonzug in der iiblichen Weise berechnet.

In allen diesen Féillen, wo goniometrische Gleichungen aufzulésen sind, muf}
zur Feststellung des eindeutigen Resultates noch ein zusétzliches Bestimmungs-
stiick verwendet werden.

2. Ausgleichung der Verknotung

Die Ausgleichung einer Verknotung kann wieder nach bedingten oder ver-
mittelnden Beobachtungen erfolgen.

a) Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen

In einer Verknotung der Ziige konnen theoretisch alle Arten von Bedingungs-
gleichungen auftreten, die alle im Abschnitt: ,,Ausgleichung der Polygonziige** be-
handelt sind.

Die Zahl der Bedingungsgleichungen einer Verknotung der Ziige ergibt sich mit

B=P+w—2k+ Zwi+ Di,
worin bedeutet:

B ... Zahl der Bedingungsgleichungen

P ... Zahl der Polygonziige der Verknotung

w ... Zahl der AnschluB- u. Polygonwinkel auf Anschluff- u. Knotenpunkten
k ... Zahl der Knotenpunkte (Neupunkte)

Zwi ... Zahl der Zwischenorientierungen

Di ... Zahl der Diagonalmessungen.

Werden Anschluflwinkel, AnschluBseiten und Polygonwinkel auf Knoten-
punkten als Unbekannte in die Ausgleichung eingefiihrt, so entsteht fiir jedes als
Unbekannte eingefiihrte Bestimmungsstiick eine Bedingungsgleichung, sodaf3 diese
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Unbekannten an der Zahl der iiberschiissigen Beobachtungen nichts dndern; hin-
gegen bewirkt die Zahl der Mafstabfaktoren eine Verringerung der iiberschiissigen
Beobachtungen.

Die Zahl der iiberschiissigen Beobachtungen ist

ii=B—m,

worin bedeutet :

B ... die Zahl der Bedingungsgleichungen

m ... die Zahl der Mafistabfaktoren.

b) Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen

Jeder beobachtete Neupunkt verursacht drei Unbekannte, ndmlich zwei Ko-
ordinatenverbesserungen und die Orientierungsunbekannte.

Jeder nicht beobachtete Neupunkt hat nur die zwei Koordinatenverbesserungen.

Jeder beobachtete Altpunkt weist nur-eine Orientierungsunbekannte auf,

Zu diesen Unbekannten treten noch die Mafistabfaktoren.

Die Zahl der iiberschiissigen Beobachtungen ist nach der Formel

i=R+4+s—@ny+2ny4+a+m.

Es bedeutet:

R ... Zahl aller auf Alt- und Neupunkten gemessenen Richtungen

s ... Zahl aller Polygonseiten

1y ... Zahl der beobachteten Neupunkte

Ny ... Zahl der nicht beobachteten Neupunkte

a ... Zahl der beobachteten Altpunkte

m ... Zahl der Mafistabfaktoren.

Kriterium zur Bestimmung eines fehlerhaften Ausgangspunktes beim
mehrfachen Riickwirtseinschneiden

Von Walter Simetana, Wien
1. Einleitung

Bei der in der Praxis vorkommenden trigonometrischen Bestimmung von Ein-
schaltpunkten (EP) [1] nach der Methode des mehrfachen Riickwértseinschneidens
wird es mitunter vorkommen, daf3 die analytische Berechnung der drei Schnitte mit
den geringsten mittleren Punktlagefehlern [S] Koordinaten des zu bestimmenden
Punktes liefert, die untereinander Streuungen aufweisen, die ein Vielfaches der in [6]
entwickelten maximalen Koordinatenstreuungen betragen. Der Grund hiefiir liegt
darin, daf} sich die Koordinaten eines Ausgangspunktes nicht auf den angezielten
Punkt beziehen, also keine Identitdt dieses gegebenen Ausgangspunktes vorliegt.

Wihrend nun F. Ackerl in den sehr ausfiihrlichen Abhandlungen [2] [3], sowohl
den EinfluBl der Fehler der bekannten trigonometrischen Punkte auf das Ergebnis
des Riickwirtseinschnittes als auch die Wirkung der Winkelfehler untersucht, die
Koeffizienten bestimmt, mit denen der Fehler des Neupunktes zu berechnen ist,
wenn die Koordinatenfehler der gegebenen Punkte und die Winkelfehler bekannt



