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Beitriige zur Potentialtheorie

Von Godfiied Oliwa, Wien

a) Ein Satz von Callendreau

In der Theorie der heterogenen, rotationssymmetrischen Gleichgewichtsfiguren
werden die inneren Niveauflichen N durch den zugehorigen Aquatorradius # gekenn-
zeichnet, der zwischen 0 und 1 variiert. Die Abplattung a einer inneren Niveaufliche
wird als Funktion des entsprechenden ¢ eingefiihrt. Ist die Dichte p eine stetige
Funktion von ¢, so wird der Zusammenhang zwischen p () und a () der Niveaufldche
N () durch die Differentialgleichung von Clairaut (in der einfachen Form)

2D'a+6pa’ 4+ tDa”" =0 (D
geliefert.

Der Akzent ' bedeutet die Ableitung nach r. D ist die mittlere Dichte der Kugel
vom Radius + Fiir die mittlere Dichte ergibt sich somit

t
D13 = [p(n)di? L)
und daraus p =D + ;“ 1D’ Lo 3

(1) geht durch die beriihmte Transformation von Radau

’

- =1 . . . (43)
Dl
' = G .. . (4v)
in die Form
tf = —1n(+5 —2G1 +1n) NG
iiber. Durch nochmalige Differentiation nach # ergibt sich
ty''=—24Q3+4+G —2G 1+ 1) ... (6)

(Diese Beziehung wird im Folgenden Verwendung finden.)
Aus Stabilitdtsgriinden wird in der klassischen Theorie
D'<0und0<p(f) <o )

im abgeschlossenen Intervall 7 (0 = ¢t << 1) vorausgesetzt. Daraus folgt unmittelbar
mit (3) und (4b)

—3(F _
G=13 ( 5 1) <0 .. (8)
Weiterhin wird angenommen, daf3 in T
0 <a() <o )

ist.

Callendreau zeigte:

Ist in 7 p" und p"’ stets negativ, so ist % in T stets positiv. Es kann allgemeiner
gezeigt werden:

Ist in T G und G’ stets negativ, so ist %’ in T stets positiv. Der Beweis ist dem
von Callendreau analog.
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Da nach (7) D’ < 0 ist, so ist im Mittelpunkt+-= 0. v (0) = 0, ... (10)
was sich aus (4a) und (9) direkt folgern 14t.

Fiir ¢+ = 0 ergibt sich aus (1): 2D (0) a (0) — 6 p (0) &' (0) = 0. Da «a (0), ¢ (0)
positiv und D’ (0) negativ ist, folgt, daB} a’ (0) positiv ist. Differenziert man (4a)
nach ¢, so ist

. (I, (I”(I —(1'2
T T az
und fiir ¢ = 0 folgt, weil ¢’ (0) positiv ist, %' (0) > 0 . (1
Es bleibt noch zu beweisen, dal im Intervall T stets 7 (f) >0 (12)

ist. Dies ergibt sich leicht durch indirekten SchluB.

Wire 7 (1) ab einem ¢* negativ, also 7 (1*) = 0, so wihlt man ¢, und 12 50,
daB 0=t <t* <t =1 ist. Damit ist {; — t, negativ. Da 7 (#) von 0 bis *
wegen (10) und (11) und aus Stetigkeitsgriinden positiv sein muB, ist v (f1) > 0-(tz)
Nun ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

0<n(t) —n(t) =7 (1) (ty —12)
7/ (f) miiBte negativ sein; dies ist jedoch unmoglich, weil nach (5) fiir o (t*) =
=0:*7 (t*) = — 2G > 0 wegen (8) sein muB. Durch geelgnete Wahl von tl und
1, kann sicher erreicht werden, da} = ¥ ist. :

Nun kann der eigentliche Beweis des Satzes durch einen indirekten Schlufl
geliefert werden.

. Angenommen, es wiirde 7’ () ab einem bestimmten f0 negativ werden, dann
miifte in £ ein Maximum von 7 () auftreten, d. h. %'’ (10) miiBte negativ sein; wire
also ' (19) = 0, so wiirde mit (6)

04" (10) = — 26" (1 + 1) >0 |
folgen, weil 7 (f) in T stets positiv ist und G’ als negativ vorausgesetzt wurde. Es
miiflte demnach nicht ein Maximum in (0, sondern-ein Minimum existieren, ‘was
widerspriichlich ist.

Dal} die Voraussetzungen, G und G’ ncgativ, weiter als die von Callendreau
sind, sieht man sofort. Aus (8) ergibt sich durch Differentiation nach ¢:

o= {51

3, e
04—3( TG)

Die Voraussetzung p’ < 0 wird durch G < 0 oder p < D und p” < 0 durch G’ <0,

d. h.p <% G ersetzt.

Die zweimalige Differnzierbarkeit von p wird nicht vorausgesetzt.

Bedeutet p’ < 0 eine monotone Dichteabnahme vom Schwerpunkt zur Ober-
fliche hin, so 146t sich die Voraussetzung, daB3 nur G < 0 und damit p < D zu sein
braucht, eine mogliche stellenweise Dichtezunahme (im selben Sinn) zu. Aus (2)

folgt durch partielle Integration
p

(b—D)=\.0ydi SINNGE)

PO
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Soll g-< D sein, so braucht nur der Wert des Integrals in (13) negativ sein. Ist z. B.

R 4 o .
p = A(t — )2, wo ) = const 3£ 0, so muB nur o > 5 sein, damit diese Bedin-

gung erfiillt wird.

Auf irdische Verhiltnisse (Oberflichendichte = 2, 7, ¢ = 0,81) angewandt,
ergibt dieses abwegige — hier jedoch denkbare — Dichtegesetz, durch seinen streng
parabolischen Verlauf bedingt, eine Dichteabnahme von der Oberfliche bis zu einer
Tiefe von 1212 km, wo die Dichte 0 wird; ab dieser Stelle wichst die Dichte zum
Schwerpunkt hin, wo sie ihren gréfiten Wert mit 49,1 erreicht.

b) Uber Kugelfunktionsentwicklungen

Bekanntlich werden in der Geodisie bei der Behandlung potentialtheoretischer
Probleme vorzugsweise Entwicklungen nach Kugelfunktionen verwendet. Im Hin-
blick auf verschiedene Konvergenzbetrachtungen der Kugelfunktionsentwicklung
erfahren sie durch diese Methode des 6fteren betrdchtliche Einschriankungen.

Im folgenden soll dies an einem bekannten Beispiel gezeigt werden. Nach einem
Satz vonMac Laurin iibt speziell ein homogenes Rotationsellipsoid auf cinen dufleren
Punkt.dieselbe. Anziehung aus, wie ein zu diesem konfokales gleicher Masse. Dies
gilt auch, wenn.das Ellipsoid in den doppelt iiberdeckten Fokalkreis ausartet.

Entwickelt man dagegen das Potential eines homogenen Rotationsellipsoides
im AuBenraum nach durchwegs reellen Kugelfunktionen erster Art, so kann man
aus dieser Potentialdarstellung allein schlieBen, daf3 dieses Ellipsoid auf einen duf3c-
ren Punkt nur dann dieselbe Anziehung wie ein konfokales gleicher Masse ausiibt,
wenn beide die Fokalkugel ganz enthalten.

""_ Dies laBt sich einfach zeigen:

) Es liegé im Raum ein Koordinatensystem O (x, y, z) vor, Der Ursprung 0 liege
im Schwerpunkt einer endlichen Masse M. Dann kann bekanntlich [1] die Potential-
funktion ¥ von M auBlerhalb der kleinsten, die Masse gerade noch einschlieBenden
Kugel (deren Radius /; ist) nach Kugelfunktionen

L [ \n+1
V=2X (—;’) V, (%, 2)
n=o
entwickelt werden. ¥, ist die allgemeinste Losung der Laplace’schen Differential-
gleichung in riumlichen Polarkoordinaten, die im Reellen juf einer Kugel eindeutig
ist. Sie ergibt sich mit
V.= 2’: (Vnwcos VI + (V,, sin vA) P, (cos V)
v=—o0

Hiebei sind 9 und X Poldistanz und Linge des Aufpunktes (in geozentrischen Koordi-
naten), / der Abstand des Aufpunktes vom anziehenden Massenpunkt; die P,,
(cos ) sind die zugeordneten Kugelfunktionen erster Art und ¥, und ¢V, sind
die Zahlenkoeffizienten. Die zugeordneten Kugelfunktionen erster Art haben die
Form 2]

P, (cos ) = i’ sin 9 [cos n=v Y — n— yl-(" —v=1D

_ _ 7 n—v-2 % N
20n—1 T ]
worin /2 = — 1 isl.
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Wenn v ungerade ist, ergibt der Faktor i im Resultat nichts Komplexes, sobald
Vs §Vay als rein imagindre Werte angesetzt werden. Dies zeigt ausdriicklich, daf3
die Kugelfunktionsentwicklung das reelle Ergebnis im allgemeinen iiber das Kom-
plexe erreicht.

Wenn jedoch der Rand der Masse M und die Massenanordnung im Korper
rotationssymmetrisch zur z-Achse ist, so ist die Entwicklung von A unabhingig.
Im Ausdruck fiir V, verschwinden dann alle Glieder mit v > 0. Da v = 0 ist, werden
die nun auftretenden, zonalen Kugelfunktionen P, stets reell sein und somit auch
«Vuo Das Potential wird in diesem speziellen Fall durch die durchwegs reelle Reihe

, 0‘1 /0 n+1 )
V=2 '/— (‘Vno le (COS ‘,)

dargestellt.
Kenit ‘'man das Potential ¥, der-Masse fiir -einen-Punkt-P-auf  der positiven
z-Achse in der Entfernung / = /gy und ist dieses in eine konvergente Reihe der Form

V, = O)% (&)n + A,

n=—o /
entwickelbar, so ergibt sich durch Koeffizientenvergleich .V,, = 4,,. Die als bekannt
vorausgesetzten A, hdngen nun von der Massenanordnung ab. Hat iiberdies die
Masse die x-y-Ebene zur Symmetrieebene, so ist

, 0\3 [0 2h+1 }
V=23 —l— sz Pz kO (COS |))

n—o

Es ist leicht, aus der bekannten Formel fiir das AuBenraum-Potential ¥, eines
abgeplatteten, homogenen Rotationsellipsoides [3] auf dem oben angefiihrten Weg
eine durchwegs reelle Entwicklung nach Kugelfunktionen 1. Art zu erhalten. Fiir
einen Punkt P der z-Achse (x =y = 0) mége z = r = max (e, c¢) und 5 = 2 — ¢2

sein. Es ist somit
3 M r2 e r
Vp= — — ({1 — —| arctan — — —
2 e e2 r e

wenn e die lineare Exzentrizitét ]/ a2 — c¢2 bedeutet. Da somit stetsT < 1 sein wird,
kann der arctan in eine Taylorreihe entwickelt werden; es ergibt sich Helmert [4]

und Jung [5]
IM 2 (— 1)k e\2k
y— """y 2Py, S I (|

r o (2k—]\‘1)(2k+3) ()' ZA,()(COS‘) ()
Bei stark abgeplatteten Ellipsoiden kann e = ¢ sein. Dieser Fall wurde in der Geo-
dédsie nie in Betracht gezogen; er moge dennoch hier erortert werden. e = ¢ heif3t,
daB die Fokalkugel auch Teile des massenfreien Raumes einschlieSt. Fiir diesen
Raumteil ist (1), wie leicht einzusehen ist, nicht mehr giiltig [1]. Denn z. B. fiir einen
Punkt der z-Achse mit ¢ < r = e im AuBlenraum der Masse ist, da fiir ¥ = 0 die
zonale Kugelfunktion P, (cos 0) = 1 wird, (1) nicht konvergent. Wire ndmlich

S (=DF e\**
wZo 2k + 1) 2k +3) (T)
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konvergent, so miiite notwendig

/i 1 e\2k
i @k + 1) 2k T 3) (T)

verschwinden. Es geht jedoch im Gegenteil

. el
Jim kT TRk T3
— wobei e hier die Basis der natiirlichen Logarithmen bedeutet — iiber alle Grenzen,
wenn das feste p > O ist. Dies folgt nach einer kleinen Umformung leicht, etwa durch
Anwendung der Regel von De I’'Hopital.

Da im Potentialausdruck (1) nur die Masse M und die lineare Exzentrizitit e
auftritt, geben alle konfokalen, massengleichen Ellipsoide fiir Punkte des Auflen-
raumes das gleiche Potential. Nach dem obigen kann jedoch die Kugelfunktions-
entwicklung (1) nur dann das Potential im gesamten Auflenraum darstellen, wenn
¢ > e ist; das heifit, wenn die Fokalkugel ganz im Inneren der Ellipsoide liegt. Fiir

Ellipsoide, die eine Abplattung « haben, die grofler als I — %ist, stellt der Ausdruck
/

(1) nicht mehr das gesamte Aullenraumpotential dar.
Somit widre die Anziehung eines homogenen Rotationsellipsoides auf einen
duBeren Punkt nur dann dieselbe wie die eines konfokalen gleicher Masse, wenn

. [
dessen Abplattung kleiner als 1 — 3 ist.

Es zeigt sich also, daB3 nicht unbedingt allgemeingiiltige, physikalische Sétze aus
Uberlegungen abgeleitet werden kénnen, denen Kugelfunktionsentwicklungen zu-
grunde liegen.

c) Uber die analytische Fortsetzung des Potentials in das Innere anziehender Massen

Bekanntlich 148t sich das Auflenraumpotential nur in speziellen Féllen in das
Innere anziehender Massen analytisch fortsetzen. Dies ist nur dann moglich [6],
wenn das Potential im AuBenraum des Korpers als Potential einer geeigneten,
flichenhaften Massenbelegung im Inneren des Korpers darstellbar ist. Die sich
ergebenden singuldren Stellen des Potentials werden durch die durch Masse belegte
Fldche umschlossen.

Daraus ergibt sich jedoch nicht, dal im Inneren der anziehenden Kérper singu-
ldre Stellen der-AuBlenraumpotentiale sein miissen.

Einige Gegenbeispiele mogen dies zeigen:

Eine konzentrische, homogene Kugelschale hat bekanntlich keine Singulari-
tidten in der anziehenden Masse. Ahnlich verhilt es sich mit einer homogenen, von
dhnlichen konzentrischen Ellipsoiden begrenzten Schale, wenn nur das innere
Ellipsoid die Fokalellipse ganz enthiilt.

Fiir eine heterogene Massenverteilung sei folgendes Beispiel angefiihrt [7]:
Es sei der Raum zwischen zwei dhnlichen, konzentrischen Ellipsoiden mit der homo-
genen Masse von der Dichte k, erfiillt; auf diese Masse werde mit dem Zentrum 0,
das im gemeinsamen Mittelpunkt der Ellipsoide liegt, die Kelvin-Transformation
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angewendet. Das Potential ¥ dieser so transformierten Masse im AufBlenraum ist
W = —:— ; denn dieser AuBlenraum ist die Transformierte des Hohlraumes innerhalb
der Ellipsoidschale, in dem bekanntlich das Potential V einen konstanten Wert ¢ hat.
Die Masse zwischen den Ovaloiden hat die Dichte k' = k, %:-, wobei R der In-

versionsradius ist. Da W aber dieselbe Wirkung wie die im Mittelpunkt 0 konzen-
trierte Masse ausiibt, so ist die analytische Fortsetzung im Inneren der Masse nie
singuldr, soferne die (im Pliicker’schen Sinn verstandenen) Brennpunkte im Hohl-

raum der Ovaloidschale liegen.
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Neuartige Stabilisierung von Polygonpunkten

Yon Ferdinand Eidherr, Wien

Die Fortfiihrung eines Vermessungswerkes ist aus vielen Griinden, im besonde-
ren jedoch vom rechtlichen und wirtschaftlichen Standpunkt aus, von grofB3er Bedeu-
tung.

Grundsitzlich bezieht sich die Fortfithrung der Vermessungsoperate auf alle
Gegensténde die anldBlich einer Vermessungin dieselben aufgenommen wurden. Dazu
gehoren vor allem die Anderungen an den Eigentumsmarken, die StraBen-, Wege-
und Wasserbauanlagen, die Bauten und die Kulturdnderungen. Durch das stindige
Anwachsen von Siedlungen, der Neuschaffung von Industrieanlagen und die damit
verbundene Erweiterung und Verbesserung der Verkehrswege, vor allem jedoch dic
allgemeine Erkenntnis, daB3 die Vermessung Grundlage jeder Planung ist, erwachsen
den Behorden im Fortfithrungsdienst immer gréBere und schwierigere Arbeiten.

Neben der Fortfithrung der Grenzen, Gebdude, Kulturen usw. spielt jedoch die
Erstellung und die Erhaltung der Vermessungsgrundlagen und die damit verbundene
Uberwachung der trigonometrischen Punkte, der Einschaltpunkte und der Polygon-
punkte eine entscheidende Rolle.

Aus der Erfahrung, dafl die Instandhaltung der Vermarkung aller Eigentums-
grenzen durch die grole Anzahl der Grenzzeichen, die intensive mechanische Bewirt-
schaftung und vieler anderer Momente ein aussichtsloses Beginnen ist, hat sich die
Erkenntnis durchgesetzt, dal der Erhaltung des Festpunktnetzes mit wesentlich
groflerem Erfolg nachgekommen werden kann.

Fiir den Fortfiithrungsdienst, dessen Arbeiten in der Mehrzahl aus Einzelfiillen
bestehen, wird daher die Sicherung des EP- und Polygonnetzes von ganz besanderer



