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Durch Einengen des Bereiches konnte man auf diese Art Dichtespriinge mit gerin-
gem Rechenaufwand finden.

Fiir groflere Bereiche ist es besser den auf die Ldngeneinheit bezogenen Bou-
guerschen-Horizontalgradienten fiir die Berechnung der Dichte zu vernachlissigen.
Man muf also jede Gleichung durch die zugehorige Punktentfernung dividieren.

Aus den Ergebnissen in Tabelle 1, Ansatz 1,084a, sieht man, daf3 in diesem Fall
der mittlere Fehler fiir die Dichte am kleinsten ist.

Eine neue Fehleraufteilung fiir lange Polygonziige

Von Hans Schmid, Wien

1. Einleitung

Eine in der Praxis immiér wiedérkehrende Atifgabe ist die Absteckung der
Straflen- oder Eisenbahntrassen von Polygonziigen aus. Dabei handelt es sich meist —
wenn man die Autobahnarbeiten aufler Betracht 143t — um die Messung langer
Polygonziige (etwa 5 km), die nur am Anfang und am Ende trigonometrische An-
schliisse besitzen, die als Festpunktgerippe sowohl fiir die Detailaufnahme als auch
nachher fiir die Trassenabsteckung dienen miissen. Da nach den derzeit giiltigen
Projektierungsrichtlinien die Trassen numerisch, d. h. koordinatenm&Big berechnet
werden, handelt es sich bei der Ubertragung in die Natur um die Absteckung von
Polarkoordinaten. Die Forderung, die man daher an einen Polygonzug zu stellen
hat, damit moéglichst widerspruchslose Richtungen gegeben werden koénnen, gipfelt
in der gleichméfigen Aufteilung der Restfehler, d. h. die Polygonzugsrestfehler sol-
len so beseitigt werden, dafl die Winkel gleichméfig und die Seiten proportional
ihrer Linge verdndert werden. Diese Art der Fehleraufteilung scheint fiir die ge-
stellte Aufgabe die besten Ergebnisse zu liefern, wie im folgenden noch gezeigt wird.
Das Wort ,,Fehleraufteilung“ an Stelle des so beliebten Wortes ,,Ausgleichung*
wurde absichtlich gewdhlt, da man unter ,,Ausgleichung® nur die Fehlerverteilung
nach einem mathematischen Gesetz (etwa die Summe der Fehlerquadrate muf3 ein
Minimum werden) verstehen soll. In einer Fortsetzung dieses Aufsatzes werden ver-
schiedene Moglichkeiten der Fehlerverteilung einander gegeniibergestellt werden,
wobei auch die Ausgleichung des Polygonzuges nach der Methode der kleinsten
Quadrate vertreten sein wird.

2. Aufteilung der Fehler Nq und NL

Bei der iiblichen Aufteilung der Koordinatenwiderspriiche f, und f, proportio-
nal den Seiten- oder den Koordinatendifferenzen treten bekanntlich unter Umstdnden
stiarkere Brechungswinkeldeformationen ein, die vom Richtungswinkel der Polygon-
seite abhdngen. Werden nun von einem Polygonpunkt, in welchem eine derartige
Brechungswinkeldeformation durch die Fehleraufteilung stattgefunden hat, Trassen-
punkte abgesteckt, so kann dies zu unliebsamen Widerspriichen fiihren. Es sollen
daher alle Winkel so wenig wie moglich und gleichméfBig gedndert werden, wobei
auch die Anschluf3- und Abschlufirichtungen miteinbezogen werden miissen.
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Wir setzen also einen beidseitig angeschlossenen Polygonzug voraus, der, wie
allgemein {iiblich, mit Theodolit und MaBband gemessen wurde. Der Winkelwider-
spruch f3 wird gleichmifBig auf alle Brechungswinkel zuerst verteilt, hernach der
Polygonzug mit den so verbesserten Brechungswinkeln durchgerechnet,

Bevor an die weitere Fehleraufteilung geschritten wird, ist es vorteilhaft, den
Polygonzug etwa im Mafstab 1 : 2500 oder 1 : 5000 auf Millimeterpapier zu kar-
tieren. Diese Arbeit ist keine zusétzliche, da Polygonzugsiibersichten fiir jede der-
artige praktische Arbeit hergestellt werden miissen. Die Koordinatenwiderspriiche
fi und f;, werden nunmehr graphisch in den Querfehler Ag und in den Lingsfehler
AL umgewandelt. Durch diese Umwandlung 16st man sich vom Koordinatensystem
und damit auch von der Abhédngigkeit der Brechungswinkelverbesserung vom Rich-
tungswinkel der Polygonseiten.

e ]

— ]

£ soll
Abb. 1

In der Abb. 1 wird der EinfluB einer Anderung des Brechungswinkels auf den
Querfehler Aq gezeigt. Eine Anderung des Brechungswinkels ; um A B; bewirkt
eine Drehung des Polygonzugsastes P; bis E um P; als Mittelpunkt, wodurch der
Punkt £ in den Punkt E’ iibergeht. Es folgt daher:

¢ A8
= oee R )
Fiir den EinfluB auf den Querfehler ist es aber notwendig, die Projektion der Strecke

EE’

EE’ auf die Richtung des Querfehlers, also senkrecht zur absoluten Polygonzugs-
richtung, zu kennen. Es ergibt sich daher
EE" = EE' cos e . . . (2a)
und e = e'cose . .. (2b)
und daher weiter wegen der Gleichungen (1) und (2a)
e fice
PCC
Mit Hilfe dieser einfachen Beziehung (3) ist die Fehlergleichung fiir den Querfehler
A q wie folgt aufzustellen, wobei fiir die Groflen Ap;°e die in der Fehlerrechnung
iibliche Bezeichnung ,,v*‘ verwendet wird:
Ag=-evitevytevst...+e, v, N )

Weiters ist zu beachten, dafl sich die An- und Abschluf3richtungen auch nur ebenso
stark dndern diirfen wie die Brechungswinkel. Dies erreicht man am besten dadurch,

ﬁ// — . (3)
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daf3 in einem Punkt moglichst in der Mitte des Polygonzuges der halbe Querfehler
/\q/2 von beiden Enden des Polygonzuges her eliminiert wird. Die folgende Abb. 2
zeigt diesen Vorgang.

A List tage

Abb. 2

Wiirde man den Querfehler Ag durch die Gleichung (4) eliminieren, dann entstiinde
im-Punkt- E-eine- Richtungsdifferenz- von. der. GroBe n. Af;ee.-fiir.einen n-seitigen
Polygonzug (gestrichelter Polygonzugsverlauf). Teilt man jedoch von beiden Enden
kommend etwa in der Mitte des Polygonzuges A\ g/2 auf, so wird die groBte Rich-
tungsidnderung der Polygonseiten beim Punkt M sein, wobei sie 7/2- A B; ¢ (durch-
gezogener Polygonzugsverlauf) betragen wird. Die Verbesserungen der Brechungs-
winkel in der ersten Polygonzugshélfte bewirken Richtungsinderungen der Polygon-
seiten, die durch die Verbesserungen der Brechungswinkel in der zweiten Polygon-
zugshilfte aufgehoben werden, so dafl die An- und Abschluflirichtungen je bis auf
1. AR" erhalten bleiben. Man hat nun jenen Punkt als ,Mittelpunkt zu wéhlen,
fiir den gilt

Z(€V) finks = Z()recnts UNd SV jinks = SVrechts e (9

Die Bedingungen (5) sind praktisch mathematisch streng nicht einzuhalten, da ja
der Mittelpunkt M mit einem Polygonpunkt zusammenfallen miifite. Es ist jedoch
rasch der Punkt rein empirisch zu finden, fiir den die Bedingungen (5) am besten
erfiillt sind. Es darf hier erinnert werden, daf} es sich ja um lange Polygonziige han-
delt, so daf} immer in der Nachbarschaft vom idealen Mittelpunkt ein Polygonpunk t
liegt. Die Verbesserungsgleichungen fiir die Polygonsmitte lauten nun, wenn der
linke Ast # und der rechte Ast m Polygonpunkte besitzt:

yAN n
Tq =eantent.. . +eu=2ecn
daraus
AY/
v?icnks - 23,]'.6 ,pcc cor (63)
und analog
Ng

pcee =
rechts 2 lene

Die Winkelverbesserungen im linken und rechten Ast werden demnach bei langen

pee .. . (6Db)

Polygonziigen praktisch gleich sein, da % = 1 sein wird, wodurch die Bedingungen

(5) praktisch erfiillt werden. Sind nun die GréBen Vi, und vee,, ., berechnet,
so ist der EinfluBl der Verbesserungen v; auf die Koordinatenverbesserung zu er-
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mitteln, Dies geschieht graphisch mit Hilfe des bereits kartierten Polygonzuges. Auf

s.yee

jede Polygonseite wird eine Normale errichtet und auf dieser die Strecke —

(mit

dem Rechenschieber berechnet) aufgetragen (Abb. 3).

Abb. 3

Entsprechend der Abb. 3 entnimmt man sofort die Koordinatenverbesserungen v,
und v,. Da die Projektionen der Seitensenkrechten auf die Richtung des absoluten
Querfehlers in ihrer Gesamtheit den halben Querfehler A g/2 (Abb. 1 und Gleichun-
gen 6a und 6b) betragen, werden die Verbesserungen v, und v, in ihrer Gesamtheit
ebenfalls den Wert des halben Querfehlers erreichen, allerdings wird auBerdem ein
zusitzlicher Lingsfehler A L' entstehen (Abb. 4).

Lol

Abb. 4

Hat man nun sémtliche Verbesserungen v, und v, wegen des Querfehlers ange-
bracht, so ist der Endpunkt E des Polygonzuges derart verdreht worden, daf er nun-
mehr auf einer Parallelen zur absoluten Polygonzugsrichtung durch den Sollend-
punkt E des Polygonzuges liegen muf (£’"). Nunmehr hat man den Restlédngsfehler,
der sich aus den GréBen A Lund AL’ zusammensetzt, zu eliminieren. Dies geschieht



117

durch eine einfache Mafstabsdnderung, wodurch keinerlei Winkeldnderung mehr

!
verursacht wird, Man hétte also nun alle Seiten im Verhiltnis —A*L_iﬁA—L zU veran-

dern. Es geniigt aber praktisch vollkommen, den Maf3stabsquotienten aus A—LA—iEIAé—

AL+ AL

oder zu bestimmen, wie leicht einzusehen ist. Dieser Quotient mit

den einzelnen Seiten multipliziert ergibt die Seitenverbesserungen, welche, analog
Abb. 3, die Verbesserungen v, und v, wegen der Mafstabsénderung liefern. Die
Summen aller entsprechenden v, und v, ergeben die endgiiltigen Koordinatenver-
besserungen d Ax und d Ay und damit die endgiiltigen Koordinaten.

3. Praktisches Beispiel

In der Beilage ist nun ein numerisches Beispiel fiir einen Polygonzug mit 20 Sei-
ten durchgefiihrt. Die Kartierung ist im Original auf Millimeterpapier im Mafstab
1 : 2500 erfolgt. (Die Beilage ist auf die Hilfte verkleinert.)

Die Sollkoordinaten der Punkte 1 und 20 sind gegeben. Die angegebenen
Brechungswinkel f3; sind bereits die auf Grund des Richtungswiderspruches vorldufig
verbesserten Werte. Die Koordinatenwiderspriiche sind im Original im MaBstab

1 : 10 dargestellt und betragen fiir /, = —0,890 m und fiir f, = — 0,270 m (Soll-
Ist), woraus sich fiir den Lidngs- bzw. Querfehler die Werte AL = —0,49 m und
A g = —0,79 m ergeben. Die Berechnung der ersten Polygonzugshilfte ergibt eine

Winkelverbesserung von Vs = 66¢¢ und von Ve, = 70¢. Die Seite 9,10 wird
daher um 9 x66¢¢ = 594¢c und die Seite 11,10 wird um 10x70cc = 700c¢ in ihren
Richtungen gedndert. Dies entspricht einer Winkelinderung im Pkt. 10 um 106¢¢
gegeniiber einer solchen von 70¢¢ bzw. 66¢¢ in den Punkten der beiden Polygonzugs-
dste. Diese Differenz von rund 30¢c resultiert aus der Differenz der Summen von
Clinks UNA €p0qy.. Fiir die Absteckung von Trassenpunkten ist dieser kleine Wider-
spruch aber belanglos.

In der Spalte n.v, bzw. n.v,. der Tabelle sind die Einzelverbesserungen mit der
Ordnungsnummer 7 der Polygonseite multipliziert worden, da ja z. B. die Seite 3,4
bereits um 3.vee verdreht worden ist. In der 8. bzw. 11. Spalte oben sind die Ge-
samtverbesserungen wegen des Querfehlers verzeichnet. Da der Abschluiwinkel
ebenso wie der AnschluBwinkel erhalten bleiben soll, beginnt die Fehleraufteilung
des rechten Astes mit der letzten Seite, im speziellen Fall mit der Seite vom Punkt
20 zum Punkt 19, wihrend die Fehleraufteilung des linken Astesvon der Seite 1,2 aus-
geht. Die Gesamtverbesserung wegen des Querfehlers betrdgt +16 mm in der y-Rich-
tung und — 813 mm in der x-Richtung. Trdgt man diese Werte in die graphische
Darstellung ein, so liegt der Endpunkt des Polygonzuges bereits auf einer Parallelen
durch den Sollendpunkt des Polygonzuges zur Zugshauptrichtung.

Der Mafstabsfaktor betrigt jetzt 0,29 m, geteilt durch die absolute Zugslinge
von rund 1460 m, demnach 0,000199, also rund 0,0002. Mit diesem Faktor ist jede
Seite zu multiplizieren, und der so erhaltene Betrag ist graphisch in seine x- und y-
Anteile zu zerlegen. Diese Werte sind in den Spalten 8 und 11 unten ausgewiesen.
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Die Riickrechnung ergibt bis auf kleine Abwendungsfehler die erwarteten
Brechungswinkeldnderungen. Es ist empfehlenswert, die Rechnung auf Millimeter
durchzufiihren, besonders dann, wenn man durch Riickrechnung der Richtungs-
winkel eine Uberpriifung durchfiihren will, was aber praktisch nicht notwendig ist.

Allgemeine und spezielle iiberbestimmte analytische Losungen
der einfachen Punkteinschaltung im Raum

Von Ludwig Starkl, Wels
(Schluf})

Dieses einfache, iibersichtliche Verfahren zur Bestimmung der dufleren Orien-
tierungselemente eines Luftbildes kann fiir die praktisch wichtigste Aufnahmeart, der
Senkrechtaufnahme mit moglichst lotrechter Kammerachse so modifiziert werden,
daf} an Stelle von neun Pafpunkten nur mehr vier Palpunkte gegeben sein miissen.
Hierbei wird von einer partiellen Linearform der Gleichungen jener bereits von G.
Monge bei seiner graphischen Losung beniitzten Wulst- bzw. Torusflichen ausge-
gangen. Diese reprisentieren die geometrischen Orter aller Raumpunkte, von denen
aus die Verbindungsgeraden s, je zweier PaBpunkte P, und P, unter den gleichen,
homologen Positionswinkeln ¢, erscheinen, die durch die Gleichung

Uy T
[t [o]
bestimmt werden. Aus der zweiten Vektorgleichung (18) folgt durch innere Multipli-
kation mit O, und mit Einfiihrung der Bezeichnungen

Cos o, = =5 - t) .o ()

‘ Dto I =T | i)tn 1 =Ty ) (25)
die Gleichung der Torusflichen in der speziellen Gestalt
St0 c O = SRo2 - gt0 . Dtn = 1'02 — I'olI'n COS 0, = Cyy L (26)

In diesem Zusammenhang bietet die reziproke Spiegelung der oben betrach-
teten Kreisringflichen an einer um das Abbildungszentrum P, gelegten Inversions-
kugel ein gewisses allgemeines Interesse. Bei der Herleitung von Formeln fiir die ein-
fache und die Doppelpunkteinschaltung in der Ebene vermittelt eine Inversion eine
bemerkenswert einfache analytische Losung [7]. Die Abbildung durch reziproke Ent-
fernungen ist fiir die Aufgabe des ebenen Riickwértseinschneidens zum ersten Male
von C. F. Gauss angewendet worden (Gauss Werke, Bd. VIII, S. 328—329). Die
rdumliche Modifikation dieses Verfahrens zeigt allgemein die Entsprechung von
Torus- und Kegelflichen in einer durch die Abbildungsgleichungen

1 R’ 1 RN
= —- R =_—___ =R =_—_. N X
= w: N TN T e - @D
bestimmten, reziprokalen Raumtransformation. Die aus dem Ansatz
Ro .« R, = | N6 X N, cot a, ... (29)

iiber die zweite Gleichung (18) erhaltene Form
Ro - N —8,) =|R, X 5, cot o, ... (29



