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In der letzten Zeile von Tabelle 3 stehen die Verbesserungen v der einzelnen 
Beträge (y - k) zu ihrem Mittelwert (y - k)0 = 3,2'. Da wegen des geographischen 
Längenunterschiedes zwischen Wien- Ko  benzl  und dem Beobachtungsort in Unter
o l berndorf  die in der Tabelle 3 genannten magnetischen Deklinationen um 4,3' 
zu vermehren sind, erhöhen sich alle Werte (y - k) um diesen Betrag und führen da-
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Abb. 2 

her zum Mittel (y - k)0 = 7,5'. Mit der Meridiankonvergenz y = + 6,4' des Instru
mentstandpunktes ergibt sich k = - 1 , 1 '. Dies ist zufolge Abb. 2 der Nullpunkt
fehler der verwendeten Bussole, d. h. jene Ablesung, die bei Zielung in der Richtung 
des magnetischen Meridians MM besteht. Aus den Werten v der Tabelle 3 erhält 
man als mittleren Fehler 111 einer Beobachtung K den Betrag m = ±0,6'. Bei Heran
ziehung al ler  an diesem Tag ausgeführten 264 Beobachtungen derselben Art ergeben 
sich die Werte k = -1,4' und 111 = ±0,6'. (Fortsetzung folgt) 

Ein Vergleich von Methoden zur Bestimmung der Bodendichte 

Von Wilhelm Embacher, Wien 

Aus Gravimeter-Messungsdifferenzen wird mit Hilfe der verfeinerten „Bouguer
Reduktion" eine Fehlergleichung zur Bestimmung der Bodendichte aufgestellt. Je 
nach Vernachlässigung von Unbekannten kann dieser Ansatz in schon bestehende 
Methoden zur Bodendichtebestimmung übergeführt werden. Auf Grund zahlreicher 
Gravimetermessungen auf einem Versuchsfeld wurden aus den verschiedenen An
sätzen Bodendichten berechnet und mit ihrem mittleren Fehler übersichtlich zu
sammengestellt. 

I 
Bei der verfeinerten „Bouguer-Reduktion" wird außer der Freiluftreduktion 

noch die Anziehung der über dem Bezugsniveau liegenden Massen und der Einfluß 
der Topographie auf den Stationspunkt berücksichtigt. Es handelt sich um eine 
ebene Platte mit der Dicke h, wobei h den Höhenunterschied zwischen dem Stations
punkt und dem Bezugsniveau bedeutet, und um den im positiven Sinne wirkenden 
Einfluß der Überschuß- und Defizitmassen über und unter dem Punkte P;. 
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cr ist die mittlere Dichte für den Bereich, der zur Berechnung der topographi
schen Reduktion für den Punkt P; verwendet wurde, T; soll dieser Topographie
einfluß mit der Dichte eins auf den Punkt P; sein. Dann gilt für den in P; gemessenen 
( gp ;) und den auf das Bezugsniveau reduzierten Schwerewert g;: 

g; = gp ; + 0, 3086 '1; - cr 0, 04193 h; + cr T;. . . . 1, 01 

Für den Punkt P0, der sich als tiefster Punkt im Bezugsniveau befinden soll, 
lautet die reduzierte Schwere: 

. . .  1, 02 

Bezeichnet man den auf 1 m Entfernung reduzierten Bouguerschen Horizontal
gradienten mit L:,, g;0 und ist s die Punktentfernung, so ist: 

( g; - go) = Sio L:,,gio = ( gp i  - gpo) + 0,3086 h; - crio 0, 0419 hi + crio( T; -To) • 1,03 

Abb. 1 

In ( gp ;  - gp0) ist bereits die Differenz der Besselschen Reduktionen berücksichtigt. 
Die Dichte crio ist der Mittelwert für den gesamten Bereich, der durch den Tachy
meterausgriff um die Punkte P0 und P; umschlossen ist. 

Zwischen P 0 und Pkläßt sich der Bouguersche Horizontalgradient analog berechnen: 

Sk o  6 gk o = ( gpk - gpo) + 0,3086 hk - crk o . 0, 0419 hk + crk o (n - To), . 1, 04 

wobei die Mitteldichte ok o  selbstverständlich für einen anderen Bereich gilt. 
Für n Punkte läßt sich ein Gesamtmittel der Dichte 

. . .  1, 05 

berechnen, das für den Bereich gilt, der durch die Einhüllende aller Tachymeter
kreise begrenzt ist. Die Fehlergleichung für den laufenden Punkt i lautet: 

- Sio 6 gio + ( gp ;  - gp0) + 0, 3086 h; - 0, 0419 cr;0 h; + crio( T; - T0) = V; 
oder durch Zerlegung der Dichte nach 1, 05: 

- Sfo D g;0 + ( gp; - gp0) + 0, 3086 h; - 0, 0419 cr h; + cr ( T; - T0) 
+ 0, 0419 L:,, criohi - 6 crio(T; - T0) = V;. 

. . .  1, 06 

. . .  1, 07 
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Zur Erhöhung der Übersichtlichkeit bezeichnen wir das Absolutglied mit 
!; = ( gp; - gp 0) + 0, 3086 h;, die beiden Projektionen des horizontalen Bouguer
Gradienten ( 6  g1o) mit x und y, die mittlere Dichte cr mit z und das Restglied mit 

- f + V; = 0, 0419 D Cifo '1; - 6 Cifo ( T; - T0) . 

Wir erhalten die Verbesserungsgleichung: 

t + sioxcosa + sioy sina + ( 0, 04193 h; - !:,. Tio) z -1; = V;, . . .  1, 08 

wobei „t" alle restlichen systematischen Einflüsse aufnimmt, welche durch die Ein
führung der mittleren Dichte cr für den gesamten Vermessungsbereich noch nicht 
erfaßt sind. Damit ist dieser Ausdruck „t" auch ein Kriterium, wie weit eine durch 
die Ausgleichsrechnung gefundene Dichte für den Bereich charakteristisch ist. 

Die nächste Unbekannte in 1, 08 ist der Bouguergradient mit seinen Projektionen 
x und y. Aus allen eigenen Berechnungen und aus einschlägigen fremden Arbeiten 
ergibt sich der Bouguergradient als sehr kleine Größe; besonders in kleinen Ver
messungsbereichen könnte er vernachlässigt werden. 

Die Frage nach der Genauigkeit der Bestimmung der 3. Unbekannten, der 
Dichte, läßt sich nicht ohne weiteres mit der Berechnung des mittleren Fehlers dieser 
Unbekannten im Zuge der Ausgleichsrechnung erledigen. Um die Fehlerfortpflan
zung abschätzen zu können, muß man auf die notwendigen Bestimmungsgleichungen 
für die Unbekannten zurückgehen. 

Die Gravimetermessungen sind mit Fehlern behaftet. Das Mittel der Messungen 
auf einem Punkt gp; ist laut Beschreibung der Firma Askania-Berlin, der Erzeuger
finna des verwendeten Gravimeters, mit einem mittleren Fehler von ±0, 02 mgal be
haftet. 

Nachdem /; = ( gp ;  - gp0) + 0, 3086 h;, also eine Differenz zweier Messungen 
ist, muß 

mu = l/m;2 + 11102 = ± 0, 03 mgal . . . 1, 09 
sein. 

Wenn man zunächst den Bouguergradienten und den Ausdruck „t" vernach
lässigt, kommt man von 1, 08 auf die Fehlergleichung 

v· == c· z - f. und z = fl · , , , 
[ cc] , . . .  1, 10 

zur Untersuchung der Fehlerfortpflanzung braucht man die Bestimmungsgleichung 
für z: 

cz = l 
l 0, 03 l11z = ±-

c
-· . . . 1, 11 

Nachdem c bis auf den kleinen Topographieeinfluß aus dem Wert 0, 04193. h; 
besteht, würde erst bei einem Höhenunterschied von ca. 20 m der mittlere Fehler 
der Dichte unter ± 0, 03 g/cm3 Einheiten kommen. 

Setzt man die Unbekannte t mit an, so lautet die Fehlergleichung :  

V; = t + C; Z - f;. . . .  1, 12 



108 

Zur Untersuchung der Fehlerfortpflanzung werden die beiden Bestimmungsglei
chungen angesetzt :  

t + c1 z - l1 = 0 
t + C2 Z  - /2 = 0 

12 - 11 z = ---

C2 - C 1 
± 0, 04 

l11z = ; 
C2 - C1 

1,13 

1, 14 

1,15 

auch hier erhält man wieder dasselbe Resultat wie bei Glg. 1,11, wenn man statt c 
die c-Differenzen untersucht . 

Zur Besprechung der vollständigen Gleichung 1 ,08 wird zur Vereinfachung der 
Rechnung nur der Gradient in einer Richtung untersucht, d. h. es werden nur 3 Un
bekannte angesetzt. 

Dazu die Bestimmungsgleichungen: 
t + a1 x + c1z - li = 0 
t + a2 x + c2 z - l2 = 0 
t + G3 X + C3 Z- /3 = Ü 

'1 (c3 - c2) + 12 (c3 - c1) + /3 (c2 - c 1) X =���������--������ D 
z == 

/ 1  (a3 - a2) + 12 (a3 - a1) + l3 (a2 - ai) 
D 

D = (a2 c3 - a3 c2) + (a1 c3 -a3 c1) + (a1 c2 - a2 c1) 

l111(a3 - a2) + mc(a3 - a1) + mc(a2 - ct1) 1n. = - D 

. . . 1, 16 

. . . 1,17 

Die Koeffizienten a; sind den Punktentfernungen, die Koefficienten c;, bis auf 
den kleinen Topographieeinfluß, den Höhen h; proportional. Im konstant ansteigen
den oder fallenden Gelände geht daher D gegen Null, und die Fehlerfortpflanzung 
ist sowohl für den Gradienten als auch für die Dichte äußerst ungünstig. 

II 
Nach Nettletonl) führt man die Bouguer-Reduktionen mehrmals mit verschie

den angenommenen Dichten aus und trägt die Bouguer-Anomalien mit dem Relief 
der physischen Oberfläche auf. Jener Dichtewert, welcher die geringste Beziehung 
zur Oberfläche zeigt, wird als richtig angenommen. 

Auch F. Steiner2) geht in seiner Arbeit „Zur Ermittlung des Koeffizienten der 
gravimetrischen Höhenreduktion" von der Nettletonschen Forderung aus: Die auf 
eine gegebene Niveaufläche reduzierten Bouguer-Anomalien sind, falls die richtige 
mittlere Dichte zum Rechnen verwendet wurde, Punkte einer analytischen Fläche. 

1) Nettleton: L. L. Determination of Density for Reduction of Gravimeter Observations. 
Geophysics 4 (1939). 

2) Dipl.-Pflys. F. Steiner: Institut für Geophysik, Sopran. 



Steiner erhält für die Dichte die Formel : 

O' = 0,3086 -k 
0,041 9  

wobei der Wert für k für ein Messungsviereck mit 

gegeben ist. 
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. . .  2,00 

z;O sind die gravimetrischen Meßergebnisse, die nur noch nicht die Höhenreduk
tion enthalten, h; sind die Höhen dieser Punkte, k wird aus einer größeren Anzahl 
von Vierecken bestimmt. Wenn man die Summe aller Topographiedifferenzen und 
[v] Null setzt, läßt sich zeigen, daß die Formel 2,00 aus einer Summe von Ansätzen 
der Gleichung l, 1 0  hervorgeht. Ein Kriterium für die Güte der berechneten Dichte fehlt. 

K. Jung3) hat das Verfahren von Nettleton in eine rechnerische Form ge
bracht, indem er davon ausging, daß der Korrelationskoeffizient der Bouguerschen 
Anomalien und der Geländehöhen gleich Null sein muß. Bekanntlich ist der Korre
l ationskoeffizient eine Zahl, die angibt, in welchem Maße eine bestimmte Beziehung 
zwischen zwei beobachteten Größen besteht. K. Jung kommt zu einer Formel für 
die Bodendichte, die ohne Berücksichtigung der topographischen Reduktion mit 
der Formel von Parasnis4) identisch ist. 

Es läßt sich zeigen, daß die von K. Jung angeführte Parasnis-Formel die redu
zierte Fehlergleichung der Fehlergleichung 1 , 1 2  ist. 

V; = f + C; Z - f; 
Der Koeffizient von t ist eins, daher ist 

[v] = 0 
folglich 

oder 
[v] =nt+[c]z-[1] 

o=-t-Mz+fil n n 

. . . 1 , 1 2  

2,01 

2,02 

2,03 

Diese „mittlere Verbesserungsgleichung" zu j eder Verbesserungsgleichung ad
diert gibt : 

V;= (c;- [�]) z-(1;- [:n . . .  2,04 

und daraus die Normalgleichung : 

2,05 

Dieselbe Gleichung ergibt sich aus den Normalgleichungen des Ansatzes 1 , 1 2  

nt + [c] z - [1] = 0 

[c] t + [cc] z -[cl] = 0 . .  2,06 

3) K. Jung: Zur Bestimmung der Bodendichte nach dem Nettleton-Verfahren, Zeitschrift 
für Geophysik, Sonderband 1 953. 

4) Dr. S. Parasnis: A study of Rock Densities in the English Midlands. 



110 

und daraus t eliminiert: 

( [cc] - [��2 ). z - ( [cl] - [c�i[l ] ) = 0 

Die Gleichung von D. S. Parasnis aus der Zeitschrift für Geophysik lautet: [(c -M(c)) (/ -M(l)] cr = [(c -M(c))2]-, 
wobei M (/) gleich fil und 

II 

M (c) gleich Jci ist. n 

. 2,07 

. 2,08 

Die Gleichungen 2,07 und 2,08 sind identisch. Parasnis geht also mit 2 Unbe
kannten in die Ausgleichung ein. In seiner Originalarbeit führt er auch die zweite 
Unbekannte, welche unserem Ausdruck „t" entspricht, an, doch diskutiert er sie 
nicht weiter. 

F. Kruse5) stellt die gemessenen Schwerewerte als folgende Funktion dar: 

g = g (x, y, h) + f (B), 3,01 
wobei x,y, h die Raumkoordinaten sind und B die geographische Breite ist. 

Durch die Taylorentwicklung von 3,01 erhält man 

g = ga + ( �:)a (X - Xa) + ( � � )a (y - ya) + ( �;,} (h -ha) + . .. + f (B), 

... 3,02 
wenn im Punkt Pa die Schwere ga und im Punkt P die Schwere g vorhanden ist. 

Durch Einführen der Normalschwere und des Bouguer-Vertikalgradienten für 
� � erhält F. Kruse schließlich aus der Differenz der Schweremessungen in den 

Punkten Pi und P" die Fehlergleichung 

V;= (ga - Yoa) + (�:)a (X; -Xa) + ( ��)a (y; -ya)-

-0,3085 (h; -ha) + 0,04193 cr(h; -ha) -(g; + Top; G --y0i); ... 3,03 
y0; und Yoa sind die Normalreduktionen (Besselsche Reduktion) . Wählt man für 
den Punkt Pa den tiefsten Messungspunkt, so geht Gleichung 3,03 in Gleichung 
1,08 über, wenn man t als Verbesserung der Bougueranomalie im Punkt Pa auffaßt. 

III 
Um die in einer weiteren Arbeit noch zu behandelnde Methode zur Lotkrüm

mungsbestimmung6) praktisch zu erproben, wurde ein Versuchsfeld erkundet, 

5) Dr. Ing. F. Kmse: Der Schwereverlauf in der Asse, Dissertation, T. H. Braunschweig 1955. 
6) K. Ledersleger: Die Reduktion der astronomischen Beobachtungen wegen Lotkrümmung, 

Schweizer ZfV 53 (1955), Heft Nr. 8. 
K. Ledersleger: Die Bestimmung der Lotkrümmung auf dem TP Rosalienkapelle, Schweizer ZfV 
56 (1958), Heft Nr. 10, 1 1 ,  1 2. 
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welches Geländeschwierigkeiten verschiedenen Grades aufweisen sollte, mit einem 
Triangulierungspunkt 1. Ordnung in Beziehung gebracht werden kann. nicht zu starke 
Bewaldung aufweist und doch in verhältnismäßiger Stadtnähe liegt (siehe Abb. 2). 

Laye-u Höhenplan Buschberg 

Abb. 2 

Die Wahl fiel auf den ,,Buschberg S. O.", KT. 227- 24, mit den geographischen 
Koordinaten q; = 34003'51"1401, ), = 48034'32"4131. Er liegt etwa 8 km nord
westlich Mistelbach und ist von Wien bequem in einer Stunde zu erreichen. 

Steigungen von 5 m auf 50 m und maximal 20 m auf 50 m wechseln ab; der 
unbewaldete Südosthang wurde mit einem Raster von je 50 m Punktabstand im 
Ausmaß von etwa 400 X 400 m überzogen. Alle Profile wurden mit dem Askania
Gravimeter G. S. 11 Nr. 155 in der Zeit vom 11. 10. bis 28. 10. 196 0 zweimal ge
messen und am Anfang und Ende doppelt verbunden. 

Nachdem der Gang, der 0,1 mgal/St im allgemeinen nicht überschritt, ermit
telt und ausgeschaltet worden war, konnten nach Anbringen der Gezeitenkorrek
tionen schleifenweise die Abschlußdifferenzen gebildet werden. 
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Die größte auftretende Abschlußdifferenz betrug 0,067 mgal auf 850 m, und der 
mittlere Fehler ergab sich mit ± 0,009 mgal auf 50 m, d. h. pro Punktabstand . 

Die topographischen Reduktionen für die Oberflächenpunkte wurden bis 600 m 
Entfernung, und zwar für die Punkte der Reihen 20, 30, 40, 50 und 60 berechnet. 
Die Höhen der Meßpunkte wurden durch eine Feinnivellementschleife bestimmt . 

In Tabelle 1 sind die Ergebnisse der aus verschiedenen Ansätzen gerechneten 
Bodendichte angeführt. 

Quadrat 

21 

23 

32 

34 

42 

44 

34 

36 

36 

38 

42 

44 

52 

54 

62 

64 

54 

56 

56 

58 

Tabel le 1 
E r geb ni s s e  der Mes sun gen auf dem Bus ch b er g: 

Ansatz 

2,10 
2,12 
2,08 
1,08a 

2,10 
2,12 
2,08 
1,08a 

2,10 
2,12 
2,08 
1,08a 

2,10 
2,12 
2,08 
1,08a 

2,10 
2,12 
2,08 
1,08a 

Syst. . 1 [!] Dichte z = -- Einft. Gradient 
z 

2,044 
2,001 
2,052 
2,008 

1,763 
1,837 
1,772 
1,879 

1,765 
1,728 
1,776 
1,705 

1,849 
1,858 
3,315 
1,847 

2,080 
2,054 
3,064 
1,994 

[c] 

2,068 

1,731 

1,777 

1,846 

2,091 

-0,044 

X y 

-0,152 +0,003 0,000 
-0,055 

+0,057 
+0,094 
+0,093 

-0,025 
-0,039 
-0,040 

+0,001 

0 -0,001 

0 +0,001 

+0,054 +0,008 +0,008 
+0,003 

-0,018 
-0,111 +0,005 +0,006 
-0,043 

[l'l'] 

0,121 
0,113 
0,017 
0,012 

0,032 
0,024 
0,014 
0,003 

0,015 
0,013 
0,006 
0,001 

0,045 
0,045 
0,037 
0,010 

0,037 
0,037 
0,031 
0,006 

±0,077 
±0,079 
±0,332 
0,000 

±0,033 
±0,057 
±0,972 
0,000 

±0,024 
±0,046 
±0,406 
0,000 

±0,036 
±0,077 
+ 1,414 
0,000 

±0,040 
±0,079 
± 1,330 
0,000 

Aus allen Überlegungen heraus könnte man eine einfache Dichtebestimmung 
für sehr kleine Bereiche mit Hilfe des Ansatzes 1,10 durchführen. Um ein Kriterium 
für ihre Übereinstimmung mit der Natur zu erhalten , nimmt man die Gleichung 
2,03 zu Hilfe . Wenn keine systematischen Einflüsse, sei es durch unstetige Dichte
änderungen oder durch w �iter in der Tiefe liegende regionale Störungen der An
ziehungskraft , vorhanden sind , müßte t = o sein. In diesem Fall müßte die aus 
2,03 mit 

1 [!] z = --

[c] 
2,09 

gerechnete Dichte der aus 1,10 gerechneten Bodendichte gleich sein. Je größer der 
Unterschied der beiden Ergebnisse ist , desto größer sind die systematischen Einflüsse . 
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Dur ch Ein eng en d es B er ei ch es könnt e man auf di es e  Art Di cht esprüng e mit g erin 
g em Rechenaufwand find en. 

Für größ er e  B er ei ch e  ist es b ess er d en auf di e Längen einheit b ezog en en Bou 
guers ch en -Horizontalgradi ent en für di e B er echnung d er Dichte zu v erna chlässig en . 
Man muß also jed e  Gl ei chung dur ch di e zug ehörig e Punktentfernung dividi er en . 

Aus d en Erg ebniss en in Tab ell e 1, Ansatz l ,08a, si eht man, daß in di es em Fall 
d er mittl er e  F ehl er für di e Di cht e am kleinst en ist. 

Eine neue Fehleraufteilung für lange Polygonzüge 

Von Hans Schmid, Wien 

1 .  Einleitung 

Ein e in der Pra xis immer wi eder kehr ende Aufgabe is t di e Abst eckung der 
Straß en -od er Eis enbahntrass en von Polygonzüg en aus . Dab ei hand elt es si ch m eist -
wenn man di e Autobahnarb eit en auß er B etra cht läßt - um di e Messung lang er 
Polygonzüge (etwa 5 km), di e nur am Anfang und am End e trigonometris ch e An 
s chlüss e besitz en , di e als F estpunktg eripp e sowohl für di e Detailaufnahme als auch 
nachher für di e T rass enabst eckung di en en müss en .  Da nach d en d erz eit gültig en 
Projekti erungsri chtlini en di e Trass en numeris ch , d .  h. koordinat enmäßig b er echn et 
w erd en , hand elt es si ch b ei d er Üb ertr agung in di e Natur um di e Abst eckung von 
Polarkoor dinat en. Di e Ford erung, di e man dah er an ein en Polygo nzug zu st ell en 
hat , damit mögli chst wid erspru chslos e Ri chtung en g eg eb en w erd en könn en , gipf elt 
in d er gl ei chm äßig en Auft eilung d er R est fehl er , d. h .  di e Polygonzugsr estfehl er sol 
l en so b es eitigt werd en ,  daß di e Winkel gl ei chm äßig und di e S eit en proportional 
ihr er Läng e  v eränd ert werd en. Di es e  Art d er F ehl erauft eilung s ch eint für di e g e
st ell te Aufgab e di e best en Erg ebniss e zu li efern, wi e im folg end en no ch g ez eigt wird . 
Das Wort „F ehl erauft eilung " an St ell e d es so beli ebt en Wort es „Ausgl ei chung " 
wurd e absi chtli ch g ewählt , da man unt er „Ausgl eichung " nur di e F ehl erv ert eilung 
na ch ein em math ematis chen G es etz (etwa di e Summe der F ehl er quadrat e muß ein 
Minimum werd en )  v erst eh en soll. In ein er Forts etzung di es es Au fsatz es w erd en v er 
s ch ied en e Mögli chk eit en d er F ehl erv ert eilung einand er g eg enüb erg est ellt w erd en , 
wob ei auch di e Ausgl ei chung d es Polygonzug es na ch der M ethod e der kl einst en 
Quadrat e v ertr et en s ein wird . 

2. At(fteilung der Fehler D, q  und D,L 

B ei d er übli ch en Auft eilung d er Koordinat enwid ersprüch e f. und fy proportio 
nal d en S eit en -od er den Koordinat endiffer enz en tr et en b ekannt li ch unt er Umständ en 
stärker e  Br echungswin keld ef ormationen ein, die vom Richtungswinkel der Polygon 
s eit e abhäng en. Werd en nun von ein em Polygonpunkt, in w el ch em ein e d erartig e 
Br echungswin keld ef ormation dur ch die F ehl erauft eilung stattg efund en hat , Trass en 
punkt e abg est eckt, so kann di es zu unli ebsamen Wid erspr üch en führ en. Es soll en 
daher all e Winkel so w enig wi e mögli ch und gl ei chmäßig g eänd ert w erd en , wob ei 
au ch di e Ans chluß - und Abschlußri chtung en mit einb ezog en w erd en müss en. 


