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Uber die Konvergenz der Kugelfunktionsentwicklung fiir das
Auflenraumpotential an der Erdoberfiéiche

Von Helmut Moritz, Graz
I

Das Anziehungspotential im Auflenraum der Erde 148t sich bekanntlich in
eine Reihe nach Kugelfunktionen entwickeln, die im AuBeren der kleinsten Kugel
um den Koordinatenursprung (Erdschwerpunkt), welche die Erde ganz umschlieft,
iiberall konvergiert. Die Konvergenz der Reihe an der Erdoberfliche ist sehr um-
stritten; manche Autoren betrachten sie dort als konvergent, die meisten aber als
divergent. Ein einwandfreier Beweis, der dariiber entschieden hitte, ist dem Ver-
fasser nicht bekannt. Es wird daher hier ein allgemeines Konvergenzkriterium fiir
derartige Fille angegeben. Die Verallgemeinerung auf das gesamte Schwerepotential,
also die Beriicksichtigung der Fliehkraft, wird natiirlich keine Schwierigkeiten
bieten. Mit Hilfe des Konvergenzkriteriums wird schlieflich die Divergenz der ge-
nannten Reihe an der Erdoberfliche bewiesen.

Zunichst die Problemstellung, wobei wir kurz an Bekanntes erinnern. Wir be-
trachten der Allgemeinheit wegen anstatt der Erde einen beliebigen Korper S und
gehen von der iiblichen Formel fiir das Anziehungspotential
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aus, in der f die Gravitationskonstante, dm das Massenelement des Korpers und /
der Abstand von dm vom Aufpunkt P ist; die Integration ist iiber den ganzen Korper
zu erstrecken. Nun ist mit den Bezeichnungen der Abb. 1 /2=17124 12— 24’ cos ¥
und daher
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Dieser Ausdruck kann in eine nach Potenzen von

’

"—: fortschreitende Reihe entwickelt werden:
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Abb. 1
worin die P, (cos y) die Legendreschen Polynome bedeuten. Es wird also
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/Diese Reihe kann man in (1) einsetzen und gliedweise integrieren. r ist fiir die Inte-

gration als Konstante zu betrachten, so daf3 die Potenzen ’n% vor das Integral-
zeichen gezogen werden diirfen. Wir finden
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Voraussetzung fiir die gliedweise Integration ist nun die Konvergenz der Reihe (2).

’

Diese konvergiert, wie sich zeigen l4ft, nur fiir:—: < 11), d. h. bestindig nur fiir

einen Aufpunkt P im AuBeren der Kugel K;. Liegt P im Inneren von Kj, so gibt
es Punkte mit #* > », in denen der Integrand divergiert, so daf3 die gliedweise In-
tegration dort strenggenommen unzuléssig ist.

Daraus glaubte man manchmal schliefen zu diirfen, daf3 die Reihe (3) im Inne-
ren von K; und damit auf der Korperoberfliche ebenfalls divergieren miisse. Nun
weifl man aber, dafl man durch rein formale gliedweise Integration einer divergenten
Reihe sehr wohl eine konvergente erhalten kann. Der Schluff von der Divergenz
von (2) auf die von (3) ist daher nicht richtig.

I

Ein sehr instruktives Beispiel dafiir, daf3 die Reihe (3) auf der ganzen Korper-
oberfliche konvergieren kann, verdanken wir K. Jung [3]. Wir betrachten ein homo-
genes abgeplattetes Rotationsellipsoid mit den Halbachsen a, & und der Masse M

Abb. 2

(s. Abb. 2). Die Kugelfunktionsentwicklung fiir dessen Auflenraumpotential lautet

_ ™M § (— Dk (@2 — b2k Py (cos ¥)
o ho1 QR FD)QEE3) g2k

(vgl. z. B. auch [2], S. 300). Diese Reihe konvergiert fiir r > |/ a2 — b2 =e (mit

2e = Fy F,), wie man durch Anwendung der Majorantenmethode (es ist stets P,
(cos #) = 1) und des Quotientenkriteriums leicht erkennt. Sie konvergiert also iiberall
auflerhalb der Kugelfliche K, auf der die beiden Brennpunkte F; und F, liegen.
Liegt diese Kugel ganz im Inneren des Ellipsoides, was bei nicht allzustarker Ab-
— b <1 -— —1: = L) zutrifft, so konvergiert die Reihe (3a) auf der
a ]/ 7 34

ganzen Oberfliche des Ellipsoides.

+ 3fM ... (a)

plattung (oc =2

wi

r
1) Genauer ausgedriickt: ihr Konvergenzradius ist — = 1.
r
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Aber sie konvergiert nicht nur an der Oberfliche, sondern auch im Inneren des
Ellipsoides, soweit es auflerhalb K liegt. Daraus darf man jedoch nicht etwa schlie-
Ben, daf sie dort das Innenraumpotential darstellt. Eine Kugelfunktionsreihe kann
nimlich nur eine harmonische Funktion, d. h. eine Losung der Laplaceschen Glei-
chung AV = 0, sein, wiihrend das Innenraumpotential bekanntlich die Poissonsche
Gleichung AV = —4 wfp (p...Massendichte) erfiillt. Die Reihe (3a) (und natiir-
lich auch die allgemeine Form (3)) liefert daher im Masseninneren die sogenannte
analytische Fortsetzung des Auflenraumpotentials (vgl. [4]), die wie das Auflenraum-
potential selbst eine harmonische Funktion ist. Fiir spéter sei erwdhnt, dal beim
homogenen Ellipsoid diese analytische Fortsetzung im Raume zwischen K; und F
iiberall regulér ist, aber in den beiden Brennpunkten F;, F, singuldre Punkte hat
(was ersichtlich mit der Divergenz von (3a) innerhalb K, zusammenhéngt).

Formel (3a) zeigt noch folgenden bemerkenswerten Umstand. Sie enthélt die
beiden Halbachsen a, b nur in Form der Differenz a2 — b2 = ¢2. Die Schar der
Rotationsellipsoide, fiir die diese Differenz und damit die lineare Exzentrizitit e
gleich ist und deren Mittelpunkt und Rotationsachsen zusammenfallen, heilen be-
kanntlich konfokale Ellipsoide. Man sieht also, daf3 alle homogenen konfokalen Ro-
tationsellipsoide mit gleicher Gesamtmasse M dasselbe AuBlenraumpotential haben
— ein bekannter Satz der Potentialtheorie. Man kann daher das gegebene Rotations-
ellipsoid durch ein kleineres konfokales von gleicher Masse ersetzen, ohne daf3 sich
das Potential im Auflenraum éndert.

111

Nach diesem Beispiel kommen wir zur Losung des Konvergenzproblems. Wie
wir eben gesehen haben, ist der Korper, der das betrachtete Auflenraumpotential
erzeugt, gar nicht so wesentlich — ein Ellipsoid kann durch ein kleineres konfokales
ersetzt werden (oder z. B., wie man weif3, eine Kugel durch einen Massenpunkt).
Damit ist indirekt die Unmoglichkeit eines Konvergenzkriteriums bewiesen, das
explizit von der Gestalt des Korpers abhdngt — wie eben etwa Konvergenz aufler-
halb der kleinsten, den Korper ganz umschliefenden Kugel K;, Divergenz inner-
halb. Aus dem gleichen Grund ist auch die Art der Herstellung der Kugelfunktions-
entwicklung (3) durch Integration von (2) nicht wesentlich — (3) kann ja auch auf
anderen Wegen erhalten werden, welche die Integration einer divergenten Reihe
vermeiden.

Was fiir die Kugelfunktionsentwicklung und damit fiir Konvergenzbetrach-
tungen allein von Bedeutung ist, ist die harmonische Funktion, die aus dem Aufen-
raumpotential zusammen mit seiner analytischen Fortsetzung ins Masseninnere be-
steht. Eine im Aufleren einer Kugel iiberall regulire harmonische Funktion — und
nur eine solche — kann ndmlich, wie die Potentialtheorie lehrt, stets in eine aufler-
halb dieser Kugel konvergente Reihe nach Kugelfunktionen entwickelt werden. Um
also die Konvergenz einer solchen Reihe fiir das Auflenraumpotential an der Kor-
peroberfliche zu untersuchen, miissen wir es mindestens bis zur Kugel K,, der
grofiten Kugel um 0, die noch ganz im Inneren des Korpers liegt (vgl. Abb. 1 u. 2,
man beachte den Unterschied gegeniiber K;!), analytisch fortsetzen, Ist diese Fort-
setzung iiberall reguldr, so konvergiert die Reihe (3) auBerhalb K, und stellt im
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AuBeren und an der Oberfliche des Korpers das AuBenraumpotential, im Inneren
aber, soweit sie konvergiert, die analytische Fortsetzung des Auflenraumpotentials
dar. Wir fassen also zu folgendem Safz zusammen:

Die Kugelfunktionsentwicklung mit dem Ursprung 0 fiir das Aufenraumpoten-
tial eines Korpers konvergiert dann und nur dann im ganzen Aufenraum und an der
Korperoberfliche, wenn das Aufenraumpotential bis zur grifiten Kugel um 0, die
noch ganz im Inneren des Korpers liegt, iiberall reguldr analytisch fortsetzbar ist2).

Dieser Satz gilt zunéchst nur fiir das reine Anziehungspotential. Um das gesamte

Schwerepotential W zu erhalten, haben wir noch das Fliehkraftpotential % w2
(x2 + y2) — die z-Achse sei Drehachse — hinzuzufiigen:

W = V—{—%w2(x2+y2).
In den bereits verwendeten Koordinaten r, & ist x2 -'y2 =72 sin2 ¥, daher erhalten
wir mit (3)

(=~
Yn 1 )
2 + — »w2r2sin2 Y.

W: ~ —
11:0""_’_1 2

Da in Kugelfunktionen ausgedriickt

sin2 ¢ =% [1 — P, (cos {]')]

ist, so wird schlieflich
S Y w?2

3 r2
W=,,_\:o)'"+1+—3— [I—Pz(cos a-)] @

die Kugelfunktionsentwicklung3) von W. Das Fliehkraftpotential ist aber in jedem
Punkt des Raumes regulér. Es fiigt daher zu (3) keine neue Singularitit hinzu und
(4) konvergiert genau dann, wenn auch (3) konvergent ist4). Wenn wir als analyti-
sche Fortsetzung des dufleren Schwerepotentials ins Masseninnere die Summe aus
der analytischen Fortsetzung des Anziehungspotentials und aus dem Fliehkraft-
potential definieren, so gilt unser Satz wortlich auch dann, wenn darin unter Auflen-
raumpotential das ganze Schwerepotential verstanden wird, also nicht nur fiir die
Entwicklung (3), sondern auch fiir (4). Umgekehrt kann man sich fiir die Konver-
genzuntersuchung von (4) auf die Betrachtung des reinen Anziehungspotentials (3)
beschrédnken.

2) Auf unser Beispiel, das homogene Rotationsellipsoid, angewendet, bedeutet das: Konver-
genz auf der ganzen Oberfliche, wenn die Kugel K, die Brennpunkte (die singuliren Punkte der
analytischen Fortsetzung) in ihrem Inneren enthdlt, also die Kugel K (s. Abb. 2) umschlieBt. Das
ist dann der Fall, wenn K, ganz im Inneren des Ellipsoides liegt.

3) Die iibliche Bezeichnung von (4) als Kugelfunktionsentwicklung l46t sich daraus erkliren,
daB} diese Gleichung fiir » = 1 eine nach Kugelfldchenfunktionen entwickelte Funktion auf der
Oberfliche der Einheitskugel darstellt; sie ist insoferne nicht ganz richtig, als der vom Fliehkraft-
potential herrithrende Teil von (4) nicht harmonisch ist (es ist deshalb /AW = 2 w2) und daher nicht
aus (rdumlichen) Kugelfunktionen im eigentlichen Sinne besteht.

4) Allerdings reicht im Gegensatz zu ¥ der Definitionsbereich von W aus physikalischen Griin-
den nur bis zu jener Grenzniveaufliche, an derem Aquator die Schwerkraft verschwindet (vgl. [5],
S. 396).
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Nun wenden wir schliefllich unser allgemeines Konvergenzkriterium auf die
Erde an, die uns in erster Linie interessiert. Hier ist aber die reguldre Fortsetzbar-
keit des AuBenraumpotentials keineswegs selbstverstdndlich, wie man vielleicht in-
tuitiv annehmen kénnte. Um das zu erkennen, wollen wir zundchst das Problem
ganz vereinfachen. Wir betrachten die Erde als homogene Kugel K, der ein einziger

VAN

Abb. 3

Berg B von der gleichen Dichte aufgesetzt ist (s. Abb. 3). Das Anzichungspotential
V — auf das wir uns ja beschrinken diirfen — setzt sich also zusammen aus dem
der Kugel Vg und dem des Berges Vp: V = Vg + Vp. Betrachten wir nun die
Fortsetzbarkeit von ¥ ins Innere des Berges. Fiir Vi ist dieses Gebiet Auflenraum,
es ist also dort reguldr. Vg hingegen ist ins Berginnere nicht iiberall reguldr fort-
setzbar, da nach einem Satz der Potentialtheorie die analytische Fortsetzupg des
Auflenraumpotentials (hier V) ins Masseninnere (hier Innere des Berges) stets
irgendwo eine Singularitidt haben muf3s).

Daher ist auch die analytische Fortsetzung von V' = Vi + Vp im Berginneren
irgendwo singuldr. Da aber die Erde mit ihren vielen Bergen und Massenunregel-
méBigkeiten noch ungleich komplizierter ist als dieses einfache Beispiel, so ist die
Unméglichkeit der reguldren analytischen Fortsetzung des Auflenraumpotentials bis
zur grofiten ganz im Erdinneren liegenden Kugel K, um den Koordinatenursprung
(Erdschwerpunkt) ersichtlich, woraus nach unserem Satz die Divergenz der Reihen
(3) und (4) auf der Erdoberfliche folgt. Wire die Erde jedoch ein homogenes Ro-
tationsellipsoid oder auch eines mit konzentrischer Schichtung nach Clairqut, so
wiren diese Entwicklungen konvergent.

Herrn Prof. Ledersteger ist der Verfasser fiir viele wertvolle Anregungen und
Hinweise zu besonderem Dank verpflichtet.
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5) Ist z. B. der Korper eine homogene Kugel, so wird diese analytische Fortsetzung im Mittel-
punkt unendlich.



