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Graphisch-mechanische Ermittlung maximaler Koordinatenstreuungen
bei der analytischen Berechnung des mehrfachen Riickwirtseinschnittes

Von Walter Smetana, Wien
(Verdffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen)
1. Einleitung

In der Praxis wird -es mitunter vorkommen, sogenannte Einschaltpunkte (EP)
[1] nach der Methode des mehrfachen Riickwértseinschneidens zu bestimmen und
als wahrscheinlichste Punktlage den Schwerpunkt eines mit den groBten Gewichten
erhaltenen beziiglichen Schnittpunktsystems gelten zu lassen. Wie diese Arbeit am
zweckméBigsten und wirtschaftlichsten unter Zuhilfenahme des vom Verfasser
entworfenen Punktlagefehler-Felddiagramms fiir das Riickwértseinschneiden [2]
durchgefiihrt wird, moge einem spédteren Beitrag vorbehalten sein. Die folgende
Abhandlung, die aus der Praxis entsta nden und fiir den Praktiker geschrieben ist,
gibt Antwort auf die Frage: Mit welchen maximalen Koordinatenstreuungen muf
bei der analytischen Berechnung eines EP aus verschiedenen Riickwértseinschnitt-
Kombinationen gerechnet werden, wenn dem EP verschiedene, kombinationsméBig
bedingte mittlere Punktlagefehler zukommen. Die maximalen Koordinatenstreuungen
sollen hiebei als Funktion der mittleren Punktlagefehler auf graphisch-mechanischem
Wege, ndmlich unter Zuhilfenahme eines einfachen Diagrammes und eines ge-
wohnlichen logarithmischen Rechenschiebers ermittelt werden.

Es mag wohl zunéichst iiberfliissig erscheinen, sich mit dieser Frage zu be-
schiftigen. In der Praxis zeigte es sich jedoch, dal3 ihre Losung von entscheidender
Bedeutung bei der Beurteilung fehlerhafter Koordinaten der Ausgangspunkte
wird — eine Frage, die meines Wissens in der Fachliteratur noch nicht praktisch
beriihrt worden ist.
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2. Theoretische Grundlagen

Die von Jordan [3] abgeleiteten Formeln zur Bestimmung der Koordinaten-
fehler mit Hilfe reziproker Entfernungen bilden den Ausgangspunkt der weiteren
Entwicklungen:

dx = 715 [— (r3 cos v3 — I, €08 V,) do. + (rp cOs Yy — I'; COS V1) dﬁ]
(M
(]y =

3 A [— (r3sin vy — rpsinvy) dz + (rpsinvy — 1y sin vy) dBJ

,-5‘1*1’ Iy = ;,—2 und r3 = 51; /\ ist die Flache des Reziprok-
dreieckes. do. und df} sind die Fehler der gemessenen Winkel o und {.vy, v, und v
bezeichnen die Richtungswinkel der Strahlen rq, r und rj.

Hierin bedeuten r; =

Fiihrt-man die fiir den praktischen-Gebrauch notwendige Transformation-der

ce 1
Formeln (1) durch [3], setzt = ; an Stelle von r = S und ersetzt weiters die
Differentiale dx, dy, d= und dff durch die kleinen, aber endlichen Fehlergroflen

dx, 0y, Ao und AP, so erhilt man

Ox ~ 2—2_[(— f3€08V3 + f5€08v,) Aa + (15 cosvy — f1COSVvy) Aﬁ]
t

: . 2
3y ~ 2%[(— f3 sin vy + fosinvy) Ao + (fpsinvy — £ sinv ;) A[SJ
t

Abb. 1

GemilB Abb. 1 bedeuten der Reihe nach
fycosvy =& 3 15C08% = £y ficosy; =&,
13sinvy =3 ta8invy =1, 1 sinvy =1
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Dies sind die Koordinaten der Eckpunkte des transformierten Reziprokdrei-
eckes in bezug auf den Neupunkt P als Ursprung.

Man erhilt den gréBtmoglichen Fehler fiir 8x und 8y, wenn man in Anbetracht
der sowohl positiv als auch negativ auftretenden Fehler Ao und AP die beziiglichen
Summenfaktoren von Ao und AP in den Fehlerformeln (2) mit ihren Absolutbe-
trigen einsetzt und | Aa| = | AB| = 3|mq°¢| annimmt.

cc /——2
m, ]/ 14+ (1) und daher 3m cc =
h., 7

Da der mittlere Punktlagefehler [2] M., =

= 3M g worin _=11, I, die zu a gehorige Hohe darstellen, liefern die
I

2
Formeln (2) unter Beriicksichtigung von 2 A, = ah, und] 14+ (’11) = K, folgende

Hochstwerte:
M,
8'\cm ~ l cm| [' (62 - E3)| + ‘(E2 - E1) ]
.3
3 MC"I
5)?6,,,% [(IK |[|(7)2 - /13)| + I(Y)2_n1)|J

Hierin bedeuten
& — & = Al =acosv, 82— & = Aka =bcosv,
N2 — M = A3z = asinv, o — N1 = A2 = bsinv,

Liegen die aus zwei Riickwirtseinschnitt-Kombinationen errechneten Ko-
ordinaten eines Neupunktes mit ihren mittleren Fehlern M und M, vor, so diirfen
diese Koordinaten demnach maximale Streuungen aufweisen von:

3
Ox12 =108x1 | + | 8x2| = ’ 1|(]alcosv,,1| + | b1 cos vp1 \)+
n
3| M, | |
W(VQ COSVq2 | + | b2 COSVH2 @

y12 = |8y1]| + |8y2] ~TII'(|a1smv,,1 | + [ b1 sinvyy ) +

3| M, , ,
+ Tan_l(l @y invgy | + | bysin vy, ])

Die Ausdriicke [a cosv, | + |b cosv, | und |asinv, |+ |bsin vp | werden,
wie im Abschnitt 4. erldutert wird, aus einem Diagramm ermittelt und mit dem

. . 3
mittels Rechenschiebers errechneten Wert '?(ﬂ multipliziert,
a n

3. Aufbau des Diagramms

Das Diagramm umfat gemdB der Beilage ein Zentimeter-Koordinatennetz
fiir A€ und A7 mit der Bezifferung 1, 2, ... 10 cm sowie konzentrische Kreise um
den Koordinatenursprung mit den Radien 1, 2, ... 10 cm. Um das Schitzen
der Koordinaten und Strecken @ und b auf 1 mm zu erleichtern, sind sowohl die
Koordinatenlinien als auch die Kreise von 5 zu 5 mm dargestellt.
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4. Gebrauch des Diagramms

Wie in Abb. 2 ersichtlich ist, wird das Diagramm so iiber ein gezeichnetes
Reziprokdreieck orientiert gelegt, daBl sich der Ursprung des Koordinatennetzes
mit dem Punkt 2 des Dreieckes deckt. Die Ausdriicke a cosv, und b cos, bzw.
asinv, und b sinv, werden ohne Beriicksichtigung ihrer Vorzeichen als | AE| bzw.
| A7 |im Diagramm auf Zentimeter abgelesen und die Millimeter geschétzt. Ebenso
ermitielt man mit Hilfe der Kreise die Seitenldngen @ und b des Dreieckes, wobei
a= b ist.

+§ (—Ag )

4'1‘2!

~n{ran)-—- —+1) (-AR)

|
|
Lecany

Abb. 2

5. Berechnung der Formelgruppe (4) mittels des Diagrammes und des Rechenschiebers

Die Berechnung wird allgemein und mit besonderen Zahlen an Hand eines
Beispieles aus der Praxis zweckméBig folgendermaBen durchgefiihrt.

Nachdem die mittleren Punktlagefehler zweier Riickwértseinschnitt-Kombina-
tionen aus dem entsprechenden Felddiagramm ermittelt worden und demnach auch

die GroBen K, bekannt sind, wird mit dem Rechenschieber der Ausdruck M be-

n

rechnet. Hierauf bestimmt man aus dem Diagramm die GroBen | A&sz| + | Afi2]
31M|

Kn
Diagramm abgelesene Seitenldnge a. Die Addition der fiir die beiden Riickwarts-
einschnitt-Kombinationen auf diese Weise ermittelten Werte 8x; und 8x, bzw.
8y, und 38y, liefert die zu erwartenden maximalen Koordinatenstreuungen.

bzw. | AM3z| + | Afiz} multipliziert sie mit und dividiert durch die im

6. Beispiel

In Abb. 3 sind zur Bestimmung des EP 6 zwei Riickwértseinschnitt-Kom-
binationen mit dem theoretischen mittleren Punktlagefehler M ~ 1 cm dargestellt.
Die beiden beziiglichen Reziprokdreiecke heiBen 1, 2 und 3 bzw. 1’, 2’ und 3’. Das
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Verhiltnis der beiden Seiten a und b wurde fiir beide Kombinationen mit n = 3

geschitzt; daher K, = Vl + (—;—)2 = 1,053. Damit werden
3 57 3 60
1053 59 " 1,053 59~0°M
353, 3 54
1,053°5,9 ' 1,053 5,9
Die Zahlen 5,7 und 6,0 bzw. 5,3 und 5,4 werden aus dem Diagramm ermittelt
und die GroBe 5,9 unmittelbar im Diagramm abgelesen bzw. geschétzt,

5)(712 ~

~ 5 cm

Cy12 =

-Ai
Silo Angern
H" Schloh—
\ +§
|
l|
_. Al T
Herdlberg & _ Ml |
7 T
~ 7 .l{
+an = e
|
| EP6"Zwerndorf
-Ne————— —_ —_—y—— — =N
|
| A
=) i §32(32)
a N/
i
!
' \
............. L_\g=3
4'?32{1]3‘2‘) Zwerndorf
+A§ i’g’
Abb. 3

Die sich tatsdchlich rechnerisch ergebenden Koordinatenstreuungen der beiden
Riickwirtseinschnitt-Kombinationen sind jedoch 8x1, = 10 cm und 8y, =7 cm.
Die errechneten Hochstwerte werden demnach um etwa 50 v. H. iiberschritten,
ein Zeichen dafiir — wie auch eine diesbeziigliche Untersuchung bestitigt hat —,
daB sich die Koordinaten eines Ausgangspunktes nicht auf den angezielten Punkt
beziehen, also keine Identitit dieses gegebenen Ausgangspunktes vorliegt.

7. Genauigkeitsbetrachtung

An Hand von Differentialformeln 148t sich zeigen, dal der maximale Fehler
der mit dem Diagramm und Rechenschieber errechneten Koordinatenstreuungen
hochstens rund 1 cm betragen kann. Differentiert man ndmlich zum Beispiel dx =
_3M Afn+ Ab

K, a
und AE, so erhdlt man

dox

nach den mit den Fehlern Aa bzw. 8 A¢ behafteten GroBen a

_3M ad[AE) —[AE] da
- % -
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Der groBtmogliche Fehler ist demnach

_31M]| a] B[]+ |(AF Ad

ASX . 2

©)

Da|Aal =[8AE| =|3A%| =1 mm, |3[AE]| =2 | Aa|~ 2mm als Schétzungs-
fehler im Diagramm angenommen werden konnen, ist

3 |M| a.02+[[A8]101

AOx ~ X, o

. (6)
Da die kleinere Seite b des Reziprokdreieckes mindestens so groB3 sein muf
wie die Hohe des betreffenden Dreieckes, folgen aus der Formel fiir den mittleren

31/ 1\2
Punktlagefehler M = W ] / 1+ (’17) =%- K,, wenn der Reihe nach fiirn =1,2,3
gesetzt wird, hiy =423 M, hy =3.36M; hy = 3,16:M.

Demnach muB fiir n=1a=> 4,2: M, fir n =2 a=.6,7:M und fiir n =3
a = 9,5: M sein. Die [ AE] ist von der Lage des Koordinatensystems abhédngig, und
ihre maximalen Werte betragen, wie aus einer Maximumbedingung zu errechnen
ist, fiirn = 1, 2 und 3 bzw. [AE] =6,0, 7,5 und 9,9 cm. Dies in Formel (6) eingesetzt,
ergibt fir M =1, 2, 3 und 4 bei

n=2... Adx=0,1, 0,5, 1,1 bzw. 2,0cm
n=3... Adx=0,1, 04, 0,8 bzw. 1,5cm

n=1... A8x=0,2 0,7, 1,5 bzw. 3,6 cm}
- (N

Soll der maximale Berechnungsfehler der Koordinatenstreuungen A8x1, <1 cm
werden, darf man Riickwértseinschnitt-Kombinationen mit den Punktlagefehlern
M = 3 cm fiir n = 1 bis 3 zur Berechnung der maximalen Koordinatenstreuungen
unter Zuhilfenahme des Diagrammes nicht mehr verwenden.

Zusammenfassend kann man sagen, daBl die Ermittlung der Koordinaten-
streuungen nach Formel (4) mit Hilfe des beschriebenen Diagrammes in Verbindung
mit dem Rechenschieber auf Zentimeter genau erfolgen kann, vorausgesetzt, daf}
die mit dem Punktlagefehler-Felddiagramm bestimmten Punktlagefehler der be-
treffenden Schnittkombination moglichst unter 3 cm liegen. Eine Kombination
von M| =1 und 2 fiir # = 1 bis 3 mit M, = 3 cm fiir n = 3 wire jedenfalls noch
moglich, ebenso die Kombination von M| =1 und 2 fiir n = 3 mit M, = 3 fiir
n=>2.

Die nach (7) errechneten Zahlenwerte stellen auBerdem Hochstwerte von
Berechnungsfehlern dar, die in der Praxis selten erreicht werden diirften.
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