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Uber die bedingte Ausgleichung in zwei Gruppen *)
Von Dipl.-Ing. Boris Iwanov, Sofia

Die bedingte Ausgleichung in zwei Gruppen ist von dem deutschen Mathe-
matiker, Astronomen und Geodéten Karl Friedrich GauB3 (1777 bis 1855) begriindet.
Ludwig Kriiger (1857 bis 1923), auch deutscher Geodét, verallgemeinerte es in seiner
Arbeit ,,Uber die Ausgleichung von bedingten Beobachtungen in zwei Gruppen‘‘.

Das Wesen dieses Verfahrens besteht im folgenden:

Die urspriinglichen Verbesserungsbedingungsgleichungen werden in zwei
Gruppen eingeteilt. Nach Auflosung der ersten Gruppe (I) erhilt man primire
Verbesserungen v; fiir die gemessenen (beobachteten) GroBen. Die Koeffizienten der
Gleichungen der Gruppe II werden umgeformt. Die Losung der umgeformten
Verbesserungsgleichungen ergibt die sekundéren Verbesserungen v;"’.

Die Umformung der Gleichungskoeffizienten der Gruppe II wird in der Weise
vorgenommen, daB die Verbesserungen v;, die bei der gemeinsamen Ausgleichung
erhalten werden, der Summe der priméren (v;') und der sekundiren (v;'') Verbes-
serungen gleich sind (v; = v, + v’).

Uber die Anwendung dieses Verfahrens duBert sich Kriiger: ,,Daraus folgt, daB
das hier gegebene Ausgleichungsverfahren in zwei Gruppen gegen die gewohnliche
Ausgleichung in einem Gusse nur dann von Vorteil sein kann, wenn sich aus den
zur ersten Gruppe gehorigen Normalgleichungen die Korrelaten in einfacherer Weise
darstellen lassen als durch den Gauf’schen Algorithmus®.

Zwecks Vereinfachung der Formeln wollen wir annehmen, daf3 die Verbesserungs-
bedingungsgleichungen fiinf sind (drei in Gruppe I und zwei in Gruppe II); die
Anzahl der Verbesserungen betrigt sechs.

Es sollen folgende Benennungen gebraucht werden:

v/’ = primire Verbesserungen,
v/’ = sekundire Verbesserungen,
v; = gemeinsame Verbesserungen der gemessenen GroBen,

w, = Widerspruch = Istwert-Sollwert,
a;, b;, c;, o; und f; = Koeffizienten,
k, = Korrelate,
Pit, P12: P13, - - . .p33 = Hilfskorrelaten.
Formeln fiir die bedingte Ausgleichung in zwei Gruppen.

Urspriingliche Verbesserungsbedingungsgleichungen in allgemeiner Form

aivi+ axva+ azv3+ agvy+asvs + agve+ wp =0
I {byvi+4bava+ b3vy+ byva+ bsvs + bgve+ wy =0 )]
ciVit+eavateavyt+ v+ csvs+ v+ w3 =0

I {041V1+062V2+¢3v3+054v4+045"5+066"6+wr20} @)
Bivi+ B2va+ Bavs+ Bava+ Bsvs+ B ve+wnr=0 o

*) Vortrag, gehalten am Internationalen Symposium geodét. Berechnungen in Krakau (Polen)
im September 1959.
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Verbesserungsbedingungsgleichungen fiir Gruppe 1
ayvy +ayvy Fayvy' +agvy + asvs + agvg + wy =0

b1 Vll + b2 \’2/ + b3 1’3’ + b4 1’4’ + bS VSI + b6 l’6l + wy = 0
C1 vl' + () VZI + c3 V3I + Cy4 V4’ + Cs V5/ + Cq 1’6I + w3 = 0

Normalgleichungen fiir Gruppe I

laalky + [ablky + [aclks + w; =
[abl ki’ + [bblky + [bclky +wy =
laclky + [belky + [celks + wy =

S © o

Korrelatengleichungen fiir die primédren Verbesserungen

v =aiky + biky 4 ¢ ki

Normalgleichungen fiir die Hilfskorrelaten

[aalpi1 + [ablpiz + [aclp1z + [aa] =0
l[ablpir + [bble12+ [belpia + [ba] =0
laclpir + [belpia+ leclpia+ [ca] =0
]

[aalp21 + [ablpaz + [aclp2s+ [aB] =0
[ablpay + [bb]p2z + [bclpaz + [b] =0
l[aclpar+ [bclpar+ [cc]l po3 + [cB] =

Umformungsgleichungen fiir die Koeffizienten der Gruppe II

Ai =0+ a;pi1 + bipy + cie13 }
Bi = i +aipa1 +bipaa + ciP23

Wp =wr +wipnn + wapi2+ w3 913}
Wi = wir + wipa1 + Wap22 + W3p23

Verbesserungsbedingungsgleichungen fiir Gruppe II

A vy A3vy’ L Agve” + W = 0}
Byvi" + Byvy" + Byvi" + ... + Bevg' +Wiyy=0

Normalgleichungen fiir Gruppe 11

[AA) ki" + [ABl k' + Wy =0 }
[ABl k/'" + [BB] kyf" + Wip=0

Korrelatengleichungen fiir die sekundédren Verbesserungen
vi'' = Ai k" + Biki'’

Gesamtverbesserungen der gemessenen Grofen

v =V +v
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Mittlerer Fehler der gemessenen Gréfen

m= V [v2v]

vvl=["VvV]+ [V V'] ... (19

Mittlerer Fehler der ausgeglichenen Grofien

u
M:m]/T ... (15

wobei # = Anzahl der Beobachtungen und
u# = Anzahl der notwendigen Beobachtungen.

. (13)

wobei

Mittlerer Fehler einer Funktion der ausgeglichenen GréBen

I / 1
Pausg. — @ {1, 2, 3, ceey 6} (16) ’nlp ausg. =m P— P (17)
¢ ausg. .

wobei
1 [AF2 _[BF.1]2
y e e VO TR0 Y - 19
oder
1
7);=[FF.2] ... (19
9

Fist der umgeformte Koeffizient f; = (20), der die nach den gemessenen Gréfien

a(i)
partielle Ableitung der Funktion ¢,,,, dargestellt.

In der UdSSR ist die gruppenweise Ausgleichung sehr verbreitet. Uber diese
Verfahren haben die sowjetischen Geoddten Urmajew, Krassowski, Pranis-Prane-
witsch, Kobilin und viele andere gearbeitet.

-Wir haben alle diese Arbeiten, insbesondere die Arbeit von Kobilin ausgeniitzt,
um unsere bedingte Ausgleichung in zwei Gruppen zusammenzustellen.

Die Auflésung der Normalgleichungen der Gruppe I (4) in Funktion der Wider-
spriiche mittels Determinanten fiihrt zu Ausdriicken fiir die entsprechenden Korre-
laten. Diese Ausdriicke setzen wir in der Korrelatengleichung (5) ein. Auf diese
Weise erhalten wir die Koeffizienten, mit denen wir die primdren Verbesserungen
berechnen konnen, ohne die Werte der Korrelaten ermitteln zu miissen. Dieselben
Koeffizienten dienen auch zur Umformung der Gleichungen der Gruppe II.

Die Ausgleichung der Bedingungsgleichungen von der Gruppe I und alle hierbei
vorkommenden GréBen bezeichnen wir als primére. So haben wir: primédre Ver-
besserungen, Gleichungen, Korrelaten, Werte der beobachteten Groflen usw.

Primdre Ausgleichung

Die primdren Normalgleichungen (4) 16sen wir mit Hilfe der Determinanten
in Funktion der Widerspriiche auf. Man erhilt dann die Ausdriicke fiir die priméren
Korrelaten.

ki =01 w1+ Q2w+ Q13 w3 ]
ky' = Q21 w1 4 Q2 w2 + Q23 W3 cee 2D
ky' = Q31 w1+ Q32 w2 + Q33 w3 J
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Hierbei bedeuten die Koeffizienten 0, Q12, Q13 ... Q33 und D

_ —[bb][cc]+[bc][bC] _ —lac][bc] + [ab] [cc] _ —lab][bcl+ [ac][bb]
Oun= D 021 = D 031 = )

_ —[acl[bec] 4+ [ab][cc] _ —laallcc]l+[ac]lac] _ —lab]lac]+[aa][bc]
Q= D 022 = ) O3 = D

_ —lab][bc]+ [ac][bb] _ —lab]lac]+ [aa] [bc] _ —[aa][bb] + [ab][ab]
O13= 5 03 = D 033 = D

D = {[aa] [bb][cc]+ [ab][ac][bc]l+ [ab][ac] [bc]} —

—{[aallbc)[bcl + [ab] [ab] [cc]l + [ac]llac] [bD]} .. (22

Nun setzen wir die Ausdriicke (21) fiir die primédren Korrelaten in die Formeln (5)

ein. So erhalten wir Ausdriicke fiirdie primdren Verbesserungen

v = 1wy 4 25wy + 3;w3 cee(29)
wobei :
li=a; 011+ b 021 + ¢ Q31
2i=a;012 4 b; 022 + ¢i 032 SRR )

3 =ai Q13+ bi 023+ ¢ 033
Die primdren Werte der beobachteten Gréf3e werden nach der Gleichung
i'=0)+ v’ (25)
erhalten.
Sekundiire Ausgleichung

Die Ausgleichung der Bedingungsgleichungen der umgeformten Gleichungen
bezeichnen wir als sekundére. So haben wir: sekundére Verbesserungen, Gleichun-
gen, Koeffizienten, Korrelaten, Widerspriiche usw.

Die Ausgleichung erfolgt in iiblicher Weise nach den Formeln (8), (9), (10) und
(11). Die umgeformten Widerspriiche findet man nicht nach den Formeln (8), sie
werden vielmehr mit den primidren Werten gebildet, die sich aus den Formeln (25)
ergeben,

Die sekundidren Koeffizienten erhdlt man nach der Formel (8), die in anderer
Form ausgedriickt werden:

Ai=o + Aoy } 26)
_ B =i+ AB: S
wobei
Ao =aip11 +bip12+ cipr3 } ey
ABi = ai P21+ bip22 + cipa3
Wi =wr +Awr } (28)
W= wir + Awnr
wobei AW =w1f11 + Wap12 + W3z13 } (29)
AWI=Wy1p21 + Wapaz + W3p23
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Die Ausdriicke fiir die in den Formeln (26), (27), (28) und (29) enthaltenen
Hilfskorrelaten pyy, p1, ... p23 werden in derselben Weise wie die primédren Korre-
laten nach (21) erhalten, mit dem Unterschied, daB die Widerspriiche hier [a ],
[6al, [cal, [apl, [6p] und [c B] sind.

Die Ausdriicke fiir die Hilfskorrelaten sind:

p11 =011 laa]+ Q12 [ba] + Q15 [c o] le—Qu[a[3 + Q12 [6B]1+ 013

[cf]

p12= Q21 [aal+ 0z [ba] 4 Qz3 [c ] p22 =021 [aBl + Q22 [6f] + 023 [c f]
[cB]

1

p13=031lae]l + Q32 [be]l + 033 [ce] p23 =031 [aBl + Q32 [6B] + 033
. (30) SRR €
Setzt man die Ausdriicke (30) und (31) in die Formeln fiir die sekundéren
Koeffizienten und Widerspriiche [(26), (27), (28) und (29)] ein, so erhilt man fiir die

Verbesserungen der Koeffizienten (A ¢; und Af;) und der Widerspriiche (A Wy und
A\ Wryp) folgende Ausdriicke:

Aaizli[a“]+2i[ba]+3i[ca]} L (32)
ABi=1i[aBl + 2i [bB] + 3i [cf]

AWp = Gilaa] + Hi[bal 4 J;[ca] }
AWy =GilaB] + H; [b] + J; [eB]

In der Formel (32) sind die Koeffizienten 1;, 2; und 3; mit den Formeln (24)
angegeben; in den Formeln (33) sind folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

G =011 w1+ Q21 w2+ Q31 W3
H; = Q12 w1 + Q22 w2 + 032 W3 ce (39
Ji = 013wy + 023 w2 + Q33 W3

Die Formeln (33) kénnen zur Kontrolle dienen.

Die Genauigkeitsbestimmung erfolgt nach den Formeln (12) bis (20). Nach (23)
konnen die primdren Verbesserungen fiir die Verbesserungsbedingungsgleichungen
mit ganz verschiedenen Koeffizienten erhalten werden, ohne dabei die priméren
Normalgleichungen aufstellen zu miissen; wihrend nach den Formeln (32) verschie-
dene Koeffizienten umgeformt werden konnen.

Wenn die Koeffizienten aller miteinander verbundenen und nicht verbundenen
Verbesserungsbedingungsgleichungen der Gruppe I aber 4+ 1 betragen, so bleiben
die Koeffizienten (22) und damit auch die Koeffizienten 1;, 2; und 3; (24) konstant.

Das Verfahren ist besonders geeignet fiir die Ausgleichung mit einer geringen
Anzahl von Bedingungsgleichungen sowie fiir die in der Praxis hdufig vorkommen-
den Figuren der Triangulierung. Solche Figuren sind: Das geoditische Viereck,
das Zentralsystem usw. Fiir diese Figuren kénnen nach Formeln (23) und (32)
Tafeln der Koeffizienten berechnet werden. Mit diesen Koeffizienten lassen sich die
priméren Verbesserungen bequem ermitteln, wie auch die sekundiren Koeffizienten
leicht erhalten werden konnen.

Wenn' die Anzahl der primédren Verbesserungsbedingungsgleichungen aber
mehr als drei ist und folglich auch die Anzahl der primdren Normalgleichungen
groBer als drei ist, so kann diese Anzahl wie folgt vermindert werden:

. (33)
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Die primire Korrelate k3" der dritten Gleichung aus Formel (4) der priméren
Normalgleichungen wird durch die anderen zwei Korrelaten (k;’ und k,’) und denn
Widerspruch w3 derselben Gleichung ausgedriickt.

. [ac] [be] , , w3
k3—-— [C]]l_[cc]kz_W ...(35)

Diesen Ausdruck setzen wir in die erste und zweite Gleichung der Formel (4)
ein.

Es werden zwei Normalgleichungen erhalten, die wir reduzierte Normalglei-
chungen nennen wollen:

[aa]O kl, + [a b]O kz’ + w0=0 } (36)
[abl0ky + [bb0 Ky + w0 =0 o
wobei
[ac]
[aa] — lac] =[aa)
5 O
[ab]——[—ca—[bc]z[ab]0 ibel ... (3D
[ac] Wy — B ]— w3 = wy0
Wy — o w3 =w{0

Die Ausdriicke fiir die priméren Korrelate k' und k,’ und die Koeffizienten O,
lassen sich nach (21) und (22) ableiten, wobei wir es nur mit zwei und nicht mit drei
primédren Normalgleichungen zu tun haben werden

ki = Q01 w0y + 00y, w0, ]
ky' = Q031 w0y + 00y, WO, ... 08
k3' = Q03; w0y ++ Q035 W0, 4 0033 ng
bei b
wobel { {az} 0% + EC ﬂ Q°12}=Q°31
[ac] [bc] _
— e o+ 2 00} = v, 09
1
cd 0033

Bei primdren Normalgleichungen, in denen viele Koeffizienten Null sind, kann
die Anzahl der primdren Normalgleichungen auf mehr als die Hilfte vermindert
werden.

Bei reduzierten primdren Normalgleichungen erhédlt man die Ausdriicke fiir die
primdren Verbesserungen in dhnlicher Weise, wie mit der Formel (23)

v =10 w0 4 20 w0 |- 3045 ... (40)
wobei
@ Q01 + b; 0% 4 ¢; Q031 = 1,0
@ Q015 + b; 003 + ¢; 003, = 2,0 SRR
¢; 0033 = 3,0
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Die Verbesserungen Ae;0 und A ;0 der Koeffizienten der Gruppe II ergeben sich
in derselben Weise wie die Verbesserungen A «; und A f; nach (32).

Die Reduktion der Normalgleichungen kann in der obigen Weise mehrmals
durchgefiihrt werden, sofern es lohnend ist.
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Die Basismessung von Heerbrugg 1959
Von Josef Mitter

(Verdffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen)

(Fortsetzung)
6. Das Alignement und Nivellement

Das Alignement, d. i. die Bestimmung der Ausweichung der MeBpféhle aus der
Basisrichtung, gliederte sich durch den extremen Verlauf des Basispolygones in
mehrere verschiedene Arbeitsvorgéinge, die einheitlich mit Wild-Theodoliten T 3
ausgefiihrt wurden.

In den Strecken, in denen die MeBpfihle in eine Gerade eingefluchtet werden
konnten, z. B. in der ganzen Siidhélfte bis Polygonpunkt BP. 5, wurden reine Aligne-
mentmessungen durchgefiihrt. Die Einmessungen wurden auf Standpunkten (MeB-
pfdhlen) in etwa 300 m Abstand vorgenommen, die — wie schon in Abschnitt 3
erwidhnt — fiir Instrumentenaufstellung eingerichtet worden waren. Die Lage des
eigenen Standpunktes innerhalb der Geraden wird dabei durch Winkelmessung
nach den Endpunkten bzw. nach den ndchsten Standpunkten bestimmt. Zur Si-
gnalisierung der Standpunkte wurden Zieltafeln der Wildschen Polygonausriistung
beniitzt. Zur Messung der Exzentrizititen, die in drei Sétzen erfolgte, kam eine kurze,
horizontale Latte mit Zentimeter- und Millimeter-Teilungen zur Verwendung, die
auf die Jdderinzapfen aufgesteckt und mit einem festen Zielfernrohr senkrecht zur
Visierrichtung gestellt wird. Sie gestattet die direkte numerische Ablesung der
Ausweichung oder, bei Abdeckung der Teilung durch vorhergehende MeBmarken,
ihre Bestimmung durch Richtungsmessungen nach symmetrischen Teilstrichen.
Die mittlere Ausweichung eines Jdderinzapfens betrug 1 mm.

In den Polygonseiten, in denen keine Einrichtung mdoglich war, wurden Rich-
tungsmessungen nach den Zwischenpfihlen vorgenommen. Sie wurden wegen der
durch die groBen Ausweichungen aus der Geraden geforderten Genauigkeit, ebenso
wie die Zwischenpolygonwinkel selbst, in drei Sdtzen beobachtet. Sowohl die Aligne-
ment- als auch die Richtungsbeobachtungen wurden wegen einer gewissen zu be-



