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Daraus folgt cp2 = 590 59' 59" 999424 und cp111 = 500 , 

e1.111 = -� (Cl.1 + C1.z) = 330 1 2' 03", 7 19524. 

Mit den letzteren Werten ergibt sich nach (27) 

- 0, 000 0776 390 (s2) 
- 0, 000 0030 570 (s4) 

- 0, 000 0000 825 (s6) 

k1 - k. � - 0, 000 0807 785 

und daraus kt= k, + (k1 - k.) = 1, 001 2960 53 1 .  
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Man erhält aus I = ), -i- den Wert I = 1 90 59' 59", 999352, der mit dem im 1(/ 
vorhinein bekannten Sollwert von 200 bis.auf den linearen Betrag von rund 0, 01 5 m 
übereinstimmt; eine ähnliche Übereinstimmung zeigt die errechnete geographische 
Breite cp2 mit ihrem Sollwert. Dieses Ergebnis wird man. da die Formel (17) mit 
s · 26 00 km etwas über ihre Leistungsfähigkeit hinaus beansprucht ist, als durchaus 
befriedigend bezeichnen d Lirfen. 

Über Winkelreduktionen bei Absteckarbeiten 
Von W. Emhac/1er 

Die Übertragung ingenieurtcchnischer Entwlirfc ms Gelünde bezeichnet man 
als Absteckungsarbeit. 

Es soll der Versuch unternommen werden, sämtliche Winkelreduktionen anzu
führen, welche an den gerechneten und gezeichneten Entwurf angebracht werden 
müssen, um ihn sinngemäß auf die physische Erdoberfläche übertragen zll können. 
Diejenigen Verbesserungen, die infolge der Konvergenz der Lotlinieri; wegen des 
Azimutunterschiedes Geodätische Linie-Vertikalschnitt und wegen der Refraktion 
anzubringen sind, seien nur der Vollständigkeit halber angeführt. Es soll haupt
sächlich gezeigt werden, wie stark sich die Tatsache, daß die Lotrichtungen zu
einander windschief sind, in verhältnismäßig kleinen Vermessungsbereichen, z. B. bei 
Tunnel- und Stollenabsteckungen, auswirken kann. 
Die Richtung der Lotlinien weicht zunächst wegen der großen kontinentalen Geoid

wellen von den Flächennormalen eines Rotationsellipsoides, als welches das Re
ferenzellipsoid der Landesvermessung dient, ab; sie ist aber auch lokal bedingt, 
wenn durch eine Ansammlung oder durch ein Fehlen von Massen lokale Unstetig
keiten in der Dichte der Erdrinde entstehen. Eine beliebige Ebene durch eine Ellipsoid
normale nennen wir Nonri.alebene und ihr Schnitt mit dem Ellipsoid heißt Normal
oder Vertikalschnitt. Da sich die Flächennormalen des Rotationsellipsoides im all
gemeinen nicht schneiden, ist die Verbindung zweier Punkte P1 und P2 des Ellipsoides 
durch die beiden Normalschnitte nicht eindeutig festgelegt, denn die Ebene durch 
die Normale in P1 und durch P2 ist im allgemeinen nicht ident mit der Ebene durch 
die Normale in P2 und durch P1. Man definiert daher andere Kurven, die innerhalb 
eines bestimmten Bereiches durch zwei ihrer Punkte eindeutig bestimmt sind: die 
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geodätischen Linien. Die geodätische Linie ist dadurch festgelegt, daß ihre Haupt
normalen mit den Flächennormalen zusammenfallen oder in allen Punkten die 
Flächennonnale in der Schmiegungsebene der Kurve liegt. Die mathematische 
Erdfigur, das Geoid, hat eine wesentlich kompliziertere Form als die allgemein 
verwendete Näherung, das Rotationsellipsoid. Die Niveauflächen sind keine Parallel
flächen, somit weisen auch die Loilinien, ihre orthogonalen Trajektorien, schwache 
Krümmungen auf. Wir nennen das Ellipsoid, welches an Stelle der mathematischen 
Erdoberfläche als Projektionsfläche dient, das Bezugs- oder Referenzellipsoid. Den 
Winkel zwischen der Ellipsoidnormalen und der tatsächlichen Lotrichtung, der 
Tangente an die Lotlinie im Beobachtungspunkt, nennt man die relative Lotab
weichung. Diese wird sich dort rascher ändern, wo Massenstörungen vorliegen. 
Die Auswirkung dieser relativen Lotabweichungen, die mehrere Bogensekunden 
erreichen können, auf das Abstecken von Geraden von einigen Kilometern Länge 
und auf die trigonometrische Höhenmessung, wird im folgenden untersucht, und 
zwar: 
a) Horizontalwinkelreduktionen: 

1 .  wegen der windschiefen Lage der Ellipsoidnormalen, weil der Zielpunkt eine 
Höhe über dem Referenzellipsoid aufweist; 

2. wegen Lotabweichung, weil der Theodolit in der Lotrichtung und nicht in der 
Ellipsoidnormalen steht; 

3. wegen des Azimutunterschiedes zwischen Vertikalschnitt und geodätischer 
Linie; 

4. wegen Lotlinienkrümmung; 
5. wegen Seitenrefraktion. 

b) Höhenwinkelreduktionen : 

1. wegen Refraktion; 
2. wegen Lotabweichung. 
Für kleine. Vermessungsbereiche kann die Lotlinie geradlinig angen01mnen 

und ihrer Tangente im Beobachtungspunkt gleichgesetzt werden. 
Da der Punkt H eine bestimmte Höhe über der Bezugsfläche hat, muß die 

beobachtete Richtung B - H wegen der Höhe des angezielten Punktes über dem 
Referenzellipsoid reduziert werden. In der Praxis wird diese Höhe genähert durch 
die Meereshöhe des Zielpunktes ersetzt, weil die Höhe des Geoides über dem Re
ferenzellipsoid unbekannt ist. 

Wenn wir von B nach H zielen (Fig. 2), messen wir das Azimut des Normal
schnittes B Kb H. Dieses Azimut ist verschieden von dem des Normalschnittes B Kb A 
und muß auf diesen reduziert werden. Dabei ist die Höhe des Punktes B belanglos, 
denn jeder Normalschnitt durch B geht durch die Normale B Kb. Das Hauptglied 
bei dieser Reduktion ist unabhängig von der Entfernung der beiden Punkte BH. 
Es lautet nach Helmert 

�" h e2 2 p" 
o = 2a sin 2 A cos2 <:p 

und genügt für kurze Entfernungen. In dieser Formel bedeutet h die Höhe von H1 
über dem Bezugshorizont, a den großen Erdhalbmesser und A das Azimut des 
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N o1malschnittes. Die untenstehende Aufstellung zeigt die ma ximalen Q uerver
schw enkungen für eine S eite von 1 km in mittleren Breiten, w enn der Punkt, an 

w elchem richtungsmäßig angeschlossen w ird, h Meter über dem Bezugshorizont 
liegt. 

'1111 400 
Querverschw enkungen 0,2 

m/ m 

600 
0,3 

800 1 000 
0,4 0,5 

Die Reduktion einer Richtung w egen der Höhe des angezielten Punktes kann 
sehr anschaulich a us dem kürzesten Abstand zw eier w indschiefer Geraden abgeleitet 

w erden. 
Zunächst w ird <;l ie allgemeine vektorielle Lösung zur Berechnung des kürzesten 

Abstandes angeführt : 

A2 

Die kürzeste Verbindungsgerade 

Fig. l 

& 2 - ctl = p lt 
muß auf den Richtungen c1 und ci , den Einheitsvektoren von g1 und g 2 senkrecht 
stehen. 11 i st der Einheitsvektor in  dieser kürz esten Verbindung. Das heißt 

und 
(c1 c 2) = cos cr, 

w enn cr der Winkel zw ischen c1 und c 2 i st . Aus der Figur kann man ablesen 

l1 + ), Cz + p lt - �L C1 = 0. 

Wird diese Vektorgleichung mit lt skalar multipliziert, erhält man 

CT lt + ), lt Cz + p 1t 2 - !L lt CJ = 0 

Die Produkte ), lt c 2 und µlt c1 müssen N ull sein, als Bedingung für das S enkrecht
stehen von lt auf c1 und auf c 2 . Es ist  also 

((lt + p 1t 2 = 0. 
D a  aber 

1t 2 = sin2 0 

erhält man f ür 
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n n l n1 c1 c21 
p=- -- = .. sin2 cr sin2 cr 

In, �b c2\ ist das �kalare Tripelprodukt der Vektoren n , c1 und c2. 
Der kürzeste Abstand d der beiden Ger aden ist somit 

d = I nl = 1 I n �1' c2l I p 1 sm2 cr 

. la ci, c2I 
Sl n cr = --.-

Sill cr 

Die ·Bestimm ung vo n), und lt und dam it der Ortsvektoren der Fußpunkte der kür
ze ste n  Ve1'b indtt ngsget aden erübri gt s ich aus später f olgenden Überlegungen. Die 

Ellip soidnormale in A mit den K oordinaten ( co
�
� cpi 0, (l - eZ) sin cpi ) geht dur ch . . . . l � 

den Achspunkt Ka mit den K oor dinaten (o O - e 2 si�1_!) . , ' �V1 

.' ' 

Fig. 2 
Die N orm al e in B mit den K oordinaten (cos cr2 cos ), cos cp 2 sin ), 

W2 , W2 ' 
welche die Achse in K„ mit d en K oo1;dinaten 

(O 0 =e2 sin cr2) ' ' . W2 

N 

� \ Kb \ 
\ 
\ 

\iK� 

? • ) --e- Sill q; 2 
W2 ' 

schneidet und die Normale durch A sind im All gemeinen zueinander windschief. 
Das Dreieck1 welches aus den beiden Fußpunkten der kürzesten Verbindung der 
beiden windsc hiefen Geraden und der S pitze H gebildet wird, schneidet das Rotations
ellipsoid in AA1; das ist aber die lineare Verschwenkung des Normalschnittes von 
B nach H weg en der Höhe h. 



Da 2 . 2' dW = - e sm . cp d 
2W cp 
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ist, d. · h. daß sich W um kleine Gr ößen 3. Ordnung ändert, w enn sich rr um eine 
Größe erster Ordnung ändert, kann in den K oordinaten für W1 und W2 ein: mitt
l eres W gesetzt w erden. 

Anschließend an die vorangegangene allgemeine L ösung erhält man die Orts
vektoren je zw eier Punkte der w indschiefe n Gerade n : 

und 

a2 = 

- e2 sin rr1 
Tf/ 

- e2 sin cy2 
w 

e 

f 
damit ist die Differenz dieser beiden Ortsvektoren 

e2 
( 

. . ü - W Sill Cfl - Sill cpz) i 

Die w eiteren Ortsvektoren sind 

und 

(1 - e2) sin + w 

[: cos cp2 cos ), . + cos cp2 sin ), . + ( 1  - e2) sin cp2 f 
'2 = w 1 w J w 

Um die Einheitsvektoren c1 und c2 zu erhalten, bilden w ir zunächst 

und 

cos <p1 ' f11- a1 = -- 1 w 

cos <pz cos ), . + cos cp2 sin ), . + sin cpz u 

fl2 - a2 = W t W J W t 

Ihre Absolutw erte ergeben sich durch Q uadrieren und Wurzelziehen. S ie lauten : 

lfl1 - a1l = l1.i2 - ctzl = � ; 
beide sind gleich groß, und zw ar gleich der L änge des Quer krümm ungsradius. S omit 
erhält man für 

C1 = COS Cf/! l + sin cp1 f' 
und 

c2 = cos cp2 cos ), i + 
cos <pz sin ), i + sin cp2 f 

Das skalare Tripelprodukt la, ci, c2I erhält man durch Auflösen der Determinante 

0 

.cos cp1 
cos <p 2 cos ), 

0 

0 

sin ), cos cp 2 

eZ 
( 

. . ) W Slll '.f l  - Slll iJz 

sin cp 1 
sin cp 2 

1 1 
eZ ( . . 

) . , 
= a, Ci, Cz = w Slll <p1 - Slll cpz cos Cfll cos Cf'Z Slll ), 
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De n Winke l  Cl e rhält man aus de m inne re n Produkt von c1 und c2 
cos e1 = (ci, c2) = cos 111 cos cp2 cos ), + sin cp1 sin cp2. 

M it se hr große r  N ähe rung kann ABN als Dre ikant aufge fa ßt und cr . de r Se ite S 
gle ichge se tzt wer de n; dann ist 

' s Sill (j = R' 
we nn R de n mittle re n  Krünun ungsradius darste llt. De r Abstand de r be ide n  w ind
schie fen Ge rade n  ist 

e� . . R d = W (sm cp1 - sm cp2) cos cp1 cos cp2 S. 
Er ist dann N ull, we nn das skalare Tripe lprodukt N ull ist, d. h. we nn die 

3 Ve ktore n  a, c1 und c2 komplanar sind; die s  ist de r Fall, we nn cp1 = q:i2, also we nn 
A und B auf de mse lbe n Paralle lkre is lie ge n, ode r  we nn 6 ), = 0, d. h. we nn sich A 
und B auf de m gle iche n Me ridian be finde n. 

Aus Figur 2 sie ht man, daß die z-We1 te de r Fußpunkte de r kürze ste n Ve r
bindungsge rade n  zwi sche n de n Gre nze n ZKa uns ZKb lie ge n  müsse n. Man kann also 
mit große r  N ähe rung für die Entfernung de s Punkte s  A zum e ntspre che nde n  Fuß
punkt de n mittle re n Krümmungshalbme sse r  R se tze n  und e rhält für die Line ar
ve rschwe nkung 

AA 1 = 
e� (sin 'Pt - sin tiz) cos cp1 cos cpz 6),. ; ; da AA1: d = h: (R + h) und 

AA - d. h 1-� 
und schlie ßlich für de n Korre ktionsw inke l  in B 

" "e2a6),h . . d = p -W sl (Slll'.f 1 - sm '.fz) cos cy 1 cos cp2. 

Se tzt man, da cp 1 und cp2 fa st gle ich groß sind, für 

für 

und für 

S cos A 
M 

S sin A 
cos c.p2,), = N 

so e rhält man aus obige r  G le ichung das Hauptglie d  de r be kannte n  Re du ktionsforme l 

o" = p" 172· e
z 

sin 2 A cos2 cp; a 
Mit Hilfe de r Fig. 2 kann auch die Forme l  von Ve ning-Me ine cz, we lche de n 

Einfluß de r re lative n  Lotabwe ichung auf e ine Richtung we ge n  de r Höhe de s ange 
zie lte n Punkte s  angibt, abge le ite t  we rde n. Man kann able se n 

h da= 8w. 
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Nimmt man der Einfachheit halber in B die L ot abw eichung mit Null an, so hat der 
ast ronomische Nadierpunkt in  A den Abst and {)" und das Azimut A + 1800 und 
seine Projekt ion auf die ellipsoidische Meridianebene des Azimut es (90 + o: )  ist dann 

H· cos ( 180 + A - 90 - ex) = 

}l· sin (ex - A) = s sin ex - ·r1 cos ex. 

Das ist a ber der oben angeführt e Winkel <•l. Die R edukt ionsfonn el laut et also : 

do: = ; [c� 2 - �1) sin 0:1 2 - ('�z - ·111) cos o:! 2)l 
A u f dieselben Koeffizient en kommt man durch Different iat ion der Formel 

�11 „e 2aL,.')...h
(

. . 
) o = p W sZ sm r.p1 - sm cp 2 cos r.p1 cos :p 2 

Die nächst e Aufst ellung zeigt den maximalen Einfluß der L ot abw eichung 
a u f die R icht ung w egen der Höhe des angezielt en Punkt es bei einer Lot abw eichungs
diff er enz von 1". 

H öhe in m 400 
Vers chw enkung in 111111 2 

600 
3 

800 
4 

1 000 
5 

M an & ieht daraus, daß dieser Einfluß den ellipsoidischen w esent lich überst eigt 
und daß die Größe der Q uerverschw enkung, in Länge ausgedrückt ,  unabhängig von 
der S eit enlänge ist . 

Die relat ive Lot abw eichung im In st rument enst andpunkt und ihre Ausw irkung 
auf die Zenit dist anz können w ie ein St ehachsenfehl er unt ersucht w erden. Wir haben 
f est gelegt ,  daß auf die R icht ung nur die Kom ponent e  (� 2 - �1) sin iz12 - ('r1 2 - ·r1i) 
cos ?:1 2 und analog auf die Zenit dist anz die dazu senkrecht e Komponent e  (� 2 - �1) 
cos 0:1 2 - ('�z - ·�1) sin o:1 2 Einfluß hat . 

Die nächst e Aufst ellung zeigt ,  w ie sich eine relat ive L ot abw eichung von 1" bis 3" 
bei einer horizont alen Ent fernung von 1 km auf die Zenit dist anz und damit auf den 
H öhenunt erschied maximal ausw ir kt . 

rel .  L ot abw eichung l" 2" 3" 

Ei nfluß auf den Höhenunt erschied bei 
horizont . Visur . . . .. . . . . . .. . . . . . 5 mm 1 0  mm 1 5  mm 

bei 450 St e ilvisur . . .. . . . . . . . . . . . . . .  10  mm 20 mm 30 mm 

Es w urde gezeigt ,  daß die relat iven Lot abw eichungen schon im kleinen Bereich 
Verschw enkungen ergeben können, die durchaus berücksicht igt w erden müssen. 

Die Lot abw eichungen können rechnerisch erfaßt w erden, sie ergeben sich auch 
aus Gravimet ermessungen und Drehw aagenmessungen. 

In erst er L inie erhält man die relat ive Lot abw eichung rein ast ronomisch- geo
dät isch durch Vergleich der ast ronomisch best immt en Größen mit den ent sprechen
den aus der Triangulierung errechnet en Wert en auf dem R efe renzellipsoid. Diese 
relat iven Lot abw eichungen sind geomet rische Größen, die nicht physikalisch ge

deut et w erden dürfe n. 
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