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Neue Formeln zur Losung der ersten Hauptaufgabe nach Jordan

Von Karl Hubeny, Graz

Eine Untersuchung des Anwendungsbereiches der von Jordan angegebenen
Losung der beiden geodédtischen Hauptaufgaben zeigt, daB diese bei einer ent-
sprechend gefiihrten Entwicklung des Formelsystems die Moglichkeit bietet, mit
einem relativ einfachen Rechengang die Hauptaufgaben bis weit in den Bereich der
langen geoditischen Strecken zu losen. Diese Feststellung gilt sowohl fiir die erste
als auch fiir die zweite Hauptaufgabe; die vorliegende Arbeit beschrinkt sich auf
die erste der beiden Problemstellungen.

DerLosung der Hauptaufgaben nach Jordan liegt der Gedanke Besselszu Grunde,
einer geoddtischen Kurve des Rotationsellipsoids einen GroBkreis der affinen Kugel
zuzuordnen. Ist die Meridianellipse des Rotationsellipsoids durch ihre Halbachsen a
und b bestimmt, so kommt der affinen Kugel der Radius a zu; die Beziehung zwischen
der geoditischen Kurve des Ellipsoids und dem GroBkreis der Kugel wird dadurch
hergestellt, dal man den beiden geodétischen Kurven — ein GrofBkreis ist bekannt-
lich eine geodétische Kurve der Kugel — eine und dieselbe Clairautsche Konstante
vorschreibt. Kennzeichnet man mit dem Index E die auf das Ellipsoid und mit dem
Index K die auf die Kugel bezogenen Groflen und beniitzt man die Bezeichnungen
p und « fiir Parallelkreishalbmesser und Azimut, so gilt nach dem Satz von Clairaut
und der fritheren Fortsetzung iiber die Gleichheit der Konstanten

PE sin oap = PK sin UK = C.

Mit dieser Gleichung ist iiber die Zuordnung der Punkte der geodétischen Kurve des
Ellipsoids zu den Punkten des GroBkreises zunédchst noch keine nihere Verfiigung
getroffen. Im Sinne des Besselschen Gedankenganges erfolgt diese Zuordnung nun
so, daB fiir konjugierte Punkte die Forderung

O — 0K = &
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zu erfiillen ist, woraus mit der frither angeschriebenen Gleichung die notwendige
Bedingung

' PE = PK,

d. h. die Gleichheit der Parallelkreisradien in einander zugeordneten Punkten hervor-
geht. Einem Punkt P;p der geodétischen Kurve des Rotationsellipsoids entspricht
sonach ein Punkt P;x des GroBkreises der Kugel; in diesen beiden Punkten weisen
geodidtische Kurve und GroBkreis dasselbe Azimut ¢ auf und die in den beiden
Punkten bestehenden Parallelkreisradien p;z und p;g sind einander gleich.

Nimmt man nun auf der betrachteten geoditischen Kurve des Rotations-
ellipsoids zwei Punkte P;p und P,z mit den geographischen Koordinaten ¢, /; und
©,, /5 an, so bestimmen diese beiden Punkte gemeinsam mit dem Pol ein geoditisches
Polardreieck, in dem die Winkel durch die Azimute «; und «, sowie durch den
Lingenunterschied / =/, — /| gegeben sind; ein weiteres Bestimmungsstiick bildet
als Seite des geoditischen Polardreiecks die durch die beiden Punkte P;p und P,g
auf der geoditischen Kurve definierte geodétische Strecke s.

Da nun den Punkten P;p und P,g zufolge der friiheren Festsetzung zwei Punkte
Pk und P,i des zugeordneten GroBkreises der Kugel entsprechen, ist dem ellipsoi-
dischen Polardreieck ein sphérisches Polardreieck zugeordnet. Bezeichnet man die
auf die Kugel bezogenen geographischen Koordinaten der Punkte P;x und P,g
mit 3y, A; und (2, Ay, so sind die Winkel des sphérischen Polardreiecks durch die
Azimute ¢; und o, — diese sind gleich den ellipsoidischen Azimuten — sowie durch
den sphérischen Lédngenunterschied A = ), — X1 gegeben; die Seiten werden von
den GrofBkreisbogen 90 — (3, 90 — B, und dem GroBkreisbogen Pix Pox=oc
gebildet (Abb. 1a, b).

SR

Abb. la Abb. 1b

Die beiden Polardreiecke enthalten sonach in den Winkeln ¢; und 180 — «, zwei
gemeinsame Bestimmungsstiicke. Gelingt es, Zusammenhénge zwischen den weiteren
Bestimmungsstiicken, ndmlich zwischen den auf das Ellipsoid bezogenen GréBen ¢,
¢, /, s und den sphéirischen GroBlen By, 82, A, o anzugeben, so ist die Losung der
Hauptaufgaben auf die Aufldsung des sphirischen Polardreieckes riickfiihrbar.
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An Hand der nebenstehenden Abbildung 2 entnimmt man zunéchst die zwischen
der ellipsoidischen Breite ¢ und der — nicht sehr gliicklich — als ,,reduzierte
Breite bezeichneten sphérischen Breite {3 bestehenden Zusammenhénge. Es ist

oS
und  tgo = — —;

tg 3 = ——
&¢ OAK OA]_,,
A,
8
A N 2
P
72
Pe
70 fa
S
N

Abb. 2

zufolge der zwischen Meridianellipse und GroBkreis bestehenden Affinitéit ist aber

04y _ b
Odx  a’
woraus mit dem ersten Ansatz
b
tgf=— tgo ... (la)

a

folgt. Eine andere Form dieser Beziehung 148t sich aus der geforderten Gleichheit

der Parallelkreishalbmesser pg und pg herleiten. Bezeichnet man mit N den Normal-
2

kriimmungshalbmesser des Ellipsoids, mit ¢ = % dessen Kriimmungshalbmesser

im Pol und mit ¥ die aus ¥2 =1+ ¢'2cos2¢ = 1 + 42 gebildete Hilfsfunktion,

so folgt aus der Bedingung pp = px die Gleichung

acos ff = Ncosy :_167 cos @
und daraus

rl

cos[)z—]}cosqz(—lg%coscp. ... (@b
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Multipliziert man (1a) mit (1b), so erhélt man in der Gleichung
sinﬁ:—lV—sincp ... (lo)

eine dritte Form der Funktion f = B (¢). Auf die zahlenméBige Berechnung dieser
Funktion werden wir etwas spéter zuriickkommen.
Aus den fiir ein Punktpaar Py, Pg angeschriebenen fundamentalen Differential-
gleichungen
dscoso = Mdg ds sin & = N cos ¢d/
dscosa =adf da sin o = a cos $d)

2
— die GroBle M bedeutet hierin den Meridiankriimmungshalbmesser des Ellipsoids —
folgt zufolge der Gleichheit der Azimute
do o dp _acosp i -
ds M dp Ncoso dl’ BN
tragt man hierin die aus (1a) entstehende Differentialgleichung
dg b cos2

de ~ a cos2g @)
und den aus (1b) gegebenen Quotienten
cosp_ N _a L
cosg a bV
ein, so erhélt man die beiden Differentialgleichungen
do dx
?;_V und TI_V’ .. (5a,b)
wobei man (5a) durch Einfiihrung des Bogenmalfies fiir o in die stets beniitzte Form
do Vv
—_— e — . . . 5
ds a (o)

umschreiben kann. In (1) und (5) liegen nunmehr die gesuchten Beziehungen zwischen
den Bestimmungsstiicken des ellipdoidischen und des zugeordneten sphérischen
Polardreiecks vor.

Bevor wir auf die Auflosung der Differentialgleichungen (5) im Sinne der
Jordanschen Losung der Hauptaufgaben eingehen, wenden wir uns noch einen
Augenblick der rechnerischen Auswertung der Formeln (1), d. h. der Berechnung der
Funktion § = 8 (¢) zu. Keine der angegebenen Formen dieser Funktion ist fiir die
zahlenméBige Auswertung bequem zu beniitzen; wir greifen auf die Form (1a) zuriick
und erinnern dabei an einen Satz von Lagrange, der folgendes besagt: Verhalten sich
die Tangenten zweier Winkel x und y zueinander wie m zu #, ist also

tg x m

tg y n’
so ist die Differenz x — y dieser beiden Winkel aus der fiir nahezu gleiche Werte m,
n und sgnm = sgnn sehr rasch konvergierenden Reihe
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m-—n

‘ 1 i ,
,\—J):ZT(”’+’Z)SIH 2iy C . ©6)
i=1,2,3...

gegeben. Im betrachteten Falle ist demnach

1 [b—a\ . ,
ﬁ—@:ET(H——Z) sin 27 ¢ C ™
i=1,23...
und
1 — b\ .,
’*0_[3=ZT(Z—H) sin 27 .. NG
i=1,23...

Die Koeffizienten der trigonometrischen Reihen (7) und (8) sind fiir ein be-
stimmtes Ellipsoid fest vorgegebene Werte und man erhélt z. B. fiir die Ellipsoide
von Bessel und Hayford, indem man noch die Umwandlungszahl p"’ hinzufiigt, die
in Sekunden ausgedriickten Differenzen § — ¢ und ¢ — p aus ‘

(B— @) =—345,3254036sin2¢ (¢ — B)’ = + 345, 325 4036 sin 2 f

+ 0,289 0693 sin 4 ¢ 4+ 0,2890693 sin 4 3
— 0,000 3226 sin 6 ¢ + 0,0003226sin6p  (9a)
o o

(B— )" =—1347,8327256sin 2¢ (¢ — P)"" = + 347,832 7256 sin 2 3
+  0,2932822sin4¢ 4+ 0,2932822sin 4 f
— 0,000 3297 sin 6 ¢ + 0,0003297sin6p  (9b)
o, o

Das erste der beiden Formelpaare bezieht sich auf das Ellipsoid von Bessel, das
zweite auf jenes von Hayford. Mit diesen sehr leicht zu handhabenden Formeln ist
der Zusammenhang zwischen der reduzierten und der geographischen Breite gegeben;
fiigt man ihnen bzw. einer ihrer urspriinglichen Formen (1) die Differentialgleichun-
gen (5) bei, so liegt, wie schon friiher erwéhnt wurde, damit der vollstdndige Ansatz
zur Losung der Hauptaufgaben iiber das dem geoditischen Polardreieck zugeord-
nete sphérische Polardreieck vor.

Bessel hat in einer im Jahre 1826 erschienenen Abhandlung diesen Gedanken
entwickelt und ausgefiihrt. Weitere Bearbeitungen (u. a. Helmert, Bodemiiller)
kniipfen daran an, hier sei dazu lediglich festgestellt, daB der Zusammenhang zwi-
schen den ellipsoidischen und den konjugierten sphérischen Bestimmungsstiicken
durch elliptische Integrale gegeben ist, deren Losung das Charakteristikum fiir die
einzelnen Bearbeitungen ist.

Im Gegensatz dazu begriindet Jordan die Auflésung des Polardreiecks auf
Reihenentwicklungen nach

1 dic |

GZZﬂﬁS' i=1,23. ... (10)
und
1 dix
7‘22',-—!%", i=1,23... Ce. (1D

d. h. die Integration der Differentialgleichungen (5) wird durch die eben angeschrie-
benen Reihenentwicklungen bewirkt.
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ZweckméBig schreibt man (10) und (11) in der Form

1 dis .
- i-1 _ Co 1
c=sY e 1 — sk, (12)
i—1,2,3...
und
1 di;\ .
N — -1 — )
/\—IZ T dl"[ Ik, o (1Y)
i=—=1,2,3...

an, woraus leicht ersichtlich ist, dal mit der Kenntnis der Funktion § =[5 (¢) und

der Faktoren
1 dic
/cszzﬁws"l A XY
1 dik .

alle Bestimmungsstiicke zur Losung der Hauptaufgaben vorliegen. Streng genommen
miiite man allerdings die Potenzreihe (11) in ihrer inversen Form anschreiben, da
bei der Berechnung der ersten Hauptaufgabe zunédchst der sphérische Léngen-
unterschied X im Ergebnis erscheint und auf den ellipsoidischen Lingenunterschied
zurlickgefiihrt werden muB}; die eben angeschriebene Form erweist sich aber fiir
die weitere Entwicklung als giinstiger.

Die Potenzreihe (14) — gleichbedeutend natiirlich mit dem Ansatz (10) —
konvergiert fiir Bogenldngen von einigen hundert Kilometern sehr rasch. Thre
Konvergenz reicht, wie vorgreifend mitgeteilt sei, bei entsprechend weit getriebener
Entwicklung noch hin, den Faktor k, fiir Bogenlingen bis etwa 2500 km ausreichend
genau zu ermitteln. Mit Hilfe einiger allgemeiner Formeln lassen sich aus

ds _ S5 T

ds 28" " 256 "
die in (14) angezeigten Ableitungen leicht finden; wir zitieren dazu einige Ableitungen
haufig vorkommender Funktionen nach der Bogenldnge, ndmlich

1 1 1
=}V = —n2 - 4 40 8 J—
} 1—}2/) 8r/—|—16q + ot

d . t L. R

AE&EW:W — iy — ini+2)cos w

((Tls 124 :% (271" +2q4it2 — (i = 2) 124 — (i — 2) 1271"+2) COS o

7‘% tin?2 =—fﬁ (ir"-zn2 + G =220t 2yt 4 (i —2) t"v,4) COS o

d 1 itn? d 1 t

= T cosa, o = — — (i — 1yn2) cos =
‘ds Ni NTFLEOS %o g Nicosw  Nitlcosy (1 ( )’))COS/
%%=7\ﬁlﬁ(l+ﬂq‘ '/;2—(i—1)t27)2) cos 7,

d f 1

el = — 1 242402 — (i —2)t2v2)cos «
ds Nicos g N'+1coscp( + T ¢ ) ‘)

d . . { ; . . .
7 cosi o sink o = N (k cosi+ 1o sink 2 —jcosi—! asintt2g) .
ds
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Hierin und in weiterer Folge ist mit N der Normalkriimmungshalbmesser, mit 7?2
das Produkt €2 cos2 ¢ und mit ¢ die Tangente der geographischen Breite ¢
bezeichnet.

Indem man (16) mit Beniitzung der vorstehenden Ableitungen fortlaufend nach
s differenziert und sich dabei stets auf die Beniitzung einer Winkelfunktion von e,
nidmlich cos o, beschrinkt, erhdlt man fiir den Faktor k, die nach Potenzen von s
fortschreitende Potenzreihe

1 1 1 5 7
— w2 b 6 — T 8 .0l
o =1+ o — g+ 4e1° = 55 1° + 356 11+
t
12N
1 3 ( 8 [2 ‘,]2 + 4 [2 ‘[14 — {2 Tlﬁ) )
A8NZ |+ (— 872 — 12 + 241298 — 346 + 1212 15) cos2 |

i @n24+1294— 18294 4 346 — 942%5)cos = _s3
48 N3 |+ ( + 26 74 + 3976 — 30 2 76) cos? o

+ (—16n2—8n4+2n5—'q8)cosoaJs

+

[(~4 12102—6 12799 14 4)-1- (4 2 +10 74 - 94 12 44) cos? ¢ +(13 1) cos4 o | s4

L
120 N4
t
180 NS

: _ .
315 N6 12m2 — 12 cos? o [ 86 N Y))

. )
+‘qzcosa—2'/)20053a+4'q200550.——2'/)200s7a,]s7+

+ (— 492 — 10794 + 63 12m4) cos o + (— 71 94) cos3 o | 55

+

+

630 N7 |

Trotz seines recht bedeutend anmutenden Umfanges ist dieser Ausdruck leicht
berechnen. Alle Koeffizienten beziehen sich hierin auf den Ausgangspunkt Py,
d. h. auf dessen geographische Breite ¢; und das in ihm bestehende Azimut o;.
Eine Abschidtzung der weiteren, auf den Term mit s7 folgenden Glieder dieser Po-

Z\

fom}

T
4
2500 und 3000 km die Grofienordnung von 0,01 m und mehr erreichen; fiir diese
Bogenldngen  konvergiert die vorliegende Potenzreihe aber nur mehr sehr trige,
weshalb die leicht mogliche Weiterentwicklung iiber den mitgeteilten Umfang hinaus
nicht sinnvollist. Die Potenzreihe (17) gestattet, wie zusammenfassend festgestellt sei,
mit einer maximalen Unsicherheit von 0,001 m den Ubergang auf die sphérische
Seite o fiir geoditische Strecken, deren GréBenordnung an den Betrag von rund
2500 km heranreicht; man gelangt also damit weit in den Bereich der langen geo-
détischen Strecken.

In der Regel wiinscht man die im Gradmal ausgedriickte sphérische Seite 5 zu
erhalten; unter Beachtung von (5c¢) ergibt sich diese aus

tenzreihe zeigt, dal} die letzteren [Annahme: ¢ = o = ) bei Bogenlidngen zwischen

c:p%/{s. .. (18)
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Ist damit die sphérische Seite ¢ gegeben, so kann mit dieser das sphérische
Polardreieck nach 3;, 5 und X aufgeldst werden. Aus (1) bzw. aus (9) ergibt sich die
geographische Breite ¢, des Endpunktes P, aus dessen reduzierter Breite {3,, so daf3
von den gesuchten Gréflen ¢, o, und / die beiden ersten bereits bekannt sind; es
muf} also noch der dem sphérischen Liangenunterschied 2. zugeordnete ellipsoidische
Langenunterschied / angegeben werden. Dazu sind die Koeffizienten der Reihe (15)
zu berechnen, die durch fortlaufendes Differenzieren von

d
dl

nach der ellipsoidischen Lange / erhalten werden. Ohne auf diese elementare Rech-
nung ndher einzugehen, deuten wir zunédchst das Ergebnis dieser Entwicklung an;
es ist

1 1 1 5 7
= 2 — —pd 46— 48 10
k’_(“rz" g 1" T 16"~ 28" T 236" )

=V=14= 02——7)4+

+ tcoscp [(~ 1672 —8x4 + 276 — u8) ctgocll
. cos2g| ( 81242 4 41244 — 1219)
48 |+ (— 82+ 241272 — 1294 + 36 1274 — 346 + 9 1246) ctg2 o,

fcos3p| (872 —16127m24 1274 —261294) ctga 3
48 |4 (2472 — 241242 4 624 — 66 12 n4) ctgd o

4o . oo (19

Ebenso wie in (17) bezieht sich im vorstehenden Ausdruck jede Variable inner-
halb eines Koeffizienten auf die Ausgangswerte ¢; und e;.

Es bereitet nun keinerlei Schwierigkeiten, die nach Potenzen des ellipsoidischen
Langenunterschiedes fortschreitende Entwicklung (19) iiber den angegebenen Um-
fang hinaus weiterzufithren. Tut man dies, so erkennt man, daB die Reihe (19)
im Vergleich zu (17) etwas schlechter konvergiert, wozu noch der Nachteil kommt,
daB sie sich im Aufbau von der Potenzreihe (17) zufolge ihres Fortschreitens nach
Potenzen des noch unbekannten ellipsoidischen Ladngenunterschiedes / und des
Auftretens einer anderen Funktion des Winkels « unterscheidet.

Durch einen kleinen Kunstgriff kann man diese Méngel beseitigen. Indem man
zunéchst die Legendre’sche Entwicklung der Koordinatenunterschiede nach Potenzen
der Bogenldnge, ndmlich

1 dil
Z il ds’ 5
=1,2,3..

in (19) einfiihrt, erhdlt man

1 1 1 5 7
— 2 4 6 — _—_ n8 —_ nlo
kz—(l+ 22—t + 4 1° — 1 1 +256q)

— 2 8p4 6 — 8
+ 32N[( 1612 — 84 + 24 n)cosoc]s

1 ( 812m2 + 41244 — 124)9) 2
BN 48N |+ (— 872 — 8292 — 12794 + 201274 — 396 + 13 12 46) cos2 o
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n t 872+ 8272+ 1244 — 141244) cosa -
48 N3 |+ (—872 — 812792 — 1444 + 81274 cosda '

4o N ¢0)]

Damit liegt nun eine Potenzreihe vor, die ebenso wie (17) nach Potenzen von s
fortschreitet und in der alle Bestimmungsstiicke aus der Angabe bekannt sind. Sie
kann daher gleichzeitig mit (17), d. h. schon vor der Auflosung des konjugierten
sphérischen Polardreiecks berechnet werden. Fiir die Losung der ersten Hauptauf-
gabe ist es aber gar nicht notwendig, den Faktor k; fiir sich allein zu ermitteln,
denn es geniigt, die Differenz k, — k, zu kennen. Diese findet sich, indem man (17)
von (20) subtrahiert, mit

1
ky — ky = T [( — 812702 — 41244 + t245) cos? a] 52
n f ( 81202 4 41204 — 249) cos o 3
A8 N3 [(— 872 —82u2 — 1278 4 81244 — 340 + 7 1279) cos3 |
o . (2D

Im eben mitgeteilten Umfange reicht die obige Formel gemeinsam mit der
bis zur gleichen Ordnung berechneten Formel (17) aus, die erste Hauptaufgabe bis
zu Streckenldngen von etwa 500 km mit einer in der GroéBenordnung des Milli-
meters liegenden Genauigkeit zu berechnen. Man hat damit ein Formelsystem zur
Hand, welches mit einem Minimum an Rechenarbeit einen grolen Teil des Bereiches
der mittleren Bdgenla’ngen zu iiberstreichen gestattet.

Die Moglichkeiten, die mit der Einfiihrung der Legendre’schen Entwicklung
in (19) und der Differenzbildung (21) geboten werden, sind aber noch nicht vollig
ausgeschopft. Es wurde erwihnt, dal deren Grundlage, die Potenzreihe (19), eine
im Vergleich zu (17) etwas schwichere Konvergenz aufweist. Diesem Umstande
kann man durch die Einfiihrung eines mittleren Arguments in (21) begegnen. Es
ergibt sich dabei eine einfache Rechnung, wenn man zunéichst die Verdnderlichen s
und ¢ durch die geographischen Koordinatenunterschiede ersetzt, was durch Ein-
filhrung der Umkehrung des Legendre’schen Ansatzes (20) fiir A¢ und 7 leicht mog-
lich ist. Wir erhalten

1
ki — k, = -ig(— 122 4 121294 — 151240 Ng2

+ g (= 812+ 1204 — 12299 Agd

D AN A o GRS WAN- LA (U IV L SR o (2
1
2
(p1 + ¢2) ein, so muB, da sich dann der Unterschied k; — k, bei einer Umkehrung
der Vorzeichen von A% und / nicht dndern darf, die Potenzreihe (22) die Form

Fiihrt man nun in (22) fiir die Koeffizienten das mittlere Argument o,, =

ky — kg = A1 N9?
+ Aag A4 + Aoz AG212 4 Aoy 14
o . ()
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annehmen, d. h. es kénnen in ihr nur geradzahlige Potenzen von A und / vor-
kommen.
Aus der urspriinglichen Form

ky — ks = a0 A2+ azpo AP
+ ag0 Ap* 4 ax AQ212 + ags 14 e (29
geht die Entwicklung (23) hervor, wenn man die Koeffizienten ay. von (24) im mitt-

1 v
leren Argument ¢, = 5 (1 + ¢2) annimmt und sie, da sie in (24) auf P; bezogen
1
sind, nach Potenzen von — o) AN = —;—(cpl — ¢,) entwickelt. Es ist z. B.

_ L\ 1 Ag2
20,1 = d205m (1 205 m + (120 ) , 4 -

usw,

Die Bedeutung eines Koeffizienten 4;, in (23) ergibt sich — durch Eintragung
der vorstehenden Entwicklung fiir alle Koeffizienten in (24) — leicht mit

AN
8

y JAN < '
Ay = ay. — a'i—;, ES 4+ ai gk

worin die Akzente ebenso wie vorhin Ableitungen nach der geographischen Breite
anzeigen. Allgemein findet man (an Stelle der Akzente ist nunmehr die Hochzahl »
gesetzt, die die Ordnung der Ableitung anzeigen soll) die mit wechselndem Vor-
zeichen fortschreitende, fiir ungerade Werte von i und k verschwindende Folge

L,
Aik = ZW ai—n, k. ot (25)

n=0,1,2...,.. i

Nach leichter Rechnung folgt damit aus (22) der dem allgemeinen Ansatz (23) ent-
sprechende "Ausdruck, ndmlich

kg — ky = 41_8(_ 812924 121294 — 1512 40) Ag?

(— 292 — 61272 + 34 — 48 1294 + 21 14 7%) pgp

720
2
+°°7520°P( — 12022 + 61204+ 1214 74) Ag2 P2
COS "9 . 4 2 —_ fdend) J4
S ¢ 214 14y |
o : N ¢10)

In diese Entwicklung, die gemeinsam mit der Ordnungszahl 5 von (17) die
Durchrechnung der ersten Hauptaufgabe bis zu Bogenldngen nahe an 1500 km
gestattet, wire allerdings der — zunéchst noch unbekannte — ellipsoidische Léngen-
unterschied / einzufiihren. Da sich aber der sphérische Langenunterschied A vom
ellipsoidischen Ldngenunterschied / nur um eine Differenz von der Ordnung %22
bzw. 72 [ unterscheidet, ist es gestattet, in (26) an Stelle von / den sphérischen Léngen-
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unterschied A zu setzen. Die Koeffizienten sind hiebei, der’ vorangegangenen Ent-
i . L . 1 . ) X R ) R
wicklung entsprechend, fiir die mittlere Breite ¢,, = 5 (1 + ¢2)zu berechnen, was

in aller Strenge moglich ist, da mit der Auflésung des sphérischen Polardreiecks
die reduzierte Breite {3, und damit auch die geographische Breite ¢, erhalten wird.

Obwohl, wie aus der eben mitgeteilten Bemerkung hervorgeht, die Forniel (26)
im angeschriebenen Umfang zu einem recht beachtlichen Anwendungsbereich fiihrt,
liegt in ihrer Form — sie ist doch eine nach Potenzen der Koordinatenunterschiede
fortschreitende Potenzreihe — bei ihrer Anwendung innerhalb der ersten Haupt-
aufgabe eine gewisse Inkonsequenz vor, die bei der Durchrechnung wegen der
notwendigen Berechnung der Potenzen der Koordinatenunterschiede storend und
den Rechenaufwand vermehrend in Erscheinung tritt. Dieser Ubelstand 1Bt sich
aber leicht beheben, wenn man in (26) die Koordinatenunterschiede mit Hilfe der
GauBlschen Mittelbreitenformeln wieder durch Bogenldnge und Azimut ersetzt.
Denkt man sich (26) um die Glieder von der Ordnungszahl sechs erweitert und die
erwihnte Substitution ausgefiihrt, so erhilt man

kg — k, — ?6}]\72 (— 1612702 — 81204 + 2 1246 — 2 43) cos? a.J 52
(=202 —61272 =574 — 4224 — 9 t4n4)cos4a
1
+ 720 N4 (

— 321242301472 —48 1274 — 3 t474) cos2 a sin%x.J 54

| ( — 21472 — 474 sind o

(72 — 33 1242) cosb o

1 + (— 3072 — 78 t242) cosd a sin2 a

30240 N6 + ( —2671272 — 567 1472 — 294 16 42) cos2 & sin4 o °

-+ (— 30 1442 — 10 1642) sinS «
)
Alle Funktionen der geographischen Breite sind hierin wieder fiir die Mittelbreite
Pm = % (¢1 + 72) zu nehmen, wihrend als Azimut nunmehr das mittlere Azimut
Gy = % (#1 + @) einzufiihren ist. Diese beiden Argumentwerte sind nach der

Auflosung des sphérischen Polardreieckes bekannt, so dafl (27) eine in aller Strenge

giiltige Losung darstellt. Im iibrigen 14Bt sich der Faktor k; fiir sich allein ebenso

behandeln, wie es im Vorstehenden fiir die Differenz k; — k, gezeigt wurde.
Nimmt man, um zu einer Vorstellung von der Konvergenz zu gelangen, eine

)

b=

Abschiétzung der Groflenordnungen in (27) vor, so findet man, daB fiirp,, = «,, = N

4
das Glied von der Ordnungszahl sechs bei Bogenldngen um 1500 km in die GréBen-
ordnung der Millimeter gelangt; fiir s = -]\l , also fiir etwa_3200 km, erreicht es

den Wert von etwa 0,5m. Vergleicht man damit das Glied mit s4, so kann man
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aus -dem GroBenverhiltnis dieser beiden Glieder mit einiger Sicherheit darauf
schlieBen, daB fiir die letztere Annahme die vernachléssigten Glieder hoherer Ord-
nung schon den Betrag von etlichen Millimetern erreichen diirften. Man wird also
den Anwendungsbereich von (27) mit etwa s = 3000 km begrenzen miissen, wobei
man wahrscheinlich Unsicherheiten in der GréBenordnung einiger Millimeter in
Kauf nimmt.

Um letzten Endes einen zusammenfassenden Uberblick iiber die Konvergenz
der beiden, die Losung der ersten Hauptaufgabe bestimmenden Potenzreihen (17)
und (27) zu gewinnen, geben wir fiir einige Bogenlingen den Umfang an, bis zu
welchem diese Potenzreihen zu berechnen sind, wenn man fiir die Summen der
vernachldssigten Glieder den Betrag von ungefdhr einem Millimeter zuldft. Der
nachstehenden Abschédtzung liegt die Annahme ¢; = a; bzw. 9, = a,, =~} ALl
Grunde; die beiden Potenzreihen wéren fiir die angefiihrten Streckenldngen demnach
zu berechnen bis: '

S bk Potenzreihe (17)  Potenzreihe (27)

0

. 2
50 S S

150 $2 52
500 s s2
1000 s s
§5—g6 56

1500
SG—S7 50

2500

Ein kleines Beispiel moge die vorliegenden Ergebnisse zahlenmidBig belegen.
Zwischen zwei Punkten des Besselschen Ellipsoids (p; = 400, ¢, = 600, / = 200)
wurden die geodidtische Strecke mit s = 2 623 003, 820 m und ihre Azimute mit
25023"27", 246 992 und 41000’ 40", 192 835 berechnet. Diesem Ergebnis entnehmen
wir als Annahme fiir die erste Hauptaufgabe ¢, = 400, o; = 250 23' 27", 246992,
s = 2623 003. 820 m und berechnen damit nach (17) zundchst den Faktor k,. In
der gleichen Reihenfolge wie in (17) angeschrieben, finden wir diesen Faktor als die
Summe nachstehender Zahlenwerte:

1, 001 9695 601

— 0, 000 6150 385 (s)
— 0, 000 0120 490 (s2)
+ 0, 000 0348 677 (s3)
+ 0, 000 0002 815 (s4)
— 0, 000 0007 945 (s5)
— 0, 000 0000 067 (s6)
+ 0, 000 0000 110 (s7)

ks =1, 001 3768 316.

Die nunmehr mogliche Auflosung des sphdrischen Polardreiecks ergibt mit
31 = 390 54" 20", 019996: 3, = 590 55'°00", 688548. ap = 410 00" 40"’ 192056 und
7. =20001" 33", 315204.
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Daraus folgt ¢, = 590 59" 59" 999424 und ¢,, = 509,
1 » _ .
o = (o4 + ) = 33012 03", 719524,

Mit den letzteren Werten ergibt sich nach (27)
' — 0, 000 0776 390 (s2)
— 0, 000 0030 570 (s4)
— 0, 000 0000 825 (s)
ky — ks = — 0, 000 0807 785
und daraus k; =k, + (k; — k) =1, 001 2960 531.

Man erhilt aus I—A»— den Wert l— 199 59" 59", 999352 der mit dem im

vorhinein bekannten Sollwelt von 200 bis. auf den linearen Betrag von rund 0,015 m
{ibereinstimmt; eine dhnliche Ubereinstimmung zeigt die errechnete geographische
Breite 9, mit ihrem Sollwert. Dieses Ergebnis wird man, da die Formel (17) mit
s ==2600 km etwas iiber ihre Leistungsfdhigkeit hinaus beansprucht ist, als durchaus
befriedigend bezeichnen diirfen.

Uber Winkelreduktionen bei Absteckarbeiten

~Von. W. Embacher

Die Ubertragung ingenieurtechnischer Entwiirfc ins Gelinde bezeichnet man
als Absteckungsarbeit. . =

Es soll der Versuch unternommen werden, sdmtliche kaeheduktlonen anzu-
fiihren, welche an den gerechneten und gezeichneten Entwurf angebracht werden
miissen, um ihn sinngeméf auf die physische Erdoberfliche iibertragen zu konnen.
Diejenigen Verbesserungen, die infolge der Konvergenz der Lotlinien, wegen des
Azimutunterschiedes Geodiitische Linie-Vertikalschnitt und wegen der Refraktion
anzubringen sind, seien nur der Vollstindigkeit halber angefiihrt. Es soll haupt-
sdchlich gezeigt werden, wie stark sich die Tatsache, daB die Lotrichtungen zu-
einander windschief sind, in verhéltnisméBig kleinen Vermessungsbereichen, z. B. bei
Tunnel- und Stollenabsteckungen, auswirken kann.

Die Richtung der Lotlinien weicht zunéchst wegen der groflen kontinentalen Geoid-
wellen von den Flichennormalen eines Rotationsellipsoides, als welches das Re-
ferenzellipsoid der Landesvermessung dient, ab; sie ist aber auch lokal bedingt,
wenn durch eine Ansammlung oder durch ein Fehlen von Massen lokale Unstetig-
keiten in der Dichte der Erdrinde entstehen. Eine beliebige Ebene durch eine Ellipsoid-
normale nennen wir Normalebene und ihr Schnitt mit dem Ellipsoid heifft Normal-
oder Vertikalschnitt, Da sich die Fldchennormalen des Rotationsellipsoides im all-
gemeinen nicht schneiden, ist die Verbindung zweier Punkte P, und P, des Ellipsoides
durch die beiden Normalschnitte nicht eindeutig festgelegt, denn die Ebene durch
die Normale in P; und durch P, ist im allgemeinen nicht ident mit der Ebene durch
die Normale in P, und durch P;. Man definiert daher andere Kurven, die innerhalb
eines bestimmten Bereiches durch zwei ihrer Punkte eindeutig bestimmt sind: die



