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Neue Formeln zur Lösung der ersten Hauptaufgabe nach Jordan 

Von Karl Hubeny, Graz 

Eine Untersuchung des Anwendung sbereiches der von J ordan ang eg ebenen 
Lösung der beiden g eodätischen Hauptaufg aben zeig t, daß diese bei einer ent
sprechend· g eführten Entwicklung des Formelsystems die Mög lichkeit bietet, mit 
einem relativ einfachen Recheng ang die Hauptaufg aben bis weit in den Bereich der 
lang en g eodätischen Strecken zu lösen. Diese Feststellung g ilt  sowohl für die erste 
als auch für die zweite Hauptaufg abe; die vorlieg ende Arbeit beschränkt sich auf 
die erste der beiden Problemstellung en. 

Der Lösung der Hauptaufg aben nach J ordan lieg t der Gedanke Bessels zu Grunde, 
einer g eodätischen Kurve des Rotationsellipsoids einen Großkreis der affi nen Kug el 
zuzuordnen. Ist die Meridianellipse des Rotationsellipsoids durch ihre Halbachsen a 
und b bestimmt, so kommt der affi nen Kug el der Radius a zu; die Beziehung zwischen 
der g eodätischen Kurve des Ellipsoids und dem Großkreis der Kug el wird dadurch 
herg estellt, daß man den beiden g eodätischen Kurven - ein Großkreis ist bekannt
lich ein e g eodätische Kurve der Kug el - eine und dieselbe Clairautsche Konstante 
vorschreibt. Ken. nzeichnet man mit dem Index E die auf das Ellipsoid und mit dem 
Index K die auf die Kug el bezog enen Größen und benützt man di e  Bezeichnung en 
p und a für Parallelkreishalbmesser und Azimut, so g ilt nach dem Satz von Clairaut 
und der früheren Fortsetzung über die Gleichheit der Konstanten 

PE sin aE = PK sin aK = c. 
Mit dieser Gleichung ist über die Zuordnung der Punkte der g eodätischen Kurve des 
Ellipsoids zu den Punkten des Großkreises zunächst noch keine nähere Verfüg ung 
g etroff en. Im Sinne des Besselschen Gedankeng ang es erfolg t diese Zuordnung nun 
so, daß für konj ug ierte Punkte die Forderung 

CGE = CGK=CG 
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zu erfüllen ist, woraus m it der früher angeschrieb enen Gleichung di e notwendige 
Bedingung 

PE =  PK, 

d. h. die Gleichheit der Parallelkreisradien in einander zugeordneten Punkten hervor
geht. Einem Punkt PIE der geodätischen Kurve des Rotationsellipsoids entspricht 
sonach ein Punkt P;K des Großkreises der Kugel ; in diesen beiden Punkten weisen 
geodätische Kurve und Großkreis dasselb e Azimu t a auf und die in den b eiden 
Punkten bestehenden Parallelkreisradien JJ;E und PiK sind einander gleich. 

Nimmt man nun auf der betrachteten geodätischen Kurve des Rotations
ellipsoids zwei Punkte PIE und P2E mit den geographischen Koordinaten cpi, /1 und 
r.p2, 12 an, so bestimmen diese beiden Punkte gemeinsam Ini t dem Pol ein geodätisches 
Polardreieck, in dem di e W inkel durch die Azimute a1 und a2 sowie durch den 
Längenunterschied l = 12 - /1 gegeben sind; ein weiteres Bestimmungsstück bildet 
al� Seite des geodätischen Polardreiecks die durch die beiden Punkte Pm und P2E 

auf der geodätischen Kurve definierte geodätische Strecke s. 
Da nun den Punkten PlE und P2E zufolge der früheren Festsetzung zwei Punkte 

P1K und P2K des zugeordneten Großkreises der Kµ gel entsprechen, ist dem ellipsoi
dischen Polardreieck ein sphärisches Polardreieck zugeordnet. Bezeichnet man die 
auf die Kugel bezogenen geographischen Koor dinaten der Punkte P1K und P2K 
mit ßi, ),1 und ß2, ).2, so sind die W inkel des sphärischen Polardrei ecks durch die 
Azimute a1 und a2 - diese sind gleich den ellipsoidischen Azimuten - sowie durch 
den sphär ischen Längenunterschied ), = ),2 - /,1 gegeben; die Seiten werden von 
den Großkr eisb ogen 90 - ßi, 90 � ß1 und dem Großkreisbogen P1K P2K = cr 

gebi ldet (Abb. 1 a, b) . 

s 

o<, 

Abb . 1 a Abb . 1 b 

Die bei den Polardreiecke enthalten sonach in den W inkeln a1 und 1 80 - a2 zwei 
gemeinsame Besti mmungsstück e. Gelingt es, Zusammenhänge zwischen den weiteren 
Bestimmungsstücken, nämlich zwischen den auf das Ellipsoid bezogenen Größen cp1, 

cp2, !, s und den sphärischen Größen ß1, ß2, ) ,, cr anzugeben, so ist die Lösung der 
Hauptaufgaben auf die Auflösung des sphärischen Polardreieckes rückführbar. 
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An Han d  der nebenstehenden Abbildung 2 entnimmt man zunächst  die zwisch en 
der ellipsoidischen Br eite cp und der - nicht sehr glücklich - als „r eduzier te" 
Br eite bezeichneten sphär ischen Br eite ß bestehenden Zusam menhänge. Es ist 

, OS 
d tg � = -=--- u n  

OAK 

N 

Abb . 2 

OS 
tg cp = --=-- ; 

OAE 

zuf olge der zwischen Mer idianellipse und Gr oßkr eis bestehenden Affi nität ist aber 

woraus mit  dem ersten Ansatz 
'3 b 

tg 1 = -- tg cp (/ (1 a) 

f olgt. Eine ander e  For m  dieser Beziehung läßt sich aus der gef or der ten Gl eichhei t  
der Par allelkreishalbmesser PE u nd PK her leiten. Bezeichnet man mit N den Nor mal-

krii mmungshalbmesser des Ellipsoids, m it c = abz 
dessen Kriimmu ngshalbmesser 

im Pol und mi t V die aus v 2 = 1 + e' 2 cosz cp = 1 + r; 2 gebildete Hi lfs funktion, 
so f olgt  aus der Bedingung PE= PK die Glei chung 

und dar aus 

c a cos ß = N cos '.f! = -J/- cos cp 

, N a 1 
cos l:i = -- cos cp = -b - cos cp. a V 

(1 b) 
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Multip lizi er t man (1 a) mit (1 b), so er hält man in der Gleichung 

. 
ß 

1 . Sill = V Slll q> (1 c) 

eine dr itte For m  der Funktion ß = ß ( q> ) .  Auf di e zahlenmäßige Ber echnung dieser 
Funktion wer den wir etwas später zur ückkommen. 

Aus den für ei n Punktpaar Pe, PK angeschriebenen fundamentalen Diff er ential
glei chungen 

ds cos a = Md q> 
da cos <X =  adß 

ds sin a = N cos q;dl 
da sin a = a cos ß d), 

(2) 

- die Gr öße M bedeutet hi er in den Mer idiankr ümmungshalbmesser des Ellipsoids -
fo lgt zufo lge der Gleichheit der Azimute 

da _ a dß _ a cos ß d), . 
ds - M d'.p - N cos q> dl ' 

tr ägt man hi eri n  die aus (1 a) entstehende Diff er entialgleichung 

dß b cos2 ß 
dc.p 

= a cos2 c.p 

und den aus ( 1  b) gegebenen Q uoti enten 

cos ß N 
cos cp a 

a 1 
b V 

ein, so er hält man die beiden Diff er entialgleichungen 

da = V d), 
ds 

und Ci[= V ,  

(3) 

(4) 

. . (S a, b) 

wobei man (S a) durch Einführ ung des Bogenmaßes für a in di e stets benützte For m  

da V 
ds a 

(5c) 

umschrei ben kann. In (1) und (S ) liegen nunmelu- die gesuchten Beziehungen zwischen 
den Besti mmungsstücken des ellipdoi dischen und des zugeor dneten sphär ischen 
Polar dr eiecks vor . 

Bevor wir auf die Auflösung der Diff er entialgleichungen (S ) i m  S inne der 
J or danschen Lösung der Hauptaufgaben eingehen, wenden wir uns noch einen 
Augenblick der r echnerischen Auswer tung der Formeln (1), d. h. der Ber echnung der 
Funkti on ß = ß ( cp) zu. Keine der angegebenen Formen dieser F unktion ist für die 
zahlenmäßige Auswer tung bequem zu benützen ; wir gr eifen auf die For m  (1 a) zur ück 
und er inner n  dabei an einen S atz von Lagr ange, der f olgendes besagt : Ver halten sich 
die T angenten zweier Winkel x und y zueinander wie /11 zu 11, ist also 

tgx m 

tg y 11 

so ist di e Diff er enz x - y dieser beiden Winkel aus der für nahezu gleiche Wer te 111, 
n und sgn m = sgn n sehr r asch konver gi er enden Reihe 



· 1 (111-11);. . x - y = :2: -. sm 2 1 y 
l 111+11 i =l, 2, 3 ... 

gegeben. Im betrachteten Falle ist demnach 

1 (b-a)i ß -Cf! = :2: -. -- sin 2 i cp 1 b + a 
i=l,2,3„. 

und 

Cf> - ß = :2: -. -- sin 2 i ß . 
1 (a-b)i 
1 a + b i=l,2,3„. 
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(6) 

(7) 

(8) 

Die K oeffi zienten der trigonometrischen Reihen (7) und (8) sind für ein be
stimmtes Ellipsoid fest vorgegebene Werte und man erhält z. B .  für p ie Ellipsoide 
von Bessel und Hayfo rd, indem man noch die Umwandlungszahl p" hinzufügt, die 
i n  Sek unden ausgedrück ten Differe nzen ß - Cf! und cp - ß aus 

· 

(ß - cp )" = -3 45 ,  3 25 403 6 sin 2 cp ( cp - ß)" = + 3 45, 3 25 403 6 sl n 2 ß + 0, 289 0693 sin 4 rp + 0, 289 0693 sin 4 [:l 
0, 000 3 226 sin 6 Cf! + 0, 000 3 226 si n 6 ß (9 a) + „„„„„„„.„ + „„„„.„„„„ 

(ß -rp)" = -3 47, 83 2 7256 sin 2rp + 0, 293 2822 sin 4 qi 
0, 000 3 297 sin 6 Cf! + „„„„„ „„„. 

(rp -ß)" = + 3 47, 83 2 7256 sin 2 ß + 0, 293 2822 sin 4 ß + 0, 000 3 297 sirr 6 ß + „„„„„„„„. 

(9 b) 

Das erste der beiden Form elpaare bezieht sich auf das Ellipsoid von Bessel, das 
zweite auf jenes von Hayfo rd. Mi t  diesen sehr leicht zu handhabenden Formeln ist 
der Zusammenhang zwischen der reduzierten und der geographischen Breite gegeben ; 
fü gt man ihnen bzw. einer ihrer ursprünglichen Formen (1) die Diff erentialgleichun
gen (5) bei, so liegt, wie schon früher erwähnt wurde, damit der vollständige Ansatz 
zur Lösung der Hauptaufgaben über das dem geodäti schen Polardreieck zugeord
nete sphäri sche Polardreieck vor. 

Bessel hat in einer im Jahre 1 826 erschienenen Abhandlung diesen Gedank en 
entwick elt und ausgeführt. Weitere Bearbeitungen (u. a. Helmert, Bodemüller) 

k nüpfen daran an, hier sei dazu lediglich festgestellt, daß der Zusammenhang zwi
schen den ellipsoidischen und den k onjugierten sphärischen Bestimmungsstück en 
durch elliptische Integrale gegeben ist, deren Lösung das Charak teristik um für die 
einzelnen Bearbeitungen ist. 

Im Gegensatz dazu begründet Jordan die Auflösung des Polardreieck s auf 
Reihenentwick lungen nach 

und 

1 dia . 
cr 

= :2: Tf dsi s' ; = 1, 2, 3... ( 10) 

- 1 di), i ),-:2:i!dti'' i=l,2,3„. ( 1 1 )  

d. h .  die Integration der Diff erentialgleichungen (5) wird durch die eben angeschrie
benen Reihenentwick lungen bewirk t. 



134  

u nd 

Zweckmä ßig schreibt man (10) u nd ( 1 1) i n  der Form 

- � 1 dicr i-l - ' cr - s "'=.i f! dsi s - Sl(s 
i =_l, 2, 3 ... 

. -1� 1 di), fi-l-fl 
A - "'=.i f1 dfi 

- 1(/ 

i = 1, 2, 3 ... 

(12) 

(13) 

an, woraus leicht ersi chtli ch ist, daß mit  der Kenntnis der Funkti on [3 = I� ((fl) und 
der Faktoren 

1 

' - I; 1 dicr i -J 1(, - -.-, -d . s 
1 • s' 

" - � 
_

1 di), fi-! 
([ - "'=.i i ! dfi , i=l,2,3„, 

(14) 

(15) 

alle Bestimmu ngsstücke zur Lösu ng der Hau ptau fgaben vorliegen. Streng genomm en 
mlißte man al lerdings die Potenzreihe ( 1 1) in i hrer i nversen Fon n  anschreiben, da 
bei der Bere chnung der ersten Hau ptau fgabe zu nä chst der sphä rische Lä ngen

u nterschied ), im Ergebnis erscheint u nd au f den e llipsoidischen Lä ngenu nterschi ed 
zur ückgeführt werden mu ß; die eben angeschriebene Form erweist si ch aber f ür 
die weitere Entwicklung als günstiger. 

Die P otenzreihe ( 14) - gleichbedeu tend natü rl ich mit dem Ansatz (1 0) -

konvergi ert für Bogenlä ngen von einigen hu ndert Ki lometem sehr rasch. Ihre 
K onvergenz rei cht, wi e vorgreif end m itgeteilt sei, bei entsprechend wei t  getriebener 
E nt wicklung noch hi n, den Faktor ks f ür Bogenlä ngen bis et wa 2 500 km ausreichend 
genau zu erm itteln . Mit  Hilfe ei niger allgemeiner Form eln lassen sich aus 

dcr _ _ 1 _!_, 2 _ 2_, 4 _l_, 6 _ � s -2 . 10 _ 

ds - V --
+ 2 'f/ 8 'f/ + 

1 6  ri 128 Yi + 256 'f/ · · · + · · · 

di e i n  (14) angezeigten Ableitu ngen leicht finden; wir zitieren dazu einige Ableitu ngen 
häufig vorkommender Fu nktionen nach der Bogenlä nge, näm li ch 

d ' t ( . ' ' ·+2) ----''f)1 = - - /''f/1 - l''f/1 COSCl ds N 

::8t2·rii= � (2·r/+2·'f)i+2-(i-2)t2r/-(i-2)t2·r1;+2) cosx 

_d_ fi'r)2 = }__ (; ti-2 ri2 + (i _ 2) ti ·r12 + if i 2 ·r14 + (i -2) t i ri4) cos ci. 
ds N 

d 1 it 'f/2 d 1 t 
( . ) ds Ni =- N;+icoscr., ds Nicos7 = Ni+lcost' 1-(1-l)·'f/2 cos'l. 

_!_ � = -.
1
- (1 + (2 + 'f/2 - (i - 1) f2·'f/2) cos 'l. 

ds N1 N1+1 

!'_ -.-1 __ = --;----+ � -- (1 + 2 t2 + r12 - (i -2) t2 r12) cos 'l. 
ds N1 cos <fl N1 COS<fl 

_:!_ cosi er. sinh er. = -1- (k cosi + 1 x sin�· 'l. -i cosi-l a sinh + 2 e1.) • 

ds N 
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Hier in und i n  weiter er Folge i s t  mit N der Nor malkrümmungshalbmesser, mit ri 2 
das Pr odukt e'2 cos2 cp und mit t d ie Tangente der geographischen Breite cp 
bezeichnet. 

Indem man (16) mit Benützung der vorstehenden Ableitungen fo rtlaufend nach 
s diff er enzier t  und sich dabei stets auf die Benützung einer Winkelfunktion von o:, 

nämlich cos o:, beschränkt, erhält man für den Faktor ks die nac h Potenzen von s 
for tschreitende Potenzreihe 

1 1 1 5 7 /( = 1 + - '112 - -'r,14 _L - ·n6- -- 'll8 + --'11 10 
s 2 ., 8 ,- 16 ., 128 ., 256 . , ... 
+ _t -1 (- 16 ri 2  - 8 ri4 + 2 'f)6 - 'f)8) cos 0: 1 s 32 N J 

1 f ( 8 12 'f) 2 + 4 1 2 r14 - 12 r16) -, + 48 N 2 L + (- 8 'f) 2 - 12 ri4 + 24 12 ri4 - 3 ·ri6 + 12 12 r16) c os2 o:_ 
s 2 

+ s3 
f ,- (8 'f)2 + 12 'f)4- 18 f 2 'f)4 + 3 'fJ6 - 9 f2 'f)6 ) COS X -� 

48 N3 _+ ( + 26 'f/4 + 39 'fJ6 - 30 t2 r16) cos3 o: 

+ 12� N4 
[ ( -4 f2'f)2-612 'l)LJ-9 /4 ·ri4) +( 4ri2+10 r1c94 12 r;4 ) cos2 o: +-( 13 'l/4) cos4 o: 1 s4 

+ 18� Ns I_(- 4 112 - 10 'f)4 + 63 1 2 'l/4) cos x + (- 71 'f)4) cos3 o: I s5 

+ 31; N6 [ 1 2 r; 2 - 'f) 2 cos2 o:

-, s6 

+ 
63; N? [ + 'f) 2 cos x - 2 'f) 2 cos3 o: + 4 ·ri 2 cos5 o: - 2 'f) 2 cos7 o: J s7 + ... 

(17) 

Trotz seines r echt bedeutend anmutenden Umfa nges i st dieser Ausdruck leicht 
zu ber echnen. Alle Koeffi zienten beziehen sich hier in auf den Aü sgangspunkt P1, 
d. h.  auf dessen geographische Br eite cp1 und das in ihm bestehende Azimut 0:1. 
Eine Abschä tzung der weiter en, auf den Term mit s? f olgenden Glieder dieser Po-

tenzreihe zeigt, daß die letzteren (Annahme : cp = o: = ;) bei Bogenlängen zwischen 

2500 und 3000 km die Größenordnung von 0,01 m und mehr err eichen ; für diese 
Bogenlängen konvergier t  die vorliegende Potenzreihe aber nur mehr sehr tr äge, 
weshalb die leicht mögliche Weiterentwicklung über den mitgeteilten Umfa ng hinaus 
nicht sinnvoll i st .  Die Potenzreihe (17) gestattet, wie zusammenfassend festgestellt sei, 
mit e iner maximalen Unsicher heit von 0,001 m den Über gang auf die sphär i sche 
Seite cr für geodätische Str ecken, deren Größenordnung an den Betr ag von rund 
2500 km her anreicht; man gelangt also damit wei t in den Ber eich der langen geo
dätischen Strecken. 

In der Regel wünscht man die im Gr admaß ausgedrückte sphär ische Seite v zu 
er halten; unter Beachtung von (5c) er gibt sich diese aus 

s 
cr = p-k„. (/ (18) 



136 

Ist damit die sphärische Seite cr gegeben, so kann mi t dieser das sphärische 
Polardreieck nach ß2 , a2 und), aufgelöst werden. A us (1) bzw. aus (9) erg ibt sich die 
geographi sche Breite rp2 des Endpunktes P2 aus dessen reduzierter Breite ß2 , so daß 
von den gesuchten Größen rp2, a2 und l die beiden ersten bereits bekannt sind ; es 
muß also noch der dem sp härischen Längenunterschi ed ). zugeordnete ellipsoi dische 
Längenunterschi ed l angegeben werden. Dazu sind die Koeffizi enten der Rei he (15) 
zu berechnen, die durch fo rtlaufendes Diff erenzieren von 

d), - - 1 _!__ • 2 - _!__ • 4 
d! - V - + 2 'fJ 8 'fJ + 

... 

nach der elli psoidischen Länge 1 erhalten werden. Ohne auf diese elementare Rech
nung näher einzugehen, deuten wir zunächst das Ergebni s  di eser Entwi cklung an ; 
es ist ( 1 1 1 5 7 ) 
k1 = 1 + 2 ·ri2 - 8''f)4+16 ·r,6 - 128 r,s + 256 ''f)

1 0  ... 

+ 
f COS tp [c- 16 'lJ2 - 8 ''f)4 + 2 'fJ6 - 'f)8) ctg IX J t 32 - J 
cos2 tp [ ( 8 12 'lJ2 + 4 t2 r14 - 12 r16) -, + 48 + (- 8 r12 + 24 t2 ''f)2 - 12 '1)4 + 36 12 -r14 - 3 'lJ6 + 9 12 ''f)6) ctg2 a_ 

12 

t cos3 rp [ ( 8 ''f)2 - 16 12 '1)2 + 12 'lJ4 - 26 f2 'f)4) ctg e1. l_ 13 
+ 48 + (24 'lJ2 - 24 12 ''fJ2 + 62 '1)4 - 66 12 '1)4) ctg3 o: J 
+ „.„„. „ „„ • (19) 

Ebenso wie in (17) bezieht sich im vorstehenden A usdruck jede Variable i nner
halb eines Koeffi zienten auf die A usgangswerte tp1 und <X1 . 

Es bereitet nun keinerlei Schwierigkeiten, die nach Potenzen des ellipsoidischen 
Längenunterschiedes fortschreitende Entwicklung (19) über den angegebenen Um
fang hi naus weiterzuführen. Tut man dies, so erkennt man, daß di e Reihe (19) 
im Vergleich zu (17) etwas schlechter konvergiert, wozu noch der Nachteil kommt, 
daß sie sich im A ufbau von der Potenzreihe (17) zufolge ihres Fortschreitens nac h  
Potenzen des noch unbekannten ellipsoidischen Längenunterschiedes 1 und des 
A uftretens einer anderen Funktion des Winkels a unterscheidet. 

Durch einen kleinen Kunstgriff kann man di ese Mängel beseitigen. Indem man 
zunächst die Legendre' sche Entwicklung der Koordinatenunterschiede nach Potenzen 
der Bogenlänge, nämlich 

i=l,2,3 ... 

in (19) einführt, erhält man ( 1 1 1 5 7 ) k1 = 1 + 2 ''f)2 - s'll4 + T6 ·r,6 - 128 ''f)8 + 256 '
'f) lO 

+ -1- [c- 16 r;2 - 8 ''f)4 + 2 'lJ6 - 'f)8) cos 0: l s 32N J 
1 [ ( 8 f2 'lJ2 + 4 f2 'fJ4 - f2 ·1,6) l + 48 N + ( - 8 r12 - 8 t2 ''f)2 - 12 'lJ4 + 20 12 'lJ4 - 3 'lJ6 + 13 12 ''f)6) cos2 o:J s2 



+·-- �-
t L (8 ·ri2 + 8 t2 ·r12 + 12 ·r14 - 14 t2 ·ri4) cos x -� , 

48 N3 + (-8 ·ri2 - 8t2 ·ri2 - 14 ·r14 + 8 t2 „14) cos3 Cl. • 

+ .„ .. „.„ . .. . „ 
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(20) 
Damit liegt nun eine Potenzreihe vor, die ebenso wie (17) nach Potenz en von s 

fortsch reitet und in der alle Bestimmungsstücke aus der Angabe bekannt sind. Sie 
ka nn daher gleichzeitig mit (17), d. h. schon vor der A uf lösung des konjugierten 
sphä rischen Po lardreiecks berechnet werden. Für die Lösung der ersten Hauptauf
gabe ist es aber gar nicht notwendig, den Faktor k1 für sich allein zu ermitteln, 
d enn es genügt, die Differenz k, - k .• zu kennen . Diese findet sich, indem man (17) 
von (20) subtrahi ert, mi t 

k1 - ks = 481N2 l( - 8 t2 Y/2 -4 t2 ·ri4 + t2 ·ri6) cos2 a J 82 

+ _t_ rc 8 /2 ·�2 + 4 (2 ·ri4 - (2 ·r,6) cos Cf, ·1 v3 
48 N3 LC- 8 ·r12 - 8 t2 Y/2 - 12 ·�4 + 8 t2 ·r14 - 3 ·r16 + 7 t2 ·r16) c os3 Ct._ • 

-f- „„. „.„ . . „„ . .  (21) 
Im eben m itgeteilten Um fange r eicht die obige Formel gemeinsam mit der 

bis zur gleichen Ordnung berechneten Formel (17) aus, die erste Hauptaufgabe bis 
zu Streckenlä ngen von etwa 500 km mit einer in der Größenordnung des Milli

m eters li ege nden Genauigkeit zu berechnen. Man hat damit ein Formelsystem zur 
H and, welches m it einem Minim um an Rechenarbeit einen großen Teil des Bereiches 
der mittleren Bogenlä ngen zu überstr eichen gestattet. 

Di e M öglichkeiten, die mi t der Einführung der Legendre' sc hen Entwic klung 
in (19) und der Diff erenzbildung (21) geboten werden, sind aber noch nicht völlig 
ausgeschöpf t. Es wurde erwä hnt, daß deren Grundlage, die Potenzreihe (19), eine 
im Vergleich zu (17) etwas schwä chere K onvergenz aufweist. Diesem Umstande 
kann man durch die Einführung eines mittleren Argum ents in (21) begegnen. Es 
ergibt sich dabei eine einfache Rechnung, wenn man zunä chst die Verä nderli chen s 
und et. durch die geographischen K oordinatenunt erschi ede ersetzt, was durch Ein
führung der Umkehrung des Legendre' schen A nsatzes (20) für 6q> und / leicht mög
l ich ist. Wir erhal ten 

1 
k1 - ks = .48(- 8 (2 „,2 + 12 (2 r14 - 1 5 t2 ·ri6) A:p2 

t + 48 (- 8 ·� 2 + 12 Y/4 - 12 t2 ·ri4) .6q>3 
+ ( ... ) 6tp4 + ( ... ) 6tp2 /2 + ( ... ) /4 +... (22) 

Führt man nun in (22) für die K oeffi zienten das mittlere Argument rp111 = � 
(:p1 + q>2) ein, so muß, da sich dann der Unterschied k1 - ks bei einer Um kehrung 
der Vorzeichen von 6q> und l ni cht ä ndern darf ,  die Potenzreihe (22) die Form 

k, - k, = A12 6q>2 

+ A4o 6cp4 +An i:o.tr2 12 + A04 l4 

+ ................. . (23) 
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annehmen, d. h. es können in i lu· mn· geradzahli ge Potenz. en v on 6 :p .und I v or
kommen. 

Aus der ursprünglichen Form 

ki - k, = a20 L:p2 + a30 6:p3 
+ a40 Lr-4 + a22 6qi2 /2 + ao4 l4 (24) 

geht die Entwicklung (23) herv or, wenn man die Koeffi zienten a;k von (24) im mitt

lerei1 Argument <p111 = � (:p1 + :p2) annimmt und sie, da sie in (24>
'
auf P1 bezogen 

sind, nach Potenzen von - � L::,:p = � (:p1 - :p2) entwickelt. Es ist z. B .  

usw. 

I L,:p + II 1 6:p2 
G2Q> ] = (/20> III - (/ 20> III -2- G2Q > 111 2! -4-

- " ' 

Die Bedeutung eines Koeffi zienten A;k in (23) ergibt sich - durch Eintragung 
der v orstehenden Entwicklung für alle Koeffi zienten in (24) - leicht mit 

A;k =au, - a';-;, ,, �f + a"; -2,h· 6i2 
- . • .  

wori n  die A kzente ebenso wie v orhin Ableitungen nach der geographischen Breite 
anzeigen . Allgemein findet man (an Stelle der Akzente ist nunmehr die Hochzahl 11 
gesetzt, die die Ordnung der Ableitung anzeigen soll) die mit wechselndem Vor
zeichen fo rtschr eitende, für ungerade Werte von i und k verschwindende Folge 

A· = � -
1

- a � ' 1h· i:-1. 11 ! 211 1-11, ,,, 
11=0,1, 2 . . . . . . i 

(25) 

Nach leichter Rechnung fo lgt damit aus (22) der dem allgemeinen Ansatz (23) ent
sprechende· Ausdruck, nämlich 

1 k, - k, = 48 (- 8 (2 .,,2 + 1 2  (2 j,4 - 1 5  t2 jJ6) L::,cp2 

1 + 
720 

( - 2 „12 - 6 12 'f/2 + 3 -04 - 48 t2 •04 + 2 1  t4 .04) LW4 

+ cos2:p 
( 

720 

+ cos4 :p 
( 

720 

+ „ „„„ .„„„„ 

+ 6 12 ·r14 + 1 2  t4 r14) L::,q:i2 /2 

(26) 

In diese Entwicklung, die gemeinsam mit der Ordnungszahl 5 v on ( 17) die 
Durchrechnung der ersten Hauptaufgabe bis zu Bogenlängen nahe an 1 500 km 
gestattet, wäre allerdings der - zunächst noch unbekannte - ellipsoidische Läng en
unterschied l einzuführen. Da sich aber der sphärische Längenunterschied ), vom 
ellipsoidischen Längenunterschied 1 nur um eine Differenz von der Ordnung ·02 /, 
bzw . ·02 l unterscheidet, ist es gestattet, in ( 26) an Stelle von l den sphärischen Längen-



unterschied ), Zli setzen. Die Koeffizienten sind hiebei, der vorangegangenen E11t
wicklung entsprechend; für die ni.ittlere Breite tf,,, = -} ( tf 1 + tfz) zu b�rechnen, was 
in aller Strenge möglich ist, da mit der Auflösung des sphärischen Polardreiecks 
die reduzierte Breite ß2 und damit auch die geographische Breite tfz erhalten wird. 

Obwohl, wie aus der eben mitgeteilten Bemerkung hervorgeht, die Forniel (26) 
im angeschriebenen Umfang zu einem recht beachtlichen Anwendungsbereich führt, 
liegt in ihrer Form -sie ist doch eine nach Potenzen der Koordinatenuntei·schiede 
fortschreitende Pote11zreihe -bei ihrer Anwendung innerhalb der ersten Haupt
aufgabe eine gewisse Inkonsequenz vor, die bei der Durchreclürnng wegen der 
notwendigen Berechnung der Potenzen der Koordinatenunterschiede störend und 
den Rechenaufwand vermehrend in Erscheinung tritt. Dieser Übelstand läßt sich 
aber leicht beheben, wenn man in (26) die Koordinatenunterschiede mit Hilfe der 
Gaußschen Mittelbreitenformeln wieder durch Bogenlänge und Azimut 'ersetzt. 
Denkt man sich (26) um die Glieder von der Ordnungszahl sechs erweitert und die 
erwähnte Subst.itution ausgeführt, so erhält man 

k1 - k" � 9iflz [<- 16 12 ·02 - 8 12 ·04 + 2 t2 ·r16 -12 ·r1B) cos2 o:J s2 

1 1(- 2 ·r12 -6 t2 ·r12 -5 r14 -42 t2 .04 - 9 t4 'fJ4) cos4 o: l 
+ 720 N4 ( -32 t2 ·02- 30 t4 r12 -48 t2 r14- 3 t4 ·r14) cos2 o: sin2 o:

J 
s4 

. _ ( -2 t4 ·02 - t4 r14) sin4 o: 

(r12 - 33 t2 ·02) cos6 o: 

, 1 +(-3o·02-78t2'1)2)cos4o:sin2r/. 
sG -T 30240-Ni> + ( - 267 t2 ·r12 -567 t4 1)2 - 294 t6 r12) cos2 o: sin4 o: 

+ ( - 30 t4 ·r12 - 10 t6 ·02) sin6 o: 

(27) 
Alle Funktionen der geographischen Breite sind hierin wieder für die MiÜelbreite 
tf,,, = � ( :p 1 + ;c 2) zu nehmen, während als Azimut nunmehr das mittlere Azimut 

0:111 = � (r/.1 + r/.2) einzuführen ist. Diese beiden Argumentwerte sind nach der 
Auf lösung des sphärischen Polardreieckes bekannt, so daß (27) eine in aller Strenge 
gültige Lösung darstellt. Im übrigen läßt sich der Faktor k1 für sich allein ebenso 
behandeln, wie es im Vorstehenden für die Differenz k1 - k. gezeigt wurde. 

Nimmt man, um zu einer Vorstellung von der Konvergenz zu gelangen, eine 
Abschätzung der Größenordnungen in (27) vor, so findet man, daß für tf,,, = 0:111 = ; 
das Glied von der Ordnungszahl sechs bei Bogenlängen um 1500 km in die Größen
ordnung der Millimeter gelangt; für s = -!j- , also für etwa .. 3200 km, erreicht es 
den Wert von etwa 0,5 m. Vergleicht man damit das Glied mit s4, so kann man 
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aus dem Grö ßenverhältnis dieser beiden Glieder mit einiger Sicherheit darauf 
schließen, daß für die letztere Annahme die vernachlässigten Glieder höherer O rd
nung schon den Betrag von etlichen Millimetern erreichen dürften. Man wird also 
den A nwendungsbereich von (27) mit etwa s = 3000 km begrenzen müssen, wob ei 
man wahrscheinlich Unsicherheiten in der Größenordnung einiger Millimeter in 
K auf nimmt. 

Um letzten Endes einen zusammenfassenden Überblick über die Konvergenz 
der beiden, die Lösung der ersten Hauptaufgabe bestimmenden Potenzreihen ( 17) 
und (27) zu gewinnen, geben wir für einige Bogenlängen den Umfang an, bis zu 
welchem diese Potenzreihen zu berechnen sind, wenn man für die Summe n der 
vernachlässigten Glieder den Betrag von ungefähr einem Millim eter zuläßt. Der 

nachstehenden Abschätzung liegt die Annahme cp1 = a1 bzw. cp111 = a111 = : zu 

Gr unde ; die beiden Potenzreihen wären für die angeführten Streckenlängen demnach 
zu berechnen bis: 

Smk Potenzreihe ( 17) Potenzreihe (27) 

0 
s2 

50 
s 
s2 s2 

1 50 s3 s2 
500 s4 s4 

1 000 sS-s6 s6 
1 500 s6-s7 s6 
2500 

Ein kleines Beispiel möge die vor liegenden Ergebnisse zahlenm äßig belegen. 
Zwischen zwei Pu nkten des Besselschen Ell ipsoids (cp1 = 400 , cp2 = 600 ,  I = 200) 
wurden die geodätische Strecke mit s = 2 623 003, 820 m u nd ihre Azimute m it 
250 23' 27" , 246 992 und 4 1o 00' 40", 1 92 835 berechnet. Diesem Ergebnis entnehmen 
wir als Annahme für die erste Hauptaufgabe cp1 = 400 , a1 = 250 23' 27" ,  246992, 
s = 2623 003. 820 m und berechnen damit nach ( 1 7) zunächst den Faktor k8• In 
der gleichen Reihenfo lge wie in ( 17) angeschrieben, finden wir diesen Faktor als die 
Summe nachstehender Zahlenwerte : 

1 ,  001 9695 601 
- 0, 000 6 1 50 385 (s) 
- 0, 000 0120 490 (s2) 
+ 0, 000 0348 677 (s3) 
+ 0, 000 0002 8 1 5  (s4) 
- 0, 000 0007 945 (sS) 
- 0, 000 0000 067 (s6) 
+ 0, 000 0000 1 10 (s7) 

ks = 1 ,  001 3768 3 1 6. 

Die nunmehr mögliche Aufl ösung des sphärischen Polardreiecks ergibt mit 
�1 = 390 54' 20" , 0 19996 : �2 = 590 55' '00" , 688548. a2 = 4 1  o 00' 40" 1 92056 und 
), = 200 0 1' 33" ,  3 15204. 



Daraus folgt cp2 = 590 59' 59" 999424 und cp111 = 500 , 

e1.111 = -� (Cl.1 + C1.z) = 330 1 2' 03", 7 19524. 

Mit den letzteren Werten ergibt sich nach (27) 

- 0, 000 0776 390 (s2) 
- 0, 000 0030 570 (s4) 

- 0, 000 0000 825 (s6) 

k1 - k. � - 0, 000 0807 785 

und daraus kt= k, + (k1 - k.) = 1, 001 2960 53 1 .  
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Man erhält aus I = ), -i- den Wert I = 1 90 59' 59", 999352, der mit dem im 1(/ 
vorhinein bekannten Sollwert von 200 bis.auf den linearen Betrag von rund 0, 01 5 m 
übereinstimmt; eine ähnliche Übereinstimmung zeigt die errechnete geographische 
Breite cp2 mit ihrem Sollwert. Dieses Ergebnis wird man. da die Formel (17) mit 
s · 26 00 km etwas über ihre Leistungsfähigkeit hinaus beansprucht ist, als durchaus 
befriedigend bezeichnen d Lirfen. 

Über Winkelreduktionen bei Absteckarbeiten 
Von W. Emhac/1er 

Die Übertragung ingenieurtcchnischer Entwlirfc ms Gelünde bezeichnet man 
als Absteckungsarbeit. 

Es soll der Versuch unternommen werden, sämtliche Winkelreduktionen anzu
führen, welche an den gerechneten und gezeichneten Entwurf angebracht werden 
müssen, um ihn sinngemäß auf die physische Erdoberfläche übertragen zll können. 
Diejenigen Verbesserungen, die infolge der Konvergenz der Lotlinieri; wegen des 
Azimutunterschiedes Geodätische Linie-Vertikalschnitt und wegen der Refraktion 
anzubringen sind, seien nur der Vollständigkeit halber angeführt. Es soll haupt
sächlich gezeigt werden, wie stark sich die Tatsache, daß die Lotrichtungen zu
einander windschief sind, in verhältnismäßig kleinen Vermessungsbereichen, z. B. bei 
Tunnel- und Stollenabsteckungen, auswirken kann. 
Die Richtung der Lotlinien weicht zunächst wegen der großen kontinentalen Geoid

wellen von den Flächennormalen eines Rotationsellipsoides, als welches das Re
ferenzellipsoid der Landesvermessung dient, ab; sie ist aber auch lokal bedingt, 
wenn durch eine Ansammlung oder durch ein Fehlen von Massen lokale Unstetig
keiten in der Dichte der Erdrinde entstehen. Eine beliebige Ebene durch eine Ellipsoid
normale nennen wir Nonri.alebene und ihr Schnitt mit dem Ellipsoid heißt Normal
oder Vertikalschnitt. Da sich die Flächennormalen des Rotationsellipsoides im all
gemeinen nicht schneiden, ist die Verbindung zweier Punkte P1 und P2 des Ellipsoides 
durch die beiden Normalschnitte nicht eindeutig festgelegt, denn die Ebene durch 
die Normale in P1 und durch P2 ist im allgemeinen nicht ident mit der Ebene durch 
die Normale in P2 und durch P1. Man definiert daher andere Kurven, die innerhalb 
eines bestimmten Bereiches durch zwei ihrer Punkte eindeutig bestimmt sind: die 


