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den Zahlenwert der Ausdriicke

(n—i)(i—i und (lp—i)(i—i
/'3—1 V12 m—1)
gegeniibergestellt.

Fiir n = 10 erhélt man — die Néherungswerte sind unter den strengen Werten
angeschrieben — fiir die Werte von i zwischen 1 und 10 dafiir die Zahlenwerte:

= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Formel (12) 0,00 1,59 2,74 3,51 3,90 3,90 3,51 2,74 1,59 0,00
Formel (12a) 0,00 1,54 2,69 3,46 3,85 3,85 3,46 2,69 1,54 0,00
Formel (19) 0,00 0,96 1,62 2,06 2,28 228 2,06 1,62 0,96 0,00
Formel (19a) 0,00 0,77 1,35 1,73 1,93 1,93 1,73 1,35 0,77 0,00

Die Naherung (12a) liefert, wie man aus den nur kleinen Abweichungen gegen
die Sollwerte erkennt, sehr gute Ergebnisse, wihrend die Ndherung (19a) bei.nn = 10
im Durchschnitt um etwa 159, zu kleine Werte ergibt.

Die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen im Rahmen
der mathematischen Statistik

Von W. Eberl

§ 1. Einleitung. Trotz der stiirmischen Entwicklung der Stochastik!) wihrend
der letzten Jahrzehnte hat sich die lehrbuchmiBige Darstellung der Ausgleichs-
rechnung seit den Tagen von C. F. Gaufs (1777—1855) und F. R. Helmert (1843 bis
1917) kaum geéindert. Das ist im Hinblick auf beide Disziplinen bedauerlich. Denn.
einerseits tragen die Methoden der mathematischen Statistik viel weiter als die der
traditionellen Ausgleichsrechnung, und andererseits miilte die Beachtung der Tat-
sache, dal die Ausgleichsrechnung nur ein kleines wenn auch wichtiges Teilgebiet
der Regressionstheorie darstellt, zu einer realistischeren Beurteilung der Rolle, die
die Stochastik fiir den Techniker spielt, beitragen.

Der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen kommt eine besondere Be-
deutung zu, da einerseits die direkten Beobachtungen als Sonderfélle von vermitteln-
den angesehen werden kdnnen und sich andererseits die Ausgleichung bedingter
Beobachtungen meist sehr einfach auf die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen
zuriickfiihren 148t. : ‘

Die Paragraphen 2 bis 4 enthalten ohne Beweis einige fiir das Folgende grund-
legende Definitionen und Sétze der Stochastik. Ziffer 5 bringt dann einige Sitze der
Regressionstheorie samt den zugehdrigen meist bekannten Beweisen. Die aus-
giebige Verwendung des Summationsiibereinkommens auf diesem Gebiet diirfte neu
sein und bietet gewisse Vorteile.

1) Die Stochastik ist die Lehre vom Zufall und umfaBlt Wahrscheinlichkeitstheorie und:
mathematische Statistik. L C
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§ 2. Einige Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie. X, ..., X, seien r
reelle stetige Merkmale?) mit gemeinsamer Verteilung oder X = (X, ..., X,) ein
r-dimensionales stetiges Merkmal. Der Wertevorrat 10 von Xy, ..., X, bzw. X sei der
r-dimensionale Euklidische Raum E, oder ein r-dimensionales Intervall desselben.
Die gemeinsame Verteilung von X, ..., X, oder die Verteilung von X ist dann
durch eine Diclite f(x) = f(x1, ..., X;)3) bestimmt, die auf hochstens endlich
vielen Hyperflichen des 7 unstetig ist. Indem wir auBBerhalb von I /'(x) = 0 setzen,
kénnen wir f(x) als eine im ganzen E, definierte Funktion annehmen.

Die Wahrscheinlichkeit, dal3 X einem Bereich B3 angehort, von dem nur vor-
ausgesetzt wird, daf3 auf ihm das folgende Integral definiert ist, ist das r-fache Integral
W{XeB} = [f(x)dx mit dx = dx,...dx,. Natiirlich ist E[ f(x)dx = 1. Die Er-

B T

wartung einer Merkmalfunktion ¢ (X) = ¢ (Xy, ..., X}) ist
Ep(X) = g’cp(«\‘)f(x)dx, o (M
T

sofern: das Integral absolut konvergiert. E ist ein linearer Operator, so daB fiir »
Merkmalfunktionen ¢; (X) und » Konstante ¢; (i =1, ..., n)

n n
E2 ¢i9;(X)= X ¢ Eq;(X) N )]
o i=1 i=1 )
gilt. (iy, ..., i,) sei eine Permutation von (1, ..., r) und k < r. Betrachtet man dann
die Verteilung von (Xj, ..., ;) ganz unabhéingig davon, welche Werte

(X; cen X)) annimmt, so heiBt diese Verteilung die Randverteilung von (X, iy e

k+1
. X,-k). Die Dichte dieser Randverteilung ist
ﬁl ce i (Xila e xik) = J‘ _}:(«\‘) dxi/‘.‘}_t‘ . ‘dxi,' Lo (3)
—k
: k
Xis -, Xiy heiBen unabhdngig voneinander, wenn f; .. i, (X, ..., x;) = Hf;j (,\‘;j)
N Py j:l

k
ist. Ist @(Xi, .-, X;k) = [pr,-j(X;j) eine’ Funktion der unabhingigen Merkmale
. ji=1 :

Xi, ..., X;, so gilt

e 1

k k
E 11 o;, (xi;) = 1T By, (x3). N ()
j=v 17 i=1
T oo
Fir p =1, ..., r heiBt EX, iojoxpfp (xp) dx, = &, das Mittel und

+ 9 .
VXp=EX, — &)= ojo (xp — &p)2fp (xp) dx, = o, die Varianz von X,.
— o0

Es gilt der Verschiebungssatz E(X, — £,)2 = EXIf — (EX,)? oder
o, =EX; — ). NG
Die positive Wurzel o, aus der Varianz heilit Streuung4) von X,

2) Statt Merkmal ist auch Zufallsvariable oder zufillige Variable gebréuchlich.

3) Variable werden mit groflen oder kleinen Buchstaben bezeichnet, je nachdem fiir ihren
Wertevorrat ein Wahrscheinlichkeitsmall von Belang ist oder nicht. (Zuféllige) Merkmale werden
daher durch GroBbuchstaben, Variable im Sinne der Analysis durch Kleinbuchstaben ausgedriickt.

4) In der Ausgleichsrechnung: Mittlere Abweichung oder mittlerer Fehler.
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Sind p & ¢ zwei ganze Zahlen zwischen 1 und r, so heif3t

+og +oo
C(Xp’ XQ) =E [(Xp”—Ep) (Xq_Eq)] :_C_L __ofo (*\‘p_Ep) (’\‘q_Eq)f;lq (*\‘p’ *\‘q) d'\‘p d,\‘q = Opgq

die Kovarianz von X, und X,. Auch fiir die Kovarianz gilt ein Verschiebungssatz:
. E [(Xp - Ep) (Xq - Eq)] = E(Xp Xq) - E.p E.q

oder opg = E (X, X)) — &, &g o (6)

Die r-reihige Matrix (c,q) mit o,, = o) heiBt Kovarianzmatrix von X.

Xp und X, heiBen unkorreliert, wenn o,y = 0 ist. Wegen (4) und (2) sind unab-
hingige Merkmale immer auch unkorreliert, dagegen miissen unkorrelierte Merk-
male nicht unabhéngig sein.

Ist X ein eindimensionales Merkmal mit dem Mittel £ und der Varianz o2, sind
ferner @ und b zwei beliebige Konstante, so sind Mittel und Varianz des Merkmals
Y=WX-—a)b

Lo, E—a . o2
EY =5 und V% =77 ... (a, 7b)
Sind X, ..., X, unkorrelierte Merkmale mit den Varianzen ;2, ..., ¢,2 und

sind ¢y, ..., ¢, beliebige Konstante, so ist

Vé Cp Xp-=

p=1 p

§ 3. Zwei Verteilungen. Die folgenden beiden Verteilungen kdnnen als Bei-
spiele fiir die allgemeineren Definitionen von §2 dienen.

A. Die r-dimensionale Gaufverteilung. Das Merkmal X = (X, ..., X;) heilit

(r-dimensional) nach Gauf3 verteilt, wenn sein Wertevorrat der E, und seine Dichte

. N ()

N

2
CpC
1

I b2~

13 5 ; .
‘ ]/Det (aP9) o 7P=1 q>"= lcpq (xp— &) (g — &)
e

!

f(xb LIRS ) xr) = (9)

(2m) 2
ist. Es ist EX, =Ep, VX, =0p2=0pp und C(X,, X,) = p,. Die Matrix (o)
ist symmetrisch, positiv definit und stellt die inverse der Kovarianzmatrix (s,,) dar:

(6P9) = (opg)~* .

Die r-dimensionale GauBverteilung ist durch ihre Parameter &, und o4, p, ¢ =
=1, ..., r, vollstindig bestimmt.

Man kann zeigen, daB3 die Randverteilung von X, die eindimensionale GauB-
verteilung mit dem Mittel €, und der Varianz c,2 ist:

. (p — &)
£ = _21 . E ... (10)

T o,
Statt (10) schreibt man kiirzer: X, ist nach G (&, op2) verteilt. Daraus folgt sofort

Satz 1: r gemeinsam nach Gaufy verteilte Merkmale X, ..., X, sind dann und
nur dann voneinander unabhdngig, wenn ihre Kovarianzen c,q (p = q). verschwinden.
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Denn (9) zerfillt dann und nur dann in r Faktoren (10). Unkorrelierte Gauf3-
merkmale sind also auch unabhéngig und umgekehrt.
Fiir Linearkombinationen von GauBmerkmalen gilt
Satz 2: Sind Xy, ..., X, gemeinsam nach Gauf$ verteilt mit den Mitteln &, und
der Kovarianzmatrix (ap,), sind ferner die c, beliebige Konstante, so ist auch X =
T T
= X cp Xp nach Gaup verteilt mit dem Mittel EX = X ¢, &, und der Varianz VX =
p=1 P=1
T T
=X Xg
p=1qg=1

CqOpq- Sind insbesondere die X, unabhdngig voneinander, so st

r Dy Dy
VX = Zc;op(vgl. (8)).
p=1
B. Die Chiquadrat (y2-)verteilung. Sind Xy, ..., X, unabhingig voneinander

nach G (0, 1) verteilt, so besitzt X :_Z X;2 die y2-Verteilung mit n Freiheitsgraden

1=1
(F. R. Helmert, 1876). Der Wertevorrat von X ist die Halbgerade [0, + o), die
Dichte ist

LR _‘ X
2 . 2
f@ ="
n n
2 1'(3)
Es ist ‘ )
EX=n und VX =2n .. . ({1a,11b)

;Mit_ dieser Definition y2-verteilter Merkmale héngt eng zusammen

Satz 3 (Cochran, 1933): X, ..., X, seien unabhdngig voneinander nach G (0, 52)
n :
verteilt. Ferner sei Z X;2 = Q) +...+ Q wo Q; eine quadratische Form in den
i=1
k
X; vom Rangs) < ist, j=1,..., k. Ist dann X r; = n, so sind die Q;ja? unab-
j=1

hingig voneinander nach y2 mit r; Freiheitsgraden verteilt.

Einen Beweis findet man in [2].

§ 4. Das Schitzen von Parametern. In der Stochastik werden vor allem Scharen
von Verteilungen betrachtet. Dementsprechend hénge die Dichte f(x) des Merkmals X
von m Parametern 04, ..., 0, ab, die man zu einem m-dimensionalen Parameter
=0y, ...,0,) zusammenfassen kann. Statt f(x) ist daher genauer f(x; 8) zu

schreiben.
1

n i A »
X, ..., X heien Beobachtungen des Merkmales X, wenn alle X (i =1, ..., n)
unabhiingig voneinander wie X verteilte Merkmale sind, und wenn jedem X ein

i
bestimmter beobachteter Wert x entspricht.

nn’
5) Eine quadratische Form % X aj; X X; mit a;; = a;; hat den Rang r, wenn die Matrix
i=t j=1 ’
(a,-j)'den Rang r hat. - .
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Die mathematische Statistik hat nun, z. T. in Fortfiihrung von Verfahren der
Ausgleichsrechnung, eine Reihe von Methoden entwickelt, durch die sich aus »n Be-
obachtungen eines Merkmals X vorteilhafte Schdtzungen

Taz'é(;{,...,i’), a=1,...,m, L. (12)
der unbekannten Parameter 0, gewinnen lassen. Ersetzt man auf der rechten Seite
von (12) die Beobachtungen X durch die beobachteten Werte ,\ so ergeben sich
spezielle Schdtzwerte t, = (A),, (x, ..., x) fiir die 6,,. Da die @a (X, . X) Merkmal-
funktionen sind, sind die T, so wie die /{’ Merkmale. Thre Verteilung ist durch die

Verteilung von X und durch die Funktionen (A),, bestimmt,
Beispiel: Sind Xy, ..., X, Beobachtungen eiqes nach G (E, ¢2) verteilten Merkmals X, so
ist der Durchschnitt X =.2": X;/n der Beobachtungen eine Schitzung des Mittels £ von X. X ist
1=1
auf Grund von Satz 2 nach G (3, o2/n) verteilt, Eine andere Schétzung von § ist X= (Xmin + Xmax)/2,
WO Xpin und Xy, die kleinste bzw. die groBite der » Beobachtungen ist.

Man verwendet die Freiheit, die man in der Wahl der Schétzung (12) hat, um
diese Schiitzung mit mdglichst vielen wiinschenswerten Eigenschaften auszustatten.
Fiir die Zwecke der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen sind folgende
Vorziige besonders wichtig:

Eine Schitzung heiBit /inear, wenn sie in den Beobachtungen linear ist, also

n i
T, = 2 cq X, wobei die Koeffizienten ¢,; von den Beobachtungen unabhéngig sind.
i=1
Im obigen Beispiel ist X eine lineare Schidtzung, da die Koeffizienten unabhéngig
von den Beobachtungen den Wert 1/n haben. Dagegen ist X keine lineare Schétzung.

X erscheint zwar zunichst als lineare Form in den }'(, wobei die Koeffizienten
entweder 0 oder 1/2 sind, aber es hingt eben von den Beobachtungen selbst ab,
ob eine Beobachtung mit 0 oder mit 1/2 zu multiplizieren ist. Wenn die Beobachtun-
gen so klein ausfallen, daB ihre Quadrate vernachléssigt werden kénnen, so kann
man an Stelle von Schétzungen, die nach ihren Argumenten differenzierbar sind,
lineare Schétzungen verwenden. -
Von einer guten Schitzung verlangt man, daB die Mitte ihrer Verteilung in
den zu schitzenden Parameter zu liegen kommt. Indem man diese Mitte z. B. durch

die Erwartung von 6(, ()1(, ceo )?) oder durch das Mittel von T, definiert, gelangt
man zum Begriff der erwartungstreuen Schitzung: Fiir eine solche ist ET, = 0,.
Man wird weiter fordern, daB sich die Verteilung von T, moglichst dicht um den
zu schédtzenden Parameter 0, zusammenballt. Als MaB dieser Zusammenballung
kann man z. B. die Varianz verwenden. Im Hinblick auf die Ausgleichung ver-
mittelnder Beobachtungen kann man sich auf lineare und erwartungstreue Schitzun-
gen beschrinken und nennt T, eine beste erwartungstreue lineare Schidtzung, wenn
fiir alle derartigen Schétzungen T,

E (T, — 0,2 < E(T, — 0,)2
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gilt, wenn also T, unter allen erwartungstreuen linearen Schitzungen T, " die kleinste
Varianz besitzt.

Da auch der Median6) und der Modus7) von T, zentral gelegene Punkte der
Verteilung von T, sind und i. a. nur dann mit dem Mittel ET, zusammenfallen,
wenn T, symmetrisch verteilt ist, liegt in der Bestimmung der Mitte der Verteilung
von T, durch ET, meistens eine gewisse Willkiir, Die Messung der Zusammen-
ballung einer Verteilung durch die Varianz ist nicht einmal bei GauB- oder
Chiquadratmerkmalen zwangsldufig, da auch jede monotone Funktion der Varianz,
z. B. das Genauigkeitsmaff h2 = 1/2¢2 zu diesem Zweck verwendet werden
kann, Die erste Festsetzung rechtfertigt sich jedoch durch ihre Zwangsldufigkeit
im Falle symmetrischer Verteilungen und beide erweisen ihre ZweckméiBigkeit
durch die Vorziige der auf ihnen beruhenden Rechenverfahren, auch wenn man
sehr allgemeine Verteilungen der T, zuléBt.

Die wichtigste Methode zur Gewinnung von guten Schidtzungen unbekannter
Parameter ist das auf C. F. GauBl zuriickgehende Plausibilititsprinzip, das von
R. A. Fisher im Jahre 1922 unter dem Namen Maximum-Likelihood-Principle
weiter ausgebaut wurde.

Hat das Merkmal X = (X, ..., X,) die Dichte f(x; 0), wo 0 = (A, ...,

1 n
0,.) ein m-dimensionaler Parameter ist, sind ferner X, ..., X Beobachtungen von
X, so heiBt die Funktion
1 .on n i
Py, ..., x;00=1/(x;0) .o (13)
i=1

n

1
bei festgehaltenen beobachteten Werten X, ..., x und variablem 0 die Plausibili-
tdtsfunktion des Parameters 0. Der einem Parameterwert entsprechende Funktions-
wert heillt die Plausibilitdt des Parameterwertes. Ordnet man nun jedem n-Tupel

1 n At n
beobachteter Werte (x, ..., X) den Parameterwert t =0(x, ..., x) grdfter Plau-
A 1 n
sibilitét 8) zu, so heifft T=Y (X, ..., X) die plausible Schétzung von 0. Natiirlich

A
setzt-sich die m-dimensionale Schéitzung 6 aus m eindimensionalen Schétzungen

m

A a N 1

Hi, ..., 0, zusammen, und es ist T, =18, (X, ..., X) die plausible Schitzung
von B,. Plausible Schétzungen sind durch eine Anzahl vorteilhafter Eigenschaften
ausgezeichnet,

6) Der Medianvon 7, ist ein (nicht immer eindeutig bestimmter) Wert y, fiir den W{ Tag<=p }
= W{T,>u} = % ist.

7) Der Modusvon T, ist ein (nicht immer eindeutig bestimmter) Wert v, in dem die Dichte
von T, ihren groBten Wert annimmt.

8) Beschrdnkt man den Wertevorrat des Parameters 0 auf einen’abgeschlossenen Teil des
&, den Raum der zulissigen Parameter, und hingt (13) stetig von den 84 ab, so ist die Existenz
dieser GroBtwerte auch formal gesichert. Der Statistiker kann sich aber dhnlich wie der Physiker
solche rein mathematischen Esixtenzbetrachtungen ersparen, da-das Vorhandensein bestimmter
Verteilungen usw. in der Erfahrengswelt als gegeben angesehen wird, das heil3t als Arbeitshypothese
ein fiir allemal vorausgesetzt werden mubB.
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Bei diskret verteilten Merkmalen, deren Verteilung von einem unbekannten
Parameter abhéngt, hat man die Plausibilitdtsfunktion mit Hilfe der Wahrscheinlich-
keiten anstatt der Dichten zu definieren. Die Bestimmung plausibler Schétzwerte
der unbekannten Parameter erfolgt dann ganz analog.

§ 5. Einige Siitze aus der Theorie der linearen Regression. Y, ... Y, seien n
Beobachtungen, EY; = '2':, Xai 00y VY; =02, wodie x,fiira=1,...,mund i =1,
.., n bekannte ZahlenulTnld die 0, sowie 62 unbekannte Parameter sind. Die Hyper-
ebene 7 = 338,, x, heilt Regressionshyperebene von Y in bezug auf die x,. Man

spricht augh_lvon einer m-fachen linearen Regression von Y in bezug auf die x,.

Die weitaus meisten Zusammenhidnge, die der Erfahrungswissenschaftler
zihlend, messend und wigend beobachtet, stellen Uberlagerungen von funktio-
nellen Abhéngigkeiten und zufélligen Schwankungen dar. Die Regressionsrech-
nung entwickelt Methoden, mit denen man solche Beziehungen in ihren funktio-

nellen und ihren zufélligen Anteil aufspalten kann. Die Theorie der linearen Re-
gression beschiftigt sich mit dem Fall, wo einer linearen Abhingigkeit n = X 0, x,
a=1

einer BeobachtungsgroBe 7 von m genau bestimmbaren Argumenten x, eine Zufalls-
schwankung mit dem Mittel 0 und der Varianz o2 iiberlagert ist. Die m Koeffi-
zienten 0, sind feste unbekannte Parameter., Bezeichnet man die bekannten Werte,
die xy, ..., x,, bei der i-ten Beobachtung annehmen, der Reihe nach mit x;,. .., X,,;
so ist die i-te Beobachtung ein Merkmal Y7 der eingangs beschriebenen Art. Die
Ermittlung des funktionellen Anteiles in der Beziehung der x, zu Y besteht dann,
statistisch gesehen, in einer Schitzung der Parameter 0. '

Im folgenden wird durchwegs das Summationsiibereinkommen, allerdings
mit verschiedenen Summationsbereichen, verwendet: kommt in einem Produkt
ein Zeiger genau zweimal vor, so ist liber ihn zu summieren, und zwar im Falle
eines Zeigers a, b, ¢, d, e oder f von 1 bis m, im Falle eines Zeigers i, j oder k von
1 bis n. In dieser Schreibweise ist also statt gx,,i 0, einfach x,; 0,zu schreiben. Die

a=1
n

Summen 2 x,; xp; werden kiirzer mit x4; x5 = S9® bezeichnet und stellen die Elemente
i=1

einer m-reihigen quadratischen Matrix dar, Im Falle
Det (S?b) 30 .19

ist (S,p) die inverse Matrix von (S9%): (S,p) = (Sab)—1,

Aus der Determinantentheorie bekannt ist

Satz 4: Sind (x4i) und (yv;) zwei Matrizen mit m Zeilen und n (> m) Spalten,.
so erhdlt man die Determinante der Matrix (xq Yui), indem man jede m-reihige Deter-
minante von (xg;) mit der entsprechenden Determinante von (yy;) multipliziert und
alle diese Produkte addiert.

Zwei Beweise dieses Satzes findet man in [5].

Aus Satz 4 ergibt sich sofort eine- notwendige und hinreichende Bedingung
fiir (14):

Satz 5: (14) gilt dann und nur dann, wenn der Rang von (xn;) m ist.

f
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Denn nach Satz 4 ist Det (Seb) die Summe der Quadrate aller m-reihigen Deter-
minanten der Matrix (x,;).

Die ndchsten beiden Sitze geben die Bedeutung des Ranges von (\‘,,,) fiir
die Regressionsaufgabe an.

Satz 6: Ist der Rang von (xy;) kleiner als m, so Idft sich die Anzahl der zu schitzen-
den Parameter 0, verringern.

Denn wenn der Rang von (x,;) kleiner als m ist, 148t sich eine Zeile, etwa die
m-te, als Linearkombination der anderen darstellen: x,; = k4 Xq ;, W0 a’ von 1
bis m-1 lduft. Dann ist weiter 7; = X0, = Xg'i 00 + Xpi Om = X0i 0 + ko X1 0, =
= Xpg; 0y + ko 0p) = Xor; 0, wenn man als neue Parameter fiira’ = 1, ..., m —1
die 8§, = 0, + k0, einfiihrt.

‘ Es ist niitzlich, sich die geometrische Bedeutung einer solchen Verringerung der Parameter

an einem einfachen Beispiel klar zu machen. Es sei 1 = 2, so daBB man die Regressionsaufgabe in
der Form EZ; = 61 x; + 02 y;, VZ; = o2 ansetzen kann. Die Matrix

X1y vovy X )

Y15 vy Vn
habe den Rang 1, so daB also fiir i =1, ...,n y; = kx; ist. Sind z; die beobachteten Werte der
Z;, so liegen die Punkte (x;, y;, z;) sdmtlich in der zur xy-Ebene senkrechten Ebene kx — y = 0.
Die Regressionsaufgabe, eine Ebene zu finden, die die Punkte (x;, y;, z;) enthélt, wird daher durch
kx — y = 0 in trivialer Weise erfiillt. Diese Losung 14Bt sich aber nicht in der Gestalt z = 61 x + 62 »
darstellen. Die Regressionsaufgabe EZ; = (81 - k0,) x; = § x; ist dagegen sinnvoll und bedeutet
das Aufsuchen der Regressionsgeraden von Z in bezug auf x in der xz-Ebene. Analog 148t sich die

Regressionsgerade von Z in bezug auf y in der yz-Ebene bestimmen. Beide Regressionsgeraden
stellen die Projektionen der in der Ebene kx — y = 0 gelegenen Regressionsgeraden von Z in bezug

auf ]/\71? auf die xz- bzw. yz-Ebene dar.

Satz 7. Besteht zwischen 04, ...,0,, kein linearer Zusammenhang®), und ist
der Rang von (xg;) gleich m, so lassen sich die w; nicht als Linearkombination von
weniger als m Parametern darstellen.

Denn sonst wiirden sich 84,. . ., 0,, als Linearkombination von / (< m) GréBen &,

, &1 darstellen lassen: woraus sich so fort ein linearer Zusammenhang der 8, ergibt.

Der folgende Satz gestattet unter sehr allgemeinen Voraussetzungen eine zu-
friedenstellende Schétzung der 0, und von o2

Satz 8: Die Beobachtungen Y; mit EY; = x40, und VY; = o2 seien unkorreliert
und der Rang von (x4) sei m. Dann folgt:

a) T _SabAbI is a= 1; RPN oo (15)
sind die eindeutig bestimmten besten erwartungstreuen linearen Schétzungen der 0,,
b) S2 = L (Y — Xgi Tp)?/(n-n) ... (16)

ist eine erwartungstreue Sclzalzung von a?,

c) die Kovarianzmatrix von T = (Ty, ..., Ty) ist (Sap 62).

Beweis: a) Die lineare Schitzung z,; Y; von 0, ist erwartungstreu, wenn
Ezy Yi= 24 EY; = 24; Xpi O = 00 = 8ap 0,10) oder wenn (24 Xpi — Sqp) U = O ist.

9) Wenn man sie als Variable im Raum der zuldssigen Parameter auffaft, vgl. FuBnote 8),
10) 3qp ist ebenso wie 3j das Kroneckersche Delta: (34p) und (3;5) sind die m- bzw. n-zeilige
Einheitsmatrix.
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Wegen der Unabhéngigkeit der z,; von den 6, muBl dann fiir b =1, ..., m

. Zai Xpi — 8 =0 ... 3an
sein.
' Wegen 8) ist Vzy, Y = cs2_ il‘;zf,,-. Diese Grofie soll unter der Nebenbedingung
(17) ein Minimum werden. Da'zalhat man das freie Minimum von F(z,, ..., Zan;
PPN :_.‘E 2o — 20 (Xbi Zai — Oa) zu ermitteln. Partielle Ableitung nach

i=1
den Variablen gibt
Zai — )\b Npi = 0 e (18)

und (17). Einsetzen von z,; aus (18) in (17) gibt Ay Xp; Xo; = 84 Oder A, Sbe = 3.
Wegen Satz 5 und der Symmetrie der Matrix (Sbe) ergibt sich zunidchst ), = S,
8qc = Sap und schlieBlich z, = Sy xp;. Man zeigt leicht, daB die mit diesen z;
gebildeten 7, auch wirklich die in a) angegebenen Eigenschaften haben.

c) Wegen (5) und (6) und wegen der Unkorreliertheit der Y; ist
E(Y;Y)=208;02+EY;.EY, ... (19)

Weiter ist E (T, Ty) = E (SacXeiYi SbaXaj ¥}) = XeiXdjSacSpa E (Y;Y)). Einsetzen
von (19) fiihrt auf x;; Xg; Sae Spa (85 02 + EY;. EYj) = S¢d Sge Spa 62 + Xoj Xgj Sac
Sbd Xei 09 A‘fjgf = 5,,,1 Sb‘102 + Sce Sdf S‘,c dee er, also

E(TnTb) = S,,b g? + ea Ub- . e (20)
Wegen (6) ist dann
C(Tm Tb) = Sab 0-2’

womit ¢) bewiesen ist.

b) E[(n—m)S?] = E[(Y; — xaTa) (¥ — xpiTo)] = E (Y;Y;) — 2 Xqi Xpj Sab
E (Y; Y;) + x4i xp;i E(T, Ty,). Einsetzen von (19) und (20) liefert. 862 + E Y;. EY; —
-2 Xai Nbj Sab (B;j a2 + EY; . EYI) + Sab (Sab o2+ 86 Hb) =n.a2+4 Sab Gﬂ (jb — 2 Sab
Sab 062 — 2 Xgi Xpj Sab X¢i 0 Xgj04 + S Syp62 + Sabf,0,. Der vierte Summand ist
— 2 Sac Sbd S 0,00 = — 28,,S0,04 = — 250,04 und hebt sich daher mit dem
zweiten und dem letzten auf. Der dritte gibt zusammen mit dem fiinften — 8,,062 =
= — mo2, Insgesamt wird also E [(#m)S2] = (n-m)c2, womit b) bewiesen ist.

Eine Aussage iiber die Varianz von S? fehlt, da keine Voraussetzung iiber die
vierten Momente der Y; gemacht werden.

Ergédnzt man die Voraussetzungen von Satz 8 durch die Annahme, daB die
Y; nach GauB} verteilt sind, so werden die Y; nach Satz 1 unabhingig und man
erhalt

Satz 9: Die Beobachtungen Y, ..., Y, seien unabhdingig voneinander nach
G (x4i 04, 02) verteilt und (x,) habe den Rang m.

a). Dann sind die eindeutig bestimmten besten erwartungstreuen linearen Schéitzun-
gen (15) auch die plausiblen Schéitzungen der 8, . T = (Ty, ..., Ty,) ist nach Gauf
verteilt mit den Mitteln 0, und der Kovarianzmatrix (Sq 62). Sqp 02 wird durch
Sap S2 erwartungstreu geschiitzt.
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b) (n— m) S2[s2 ist unabhingig von S (T, —0,) (T, —0,) wie 32 mit
(n — m) F. g. verteilt. Es ist ES2 = o2 und VS2 = 2g4/(n-m). VS2 wird durch
2 S4/(n — m 4+ 2) erwartungstreu geschdtzt.

Beweis: Da mit den Voraussetzungen dieses Satzes auch die des vorhergehenden
erfiillt sind, gelten die Aussagen a) bis ¢) von Satz 8 auch hier.

a) DaBB man unter der Voraussetzung der GauBverteilung (15) als plausible
Schitzungen ableiten kann, gehort seit Gaul zum Bestand der Ausgleichsrechnung
und braucht hier nicht vorgefiihrt zu werden. Als lineare Funktionen von GauB-
merkmalen sind die 7, nach Satz 2 selbst nach Gaul} verteilt. Diese Verteilung ist
nach § 3 durch die Mittel ET, = 6, und die Kovarianzen C (T,, Tp) = Sap 62
vollstdndig bestimmt.

b) Zur Ermittlung der Verteilung von (16) fithrt man folgende Zerlegung durch:
0 :.% (¥i— xai0a)2= S [(¥; — xai To) + i (To— 0912 = (Yi— xa To) (¥i —

i=1 i=1

— xpi To) -+ 2 X0i (Yi — Xai Ta) (T, — 0p) + Xai ¥ (T — 84) (To — 0p) = Q1 + 02+ Q5.

0, verschwindet wegen Xy (Y; — xqi Ta) = Xpi ¥i — Xoi Xai Sae Xej ¥j = Xi Vi —
— SOSeXej Yy = Xp; Vi — SpeXej ¥y = X0 Vi — X4; ¥; = 0.

0, 01 und Q3 werden umgeformt, indem man in ihnen statt der Merkmale Y;
die Merkmale Z; = Y; — EY; = Y; — x40, einfiihrt, deren Mittel O sind. ‘

Zunichst ist Q = Z;Z;. Ferner ist T, — 0, = Sap Xpi ¥i — 0o = Sap Xpi
(Zi+ x60.) — 0y = Sap x4i Zi + Sap S* 0, — 0 = S Yoi Zi + 84c0, — 04 also

Ta - 0(1 = Sab Xbi Z,‘. P (21)

Aus Q) = [(Y; — EY}) — X4 (T — 0)] [(Y; — EY3) — x4 (T, — 0p)] =
= (Z; — XaiXejSac Zj) (Zi — Xvi Xa1: Sva Zi) = (Bij — XaiNej Sac) Z;
(Bir — Xpi Xar-Sva) Z, erhdlt man nach kurzer Vereinfachung Q; = (8; — Xai X
Sa) Z; Zj.

Mit Hilfe von (21) bekommt man sofort Q3 = x4 Xy Sap Z; Zj.

Insgesamt ergibt sich also die Zerlegung Q = Q| + Q3 oder

Z;Z; = (8j — XaiXojSab) Zi Zj + Xai XvjSab Zi Zj- . (22)

Firc=1, ..., mist (aij — XaiXbj Sab) Xei = Xej — Sac S Xpj = Xgj — Xgj = 0.
Der Rang von (x;) ist m, daher bestehen zwischen den Zeilen der Matrix (3;; —
— Xai Xpj Sqp) mindestens m linear unabhéngige Beziehungen, so dall Q; hochstens
den Rang n — m hat.

Qj ldBt sich durch eine reguldre lineare Transformation, deren erste m Zeilen
Vo = X4 Z; lauten, in eine Form der m Merkmale V,, iiberfithren und hat daher
hochstens den Rang m.

Nach Satz 3 sind daher Q/62 = (n — m)S?/s2 und Q3/c2 = (T, —0,) T, — ;)
Sab/52 unabhdngig voneinander nach %2 mit » —m bzw. m F. g. verteilt. Aus
(ITa) und (7b) folgt dann wieder E(Q/c2) = n — m oder ES2 = 2. Aus (I11b)
und (7b) ergibt sich die Varianz von S2: V (Q,/c2) =2 (n — m) oder V S§2 =
= 2a4/(n — m).
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Wegen (5) ist ES4 = VS2 4 (ES2)2, Daher ist ES4 = 2c4/(n — m) 4 o4 =
=m—m+ 2) c4/(n — m), so daB 2 S4(n — m + 2) eine erwartungstreue
Schétzung von V'S2? ist. Damit ist Satz 9 zur Génze bewiesen.

2

Wenn die Beobachtungen Y7y, ..., ¥, verschiedene Varianzen ¢;2 = Cj— haben,
wo die Gewichte p; bekannt sind und o2 unbekannt ist, so betrachtet man anstelle
der Regressionsaufgabe fiir die Yi, ..., Y, die Regressionsaufgabe fiir die Be-

obachtungen Y, = ]/H Yoo Y, = ]/EY,, (nicht summieren, » ist eine feste

Zahll). Wegen (7a) ist EY; = X4i0a WO Xo = /71 Xa's + oy Xan =V P Xen:
Wegen (7b) ist ¥Y¥; = o2. Die Losung der Regressionsaufgabe fiir die Beobach-
tungen Y; kann also mit Hilfe der Sitze 8 und 9 durchgefiihrt werden. Aus der
Schiitzung S2? von o2 ergeben sich dann Schitzungen S; = S2/p; der o;.

§ 6. Die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. Die Ausgleichung ver-
mittelnder Beobachtungen ordnet sich nun miihelos in den kleinen Ausschnitt der
linearen Regressionstheorie ein, der im letzten Paragraphen in Form einiger mar-
kanter Definitionen und Sidtze dargestellt wurde.

Jeder Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen liegt ein funktionaler Zu-

sammenhang
y:f(xb'--axl; 815~--561n) ) (23)

zugrunde. Dabei sind die xy, ..., x| oft verfiigbare und stets bekannte Argumente,
dagegen 04, ..., 0, unbekannte Parameter, die zu bestimmen sind. Die Funktions-

werte y; werden fiir n 1-Tupel \l = (X1 ... Xy), i =1, ..., n beobachtet. Da
diese Beobachtungen aber mit unvermeidlichen Fehlern behaftet sind, ist die i-te
Beobachtung Y; als Beobachtung im Sinne der Stochastik, dal heilt als (zufélliges)
Merkmal aufzufassen. Die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen besteht also
statistisch gesehen im Schétzen der Parameter 0y, ..., 0,, auf Grund von beobach-
teten Werten yy, ..., »,. Dabei darf vorausgesetzt werden, daB die 0, ..., 0,,
solange man sie als Variable betrachtet, unabhidngig sind und daB3 die Anzahl n
der Beobachtungen groBer ist als die Anzahl m der unbekannten Parameter.
Wenn nun, wie in der Geoddisie, Physik und Chemie, die Beobachtungen sehr
genau, also die Varianzen der Y; sehr klein sind, lassen sich im allgemeinen aus den

o o
ersten m beobachteten Werten yy, ..., », sehr genaue Nédherungswerte 84, ..., 0,

der unbekannten Parameter berechnen. Die Differenzen 6, — (3,, zwischen den
tatsdchlichen und den Néherungswerten der Parameter werden dann auf jeden
Fall klein sein, so dal man unter den entsprechenden Differenzierbarkeitsvoraus-
setzungen iiber (23) die Taylorentwicklung dieser Funktion nach den Gliedern erster
Ordnung abbrechen darf:

y=resf =8 S b o, b, o2

Anstatt der urspriinglichen Beobachtungen Y; und Parameter 0, betrachtet man

die neuen Beobachtungen Y; — f(x; 6) bzw. neuen Parameter 0, — 6,,.
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Die Beschrankung ‘auf die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen, die
-in den unbekannten Parametern linear sind, findet ihre Begriindung in der Klein-

heit der 0, — 6,,. Die den Sdtzen (8) und (9) innewohnende Beschrdnkung auf
Parameterschidtzungen, die in den Beobachtungen linear sind, rechtfertigt sich durch

die Kleinheit der absoluten Betrdge der Y;— f (A"; 6).

Schreibt man nun statt Y; —f()ﬁ‘; 6) und 0, — i’a wieder )" bzw. 0,, so zeigt
sich, da3 die Aufgabe der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen zusammen-
féllt mit der Aufgabe der linearen Regression, wie sie zu Beginn von § 5 formuliert
wird. Alle Ergebnisse der traditionellen Ausgleichsrechnung und noch einiges mehr
érgeben sich dann aus den entsprechenden Sétzen der Regressionstheorie, deren
wichtigste die in § 5 vorgefiihrten Sitze 8 und 9 sind.

§ 7. Zusammenfassung und Schlufl. In dieser Arbeit wird also gezeigt, dal3 die
Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen einen Teil der linearen Regressions-
theorie bildet, die seit den Tagen von C. F. GauBl und F. R. Helmert eine erhebliche
Entwicklung erfahren hat. Die Erkenntnis dieser Tatsache ist keineswegs neu,
gewinnt aber heute aus zwei Griinden eine stindig wachsende Bedeutung: eines-
teils sind die fortgeschrittensten theoretischen Methoden gerade gut genug, um
aus dem sich stindig erweiternden Feld experimenteller Erfahrungen das AuBerste
an Auskunft herauszuholen, was diese Daten zu geben imstande sind. Anderer-
seits zwingt die zunehmende Verfeinerung, Verdstlung und Vertiefung moderner
mathematischer Methoden alle an diesem Fortschritt Beteiligten und Interessierten,
den heutigen Stand der Dinge aus denkdkonomischen Griinden in seiner ratio-
nellsten Form darzustellen.

Eine weitere Arbeit wird der Ausgleichung bedingter Beobachtungen im Rahmen
der mathematischen Statistik gewidmet sein.
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