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Ein Beltrag zur Fehlertheorie der belderselts angeschlossenen
Polygonziige -

_ Von Karl Hubeny, Graz

In Ergidnzung der reichhaltigen Literatur iiber die Fehlertheorie der Polygons-
ziige soll im Folgenden eine einheitliche Darstellung der Fehlertheorie des ge-
streckten, gleichseitigen und- beiderseits angeschlossenen ‘Polygonzuges fiir alle
dabei mbglichen Voraussetzungen hinsichtlich des Anschlusses in allgemeine1
Form gegeben wer den im AnschluB daran wird die Entwicklung von N ahelungs-
formeln mitgeteilt. Allen nachstehenden Betrachtungen liegt -die in' dér "uriten-
stehenden Abbildung angedeutete Bezelchnung ‘der Bestimmungsstiicke des Polygon-
zuges zugrunde.

a) Der Ldngsfehler

© Der im Punkt P; in der .Zugrichtung bestehende Lagefehler (Lingsfehler in
P;) setzt sich aus zwei Teilen zusammen, ndmlich aus einem Teil, der durch die
Summierung der Streckenfehler in den Strecken s; bis s; lents‘teh‘t': und’ aus-der
Lagednderung,” die - dieser Punkt. durch die. nach der- Zugbelechnung elfolgende
Aufteilung’ des: gesamtern - Langsfehlers erfahet: =~ ©x  ioxent e s
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Wir nehmen in den einzelnen Strecken s;—s,_, die bestimmten Fehler ds;—ds,, .4
an; vor der Ausgleichung besteht dann im Punkt P; der wahre Langsfehler

i—t

di=ts) ;W

im Endpunkt des Zuges dagegen der wahre Léangsfehler

n—t

dl, = [ds] L R )
Durch die iibliche Ausgleichung bei der Annahme gleich langer Seiten erfahrt
der Punkt P; eine Lagednderung in der Zugsrichtung im Betrage von

i—1 n—tj—1
vu——dlnmf—[dS]l a1

der wahre Léangsfehler in P; ist demnach mit

i—1 1 .
- dLi = d’, — d/”)l——f : T:T I:(" — 1) d/, — (l V— 1) d/"] e e e (3)
gegeben.
Diesen letzten Ausdruck schreiben wir ausfiihrlich an; es ist
dL; = n—l:T [(n —Ddsy 4+ .oonvo +(n— 1) dsi—y
-—(l-—l) dSl e —(l— 1) ds;_l— (1— l) dsi— ...... —(l— 1) dS,,_l] s
zusammengezogen ergibt dies
1 i—1 n
dL; — {(n —iylds]. G — 1) [ds] } . L@
n—1 1 1

Wir fithren anstelle der wahren Abweichungen den mittleren Streckenfehler
4+ m, ein, d. h. wir haben das Fehlerfortpflanzungsgesetz auf den vorstehenden
Ausdruck anzuwenden. Damit folgt aus (4)

n—i)y(@—1 >
my? = /11,2(—”2_LT—~l . N )]
Dies ist der im Punkt P; zu befiirchtende Lagefehler in der Zugsrichtung,
also der Léngsfehler in P;; der eben mitgeteilte Ausdruck gilt immer dann, wenn
beidseitiger Koordinatenanschluf3 vorliegt, da er, wie ersichtlich, unabhéngig ist

von den moglichen Formen des Richtungsanschlusses. Im Besonderen erhélt man
fiir die Zugsmitte, d. h. fiir die Punktnummer i = n—%_— (n muB3 als ungerade

Zahl vorausgesetzt werden, da es sonst keinen Punkt in der Zugsmitte gibt) den
Ausdruck

My, = i% ]/n—l . . . .(59)

b) Der Querfehler
Im Interesse der abgerundeten Darstellung schicken wir der Behandlung des
eigentlichen Themas, des Querfehlers im beiderseits : lageméBig angeschlossenen
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Polygonzug, die Berechnung der im Punkt P; eines freien Polygonzuges zu er-
wartenden Lageunsicherheit senkrecht zur Zugsrichtung (Querfehler in P;) voraus.
Beim freien Polygonzug besteht, wie bekannt, nur einseitiger. Koordinaten- und
RichtungsanschluB; es sind also neben der AnschluBrichtung und den Koordinaten
des Punktes 4 = P, die Bestimmungsstiicke s; bis s, und 8, bis B, , gegeben.
Wir denken uns in den Brechungswinkeln f; bis f,_, die wahren Fehler df,
bis df,_,; da diese voneinander unabhéngig sind, kénnen ihre Auswirkungen im
Punkt P; — gleiche Seitenldngen und die gestreckte Zugsform vorausgesetzt — so-
fort angegeben werden. Der Punkt P; erhdlt ndmlich zufolge dfy, df, .... df;_;
die Querverschiebungen :

s —1Ddpy, st —2)df, ..... s Sy

summiert man diese, so ergibt sich

dgi= s {0 b+ (=D st oo+ dfif =5 | G|

=i—1

.. (6)
_Indem man wieder anstelle der wahren Abweichungen den mittleren Winkel-
fehler 4 my einfiihit, erhdlt man nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz

‘ k=i—1
g2 = §2 g2 [ (i— k)2]
k=1
Die hierin angezeigte Summe ist die Summe der Quadrate der Zahlen von
1 bis i — [, die mit —é (i—1)(2i— 1) berechnet wird und mit der sich der im Punkte

P; zu erwartende Querfehler aus

Mmg2 = s2mg2 . %(i —1DQRi-1 R )]
ergibt. Fiir diesen Ausdruck wird vielfach die Ndherungsform ‘
i3
mg? = s2 /;132% ... (79

verwendet.

Beider Entwicklung des im Punkt P; eines beiderseits lagemiBig angeschlossenen
Polygonzuges zu erwartenden Lagefehlers senkrecht zur Zugsrichtung, also des
Querfehlers in P;, mufl man zwischen den drei dabei moglichen Formen. des Rich-
tungsanschlusses unterscheiden, ndmlich

1. RichtungsanschluB weder im Anfangs- noch im Endpunkt,
2. RichtungsanschluB} im Anfangs- oder im Endpunkt und
3. Richtungsanschlul im Anfangs- und Endpunkt.

Wir betrachten nacheinander diese moglichen Fille und beginnen mit dem
Fall 1., d. h. wir setzen weder im Anfangs- noch im Endpunkt einen Richtungs-
anschluBl voraus, Indem wir wie immer die gestreckte Zugsform und’ gleichlange
Seiten voraussetzen, konnen wir die Querverschiebung im Endpunkt als Folge
der wahren Winkelfehler leicht angeben, es, ist ndmlich

dQn: S{(”— 2) dﬂz—l'- (ll'— 3)dﬂ3 + ... T}‘_dﬂn—l} coe (8—3)
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k=n—t

R (L A

oder. . -~
) P -

" Die Summlelung muf} mlt der Oldnungszahl zwei beginnen, da es im vor-
liegenden Fall einen Blechungswmkel 81, d. h. die Ordnungszahl eins, nicht glbt

' Ebenso élhalt man fiir den Punkt p; den wahlen Querfehler dq, mit

(z—k)dﬂk] R

k=2

Denkt man sich den Polygonzug um seinen Anfangspunkt nun solange ver-
dreht, bis die erste Zugseite ihre wahre Richtung erhélt, so geben die Ausdriicke
(8) die wahren Querabweichungen in den Punkten P, = F und P; an. In weiterer
Folge wird die Querabweichung dg, im Endpunkt dadurch zum Verschwinden
gebracht, daB jedem Punkt P; eme Lageandexung senkrecht zur Zugsnchtung im
Betrage von . - - - . - .

Voi = — gy - —

eltellt wnd (Auftellung des Quexfehlels) im Punkt P; setzt sich demnach der senk-
recht zur Zugsuchtung bestehende wahle LageIehlel dQ; nach elfolgtel Aus-
gleichung, &hnlich wie der Langsfehlel aus zwei Teilbetrdgen, ndmlich aus der
Differenz :

i—1 ‘ ‘
| dQ; = d; — dfu ——7 » : N )
zusammen. Indem wir (9) in der Form "
a0 =t fo =1 day — G- 1) dun)

schreiben und hierin die Ausdriicke (8) eintragen, erhalten wir

o m—=1) @G—2) di, + .... + (n—1) dfi 1 —
dQ;z,lTl — (=) m—2)dBy —....— (i— 1) (n—i +1). .- (10)
; dﬂ!~l —ae =01 dﬁgﬂ _ '
und, nach- entsplechendel Zusammen21ehung,
ag, = = {_(,,_,) Ay — 20— i) dfs— _<,_2) (i) dfis
=D D) dfi— e = (= 1) dﬂ,. } .
Etwas vereinfacht angeschueben lautet d1ese1 Ausdluck 7
dQ,-,= _iT { [(k— 1) (n— 1) dpy. ] [(1 — l) (n — k) d/},_ ] H_h} .

- (1)

Fiihrt man den mittlelen Winkelfehler -+ g eiri so bekommt man nach ent-
sprechender Summlelung der Koefﬁzwntenquadlate in (11) ful den im Punkt P;
zu erwartenden’ Querfehler ig; den Ausdruck B
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mg— stmg? % ) {2("—;)(,—1) T } (12
Dieser Ausdruck verschwindet — wie es nach erfolgter Ausgleichung natiirlich
sein mull — f'u1 die Annahme i = n;'fiir d('llel Annahme"i ! T 1, d. h. fir den
Punkt in der ‘Zugsmitte, erhdlt man - 4 ‘ _
M2 = 5232 -’%i {(n —_ ])é + 2} , . .‘ . (7137)
welcher Ausdruck durch die' Niherung 7 ' A
Mgy? = shnﬁ{—{% T o . (139)

ersetzt werden kann.

Dieses letztere Ergebnis. stimmt mit dem Ergebnis. der von V. von Loesch
in der Zeitschrift fiir Vermessungswesen, 1951, Seite 55 ff. fiir einen Punkt in der
Zugsmitte' mitgeteilten Entwicklung iiberein..

. Wir kénnen nun einen Schritt weitergehen und. den 2 Fall, den des emseltlgen
Richtungsanschlusses, annehmen. Zu dessen Betrachtung konnen wir die Formeln
(8) unmittelbar heranziehen; in diesen sind dazu lediglich die Grenzen fiir die Sum-
menbildungen mit k =1 bis k =n — 1(in 8b)) undk =1 bis k =i — 1 (in (8¢c))
festzulegen. Wendet man weiterhin die auch hier natiirlich geltende Uberlegung
(9) an und trdgt man in diese die ausfiihrlich angeschriebenen Ausdriicke (8b)
und (8c) mit den eben mitgeteilten Grenzen ein, so erhélt man

s {('1—1) (=1 dp + (n—1) (1—2) df, +
n—1 —(1—1) (n—1) df; — (1—1) n—2) df, —

‘Man sieht, daBl das erste Glied — jenes mit dff; — wegfillt; es entsteht also
das gleiche Ergebnis wie im vorigen Fall. Die Hinzunahme des Brechungswinkels 3y,
der einseitige Richtungsanschlufs, hat demmach keine Genauigkeitssteigerung in der
Punktlage zur Folge. :

- Als letzter Fall sei nun jener betrachtet, bei dem am Anfang und am Ende des
Zuges sowohl LageanschluB als auch — durch Messung von ; und 8, — beid-
seitiger Richtungsanschlufl besteht, 7

Durch den beidseitigen RichtungsanschluB ist eine Ausgleichung der Brechungs-
winkel mdglich; denkt man sich in jedem Brechungswinkel den wahren Winkel-
fehler df, so wird durch die Ausgleichung jeder Brechungswinkel bekanntlich um

den Betrag — — [dﬁ] VCIbCSSelt ‘ , ’ - -

d0; — } siehe (10).

~ Um nun den Querfehler im Punkt P; zu ermitteln, hat man ebenso vorzugehen
wie beim Ansatz (6), nur ist anstelle des wahren Winkelfehlers d/J’ der velbesselte

n
Wert dff — [ﬂ] “ 77t einzufiihren. Man erhéilt damit
i

{( ) e fo ) o )
. (14
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. Nun ist aber [dB]'=dB; + df+ ......... + df,; es kommen im vor-
stehenden Ausdruck daher simtliche wahren Winkelfehler vor. Durch eine einfache
Umformung 1aBt sich dieses Ergebnis in die F01m

dqi=s.{[(i4 0 dﬁk]hi_‘—[— i—1) dﬂh]h_:} e

umschreiben; wendet man bei Einfiihrung des mittleren WinkelmeBfehlers my das
Fehlerfortpflanzungsgesetz an, so erhdlt man

k
Mg;2 = 5232 {[(i — k)2]

k=1

=i-1

i
— (1—1)2}.

Die Bildung der hierin angezeigten Summe liefert nach entsprechender Zu-
sammenziechung das Ergebnis

Mg;2 = 5232 I—(—‘2~,— {2 nQi—1)—3i@(— 1)} ..o (15)

Dies ist der im Punkt P; nach der Winkelausgleichung, jedoch vor der Auf-
teilung des . Querfehlers (Koordinatenausgleichung) zu erwartende Querfehler.
Setzt man in (15).i = n, d. h..nimmt man den Querfehler im Endpunkt P, = E
des Zuges, so ergibt sich der bekannte Ausdruck

Mgy? = szmg2 — (112 — 1), ... (16

der hauﬁg durch die N&herung

2 = o2 16
mgn® = $°mg* o .. . (l6a)

ersetzt wird.

Um nun zu dem im Punkt P; nach der K oordinatenausgleichung zu erwartenden
Querfehler zu kommen, haben wir lediglich die durch die Formel (9) ausgedriickte
Uberlegung zu wiederholen und dazu noch die Formel (14) fiir die Punktnummer
n anzuschreiben. Fiir dg,, d. .h. fiir i = n, erhalten wir daraus

dq,,=s|%(n—2k+])dﬂ,,] " T

k=

bildet man nun
40 = dg; — dg T,

so folgt mit (14a) daraus weiter der wahre Quelfehlex in P mit

dQ,-=s{[(i— 0 dﬁk]“ L [(;—m ok izl o 1))%] ).
n—1 2n =1
7 . (18)
~ Wendet man auf diesen Ausdruck bei Einfiihrung des mittleren Winkelfehlers
+ mg wieder das Fehlerfortpflanzungsgesetz an, so ergibt sich der im Punkt P;
zu erwartende Querfehler nach der Aufteilung des Querfehlers im Endpunkt mit
i—1 mm+1)G—1) 4+ in6n—4i+2)
S 12n(m—1)° {— Ji2m—1) (i—1D)4+2in(n—1) Qi — ])} '
. (19)

mg;2 = s2m;?
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Fiir den Endpunkt des Zuges, d. h. fiir i = n, verschwindet naturgemifB dieser

Ausdruck, fiir den Punkt i = ntl , d. h. fiir die Zugsmitte, entsteht daraus die

bekannte Formel
(m2—=1)(n2+3)

Map? = s2mg?2 . TN '3 . .. (20
die vielfach in der Niherungsform
3
Mgp? = s2mg? . {193 . . . (20a)

angewendet wird.
Die Formeln (12) und (19) kénnen tibrigens ebenfalls durch N&herungsformeln,
indem man darin z. B. 2i— 1 = 27 usw. setzt, ersetzt werden, wodurch man die

einfachen Ausdriicke
) n—0D23G—1)2

Mg? = s2mg =1 .. . (123)
und ‘
D20 — 1)2
Mgi2 = 52mg? d 121211(—1 1) : - (199)

erhélt; diese Ndherungen gewinnen mit steigender Punktzahl » an Berechtigung.

c) Ableitung von Ndherungsformeln

AbschlieBend wollen wir noch zeigen, wie man auf Grund anderer Uberlegungen
in einfacher Weise zu den der Abschitzung der Genauigkeit der Punktlage in Poly-
gonziigen dienenden Ni#herungsformeln (12a) und (19a) gelangen kann.

Den gestreckten gleichseitigen Polygonzug, die iibliche Annahme, denken
wir uns dazu in einem Koordinatensystem /, g, von dessen Achsen die eine parallel
zur Zugsrichtung, die andere senkrecht dazu ist. Die iibliche Zugsberechnung und
die Aufteilung der Koordinatenwiderspriiche kann man sich so durchgefiihrt denken,
daB der Zug einmal vom Anfangspunkt 4 = P, bis zum betrachteten Punkt P;,
dann vom Endpunkt E = P, ebenfalls bis P; berechnet wird; in P; treten nun die
Widerspriiche in den Richtungen / und ¢ auf. Die beiden.fiir die Punktlage in P;
erhaltenen Koordinatenpaare /4, q;4 und g, ¢;z werden nun mit den Gewichten
(n — i) fiir das erstere, (i — 1) fiir das letztere Koordinatenpaar gemittelt; dieser
Vorgang entspricht, wie leicht ersichtlich, genau dem iiblichen Vorgang bei der
Aufteilung der Widerspriiche.

Die endgiiltigen Koordinaten /; und ¢; des Punktes P; ergeben sich demnach
aus

i — (n—1) l,-;:+(1i—l) lig und g — (n—1) q,-:+1(i—1) Gl

Wendet man auf diese Ausdriicke das Fehlerfortpflanzungsgesetz an, so ergibt
sich der Lidngs- und Querfehler in P; mit
n—i\2 i—1\2
2= ) A (2
my; (n—l m;4% + (n—l) Mg
und

n —i\? i—1)\2
my2 = (FT) Mgig? + (n_—T) mgg? .
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« In diese. Ausdriicke sind, um:zum endgiiltigen Ergebnis zu kommen, die fiir die
Zugtelle AP; und EP; in P; zu elwaltenden Un51che1he1ten in del Zugsnchtung
und senkrecht dazu einzufiihren.

Fiir den Léngsfehler gilt nun bekannthch
My 2 = (1 — 1) ntg2 und 1771,[‘ =n— f) m, ;
d1e Eintragung dieser Werte in (22a) elglbt m1t | |

2_’”2 (M—I)(I—l)

m
fi n—1

jenen* Ausdruck fiir den Langsfehlel in P,, den- wir in" (5) schon mltgetellt haben.
Eine Néherung wurde dabe1 nicht eingefiihrt. :

:- Bei der Berechnung des Querfehlels haben wir- zwischen den moglichen Féllen
zu unterscheiden, ndmlich 1. kein oder nur einseitiger Richtungsanschlul und
2. beidseitiger RichtungsanschluB, Fiir den ersten Fall beniitzen wir die Niherungs-
formel (7 a) mit einer weiteren Niherung in der Annahme der Punktzahl und haben

damit .

; g 3
Mgin? = §2 ’”52 (’—% und '"mr2 = 52 my2 (=) ;
fiir den zweiten Fall hingegen nach (16a) die Ausdriicke
| ( 1)3 b D n—10)3
Mgig = 32 mg?2 13 und - myg? = 52 my2 5

in dle F01me1 (22b) einzufiihren.
Es ergeben sich in Uber emstlmmung m1t (12a) und (19a) daraus dle F01meln

(n—02@G—1)2 " (n—0N2(1—1)2

my2 = szm 2 “und - mg? = S2H13

3(n—1) 20—1
Fiir = —-2|—— “fiir dle Zugmltte also fiihren dlese Ausdriicke zunéchst auf die
Formeln o i o . - . -
(n-—1)3 . o (n—1)3
Mgm? = 522 i und  mg,?2= s? .. mSZ —192— ,

dié it 'deil weiteren Néihefung (n —:'i) =n in die Formeln (13a) und (20a) iiber-
gehen.
Zuletzt Seien noch um den Grad der. Annahelung der Formeln (12) und (19)

durch die Nahelungsfmmeln (12a) und (19a) zZu zeigen, einige’ Zahlenwerte der
Ausdriicke - S i
(n=0 (=1 L ;
V ST { 20— ) (i D+ 1}

i—1 ‘
—_—_— (n 1) G—1) 4+ in (6n—47i + 2) — 3i2 (n—1)
12n (n—1) { . =D+ 2inn—1) 2i— l)}

und
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den Zahlenwert der Ausdriicke

(n—i)(i—i und (lp—i)(i—i
/'3—1 V12 m—1)
gegeniibergestellt.

Fiir n = 10 erhélt man — die Néherungswerte sind unter den strengen Werten
angeschrieben — fiir die Werte von i zwischen 1 und 10 dafiir die Zahlenwerte:

= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Formel (12) 0,00 1,59 2,74 3,51 3,90 3,90 3,51 2,74 1,59 0,00
Formel (12a) 0,00 1,54 2,69 3,46 3,85 3,85 3,46 2,69 1,54 0,00
Formel (19) 0,00 0,96 1,62 2,06 2,28 228 2,06 1,62 0,96 0,00
Formel (19a) 0,00 0,77 1,35 1,73 1,93 1,93 1,73 1,35 0,77 0,00

Die Naherung (12a) liefert, wie man aus den nur kleinen Abweichungen gegen
die Sollwerte erkennt, sehr gute Ergebnisse, wihrend die Ndherung (19a) bei.nn = 10
im Durchschnitt um etwa 159, zu kleine Werte ergibt.

Die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen im Rahmen
der mathematischen Statistik

Von W. Eberl

§ 1. Einleitung. Trotz der stiirmischen Entwicklung der Stochastik!) wihrend
der letzten Jahrzehnte hat sich die lehrbuchmiBige Darstellung der Ausgleichs-
rechnung seit den Tagen von C. F. Gaufs (1777—1855) und F. R. Helmert (1843 bis
1917) kaum geéindert. Das ist im Hinblick auf beide Disziplinen bedauerlich. Denn.
einerseits tragen die Methoden der mathematischen Statistik viel weiter als die der
traditionellen Ausgleichsrechnung, und andererseits miilte die Beachtung der Tat-
sache, dal die Ausgleichsrechnung nur ein kleines wenn auch wichtiges Teilgebiet
der Regressionstheorie darstellt, zu einer realistischeren Beurteilung der Rolle, die
die Stochastik fiir den Techniker spielt, beitragen.

Der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen kommt eine besondere Be-
deutung zu, da einerseits die direkten Beobachtungen als Sonderfélle von vermitteln-
den angesehen werden kdnnen und sich andererseits die Ausgleichung bedingter
Beobachtungen meist sehr einfach auf die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen
zuriickfiihren 148t. : ‘

Die Paragraphen 2 bis 4 enthalten ohne Beweis einige fiir das Folgende grund-
legende Definitionen und Sétze der Stochastik. Ziffer 5 bringt dann einige Sitze der
Regressionstheorie samt den zugehdrigen meist bekannten Beweisen. Die aus-
giebige Verwendung des Summationsiibereinkommens auf diesem Gebiet diirfte neu
sein und bietet gewisse Vorteile.

1) Die Stochastik ist die Lehre vom Zufall und umfaBlt Wahrscheinlichkeitstheorie und:
mathematische Statistik. L C



