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behalten wurde. Mit ¥ = 2,67 verringern sich aber alle g”-Betrige und alle topo-
graphischen Korrektionen fast genau um 194. Damit geht vor allem der Koeffizient
in (17): 0,0418 = 0,1543 — 0,1125 iiber in: 0,1543 — 0,1114 = 0,0429 und die
Helmertschen Durchschnittswerte der Schwere in den Lotlinien berechnen sich aus:

g = gp + 00429 H,, mgal. ... (18)

Sie sind also um 0,0015 H,, mgal groBer als die bisher mit dem Koeffizienten 0,0414
berechneten Werte und bewirken in den vertikalen dynamischen Korrektionen eine
Anderung von nur 0,0015 H,, mm!

Ammnerkung der Redaktion: Vorstehende Arbeit, die auf der Tagung der Internationalen Kom-
mission fiir das Europdische Hohennetz, Florenz, Mai 1955, in einer beschrinkten Anzahl von
Exemplaren zur Verteilung gelangte, wurde hier tiber wiederholtes Verlangen vollstindig wortgetreu
zum Abdruck gebracht.

Die analytische Losung der Probleme von Snellius und Hansen
mit Hilfe der Transformation durch reziproke Radien

Von L. Starkl, Wels

Eine neue Behandlung dieser beiden klassischen geodétischen Aufgaben mag in
jiingster Gegenwart geradezu als Anachronismus erscheinen, da iiber diesen Problem-
kreis bereits eine sehr umfangreiche Literatur vorhanden ist. In diesem Zusammen-
hang soll besonders auf die interessante Studie ,,Beitrdge zur Berechnung des Riick-
wirtseinschnittes* im Sonderheft 14 der Osterreichischen Zeitschrift fiir Vermessungs-
wesen, Festschrift Eduard Dolezal, von Herrn Prof. Dr. A. Tarczy-Hornoch hin-
gewiesen werden, welcher dort die verschiedenen bisherigen Losungen einer kritischen
Betrachtung unterzogen und selbst vereinfachte Herleitungen der Delambreschen
Gleichung angegeben hat.

Im Sinne eines besonders in der letzten Zeit betonten 6konomischen Prinzipes
in den technischen Wissenschatten soll in der vorliegenden Studie den bekannten
und teilweise recht umstédndlichen Ableitungen eine elegante und durchsichtige
Losung der beiden Probleme hinzugefiigt werden.

Die Anwendung der Transformation durch reziproke Radien bzw. einer Inversion
bei der Losung dieser Aufgaben ergibt vergleichsweise eine auBlergewohnlich ein-
fache Herleitung der zum Teil bekannten Gebrauchsformeln. Stellt

r=r(yp) N ))
eine in Polarkoordinaten gegebene Kurve dar, so vermittelt die Beziehung
p=1fr R )

eine Transformation der Kurve (1) durch reziproke Radien oder eine Inversion
bzw. eine Spiegelung am Einheitskreis. Eine solche Abbildung ist kreis- und winkel-
treu. Kreise und Gerade (Kreise der Kriimmung Null), die nicht durch den Trans-
formationsnullpunkt gehen, werden in Kreise verwandelt.

Kreise und Gerade, die durch den Transformations- 3)
nullpunkt gehen, verwandeln sich in Gerade. ' '
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Dic lctztere Tatsachc bildct den Aus-
gangspunkt fiir die mitzuteilenden Entwick-
lungen. Der Vollstdndigkeit halber soll die
bekannte Konstruktion von 1/r angegeben
werden: Wenn vom Punkt P (x, y) an den
Einheitskreis um den Transformationsnull-
punkt die Tangenten gezogen werden, dann
trifft die Verbindungsgerade der Beriihrungs-
punkte B; und B, den Radiusvektor in dem
AbD. | zu P (x, y) inveisen Punkt P’ (&', )').

Die wechselseitigen Bcziehungen zwischen den Koordinaten der Punkte P
(¥, y) und P’ (x', ") werden durch die Formelgruppe

v E [
{2 + U2 {2 + U2

, ) 4)
E= /7\: y= _*/l"—:
A2 +J2 X2 +y2

hergestellt.

Das Snellius’schec und das Hansen’sche Problem sind eng verwandt, da cs sich
hiebei um die Losung von Vierecksaufgaben handelt, wobei jeweils 5 unabhidngige
Bestimmungsstiicke bekannt sind. Aus diesem Grunde wird die Abb. 2 der Behand-
lung beider Probleme zugrunde gelegt. Beim Snellius’schen Problem sind die Winkecl
o und $ im Neupunkt 4 gemessen, wihrend beim Hansen’schen Problem z. B. die
Winkel v und & im Neupunkt 1 sowie die Winkel ¢ und » im Neupunkt 3 gemessen
sind. Die geometrische Losung der Aufgabe des Riickwirtseinschnittes hat davon
auszugehen, daB3 der Neupunkt 4 im Schnitt zweier Kreise K; und K, liegt, welche
tiber den Sehnen 12 bzw. 23 die Winkel o und { als Peripheriewinkel enthalten. Diese
beiden Kreise, welche auch als Kreise mit den Peripheriewinkeln (y 4 €) bzw.
(e + «) liber der Sehne 24 aufgefaBt werden konnen, stellen gleichzeitig beim Hansen-
schen Problem zwei erste geometrische Orter fiir die Lage der Neupunkte 1 und 3
dar. Durch Antragen der Winkel ¢ und & bei 2 und der Winkel ¢ und ¢ bei 4 gegen
die Strecke 24 ergeben sich die beiden Collins’schen Hilfspunkte C, und C,. Wie in
der Folge gezeigt wird, ist es fiir die analytische Darstellung am giinstigsten, wenn
als weitere geometrischen Orter fiir die Lage der Neupunkte 1 und 3 die beiden Kreise
K3 und K, gewihlt werden, welche iiber den Sehnen 2 C; und 2 C, die Peripherie-
winkel v bzw. ¢ enthalten. Man erhilt auf diese Weise ein Kreisbiindel durch den
in beiden Fillen als Festpunkt anzusehenden Punkt 2.

Wird der Festpunkt 2 als Inversionszentrum gewéhlt, dann wird dieses Kreis-
biindel gemidB der Beziehung (3) in einzelne Gerade transformiert, wobei sich je
2 Gerade in den inversen Hilfspunkten 4’ bzw. 1’ und 3’ schneiden. Durch rezi-
prokale Spiegelung dieser Hilfspunkte am Einheitskreis werden unmittelbar die
gesuchten Neupunkte 4 bzw. 1 und 3 erhalten. Die Kreise K, bis K4 schneiden den
Einheitskreis um den Festpunkt 2 in je zwei transformationsinvarianten Schnittpunk-
ten, deren Verbindungslinien die durch die Inversion erzeugten Geraden darstellen.
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Abb. 2

Die Gleichungen dieser Geraden g, sind in bezug auf ein geoditisches Koordi-
natensystem im Inversionszentrum 2 allgemein durch

x'.cos R, +y .sin R, —p,=0 N )
gegeben, wenn R, die Richtungswinkel der vom Festpunkt 2 auf die Geraden g,
gefillten Perpendikel p, darstellt.
Die Richtungswinkel R, sind aus der Abb. 2 unmittelbar zu entnehmen mit
Ry =v31 — (90 — &) = v24 + [90 — (1 + 9)]
Ry =v23+ (90 — f) =va4 — [90 — (¢ + )]
Ry = vag + [90 — (1 — ¢)]
Ry= V24 — [90 — (¢ — )]
Unter Beachtung der Reziprozitdtsbeziehungen in Abb. 2 erhélt man fiir die
Strecken
21" = /sy, 23" = l/sp3, 24" = 1554, 2C, = 1/2Cy, 2C/ = 12C5, . . . (7
Fiir die Strecken 2 C; und 2 C, werden mit dem Sinussatz aus den Dreiecken
A2Ci4 und A 2C,4 die Werte
sine. Spq — sin v . sp4
sin (e + @) 2 =Sty

erhalten. Die Winkelbeziehungen in Abb. 2 ergeben mit den Strecken unter (7)

(©)

(8)

1=

p1 = 21".sina = 24", sin (v + ), pa = 23 .sin § =24 . sin (¢ + @)
p3=2C{ .siny Py=2C,y .sine )
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Mit (7) und (8) resultiert aus (9) die endgiiltige formelméBige Darstellung der
Perpendikel p,:

sin o sin (v + &) sin  sin (e + ¢)
P = = D2 = =
S12 524 523 S24
(10)
siny . sin (e + @) sin e . sin (¥ + &)
Py = sine. s Pe= in 4
. S24 sin v . $yq

Mit (6) und (10) ergeben sich nach (5) die Gleichungen der Geraden g,, wobei
fiir g, und g, je zwei Gleichungen erhalten werden, deren erste Gruppe dem Snellius-
schen Problem zugeordnet ist, widhrend die zweite Gruppe bei der analytischen
Losung der Hansen’schen Aufgabe verwendet wird.

Snellius: (11)

. . . . sin o
g1 i X' (cos vy sin ¢ 4+ sin'vy ) cos &) + »' (sin v, sin e — cos vy cos &) — —— = 0
S12
, . . ;o . sin 3
g2 : X' (cos 3 sin f — sin vp3 cos B) 4 »’ (sin vo3 sin  + cosvyzcos ) — —— =0
. S23

Hansen: (12)

g1t X' [cos vpy sin (Y 4 &) — sin vp4 cos (v + 8)] +
sin (y +0)

+ 3" [sinvoq sin (v + &) + cos va4 cos (Y + 8)] — Y 0
2
g2 X' [cos vpy sin (e 4 ¢) + sin vy4 cos (= + ¢)] +
+ »' [sin voq sin (g + @) — cos v,4 cos (e + ¢)] — ﬂ(s:ﬂ =0
24
g3 X' [cos voq sin (v — ¢) — sin vp4 cos (v — ¢)] +
+ ' [sin vaq sin (Y — @) + cos vpq4 cos (v — ¢)] — S v sn (.5 + ) =0
S24 . SN €
g4 1 X' [cOS vaq4 sin (e — &) + sin vo4 cos (e — 8)] +
+ 3" [sin vp4 sin (e — &) — cos vp4 cos (¢ — 3)] — sinesin (y + 8) =0

Sp4 . SiN ¥
Die Gleichungen (11) werden der Reihe nach mit
Sp2/sin @, sp3/sin
und die Gleichungen (12) ebenso mit
$24/sin (y + &), Saa/sin (¢ + ), sz4/sin (v — §), spa/sin (e — &)

multipliziert. Die derart erhaltenen linearen Glieder der Geradengleichungen g3 und
g4 sind auBlerdem im Zdhler und Nenner durch

sin v sin € sin ¢ bzw. sin y sin e sin &
zu dividieren. Die Gleichungen (11) und (12) gewinnen durch diese cinfache Um-
formung folgende Gestalt:
g1 X" (F21 + Uzy cot @) + )" (Y1 — 23 cot @) — 1 =0 C.L (13)
g2+ X' (£23 — Ya3 cot B) + " (Uz3 + ¥23 cot ) —1 =10



140

g1t X [¥aa — Ypa cot (v +8)] + )" [Yaa + 324 cot (v +2)] -1=0 . . . (14)
g2 X' [¥a4+ Yoa cot (z+ )] + )" [Yzg — Fpg cOt c+ ¢)] —1 =0

, , t « te
g3 ¥ D24 — Uog oot (1 — 9] + 9 [yag + Faq cot (y — )] — S22 L E g

cotp — coty
cot 6 4 cot
cot 6 — cot ¢

g4t X' [E24 + Yoq cot (e — &)] + ¥ [Y2a — 24 cot (e — &)] — =0

Die Diskussion der Gleichungsgruppen (13) und (14) wird anschlieBend getrennt
nach Riickwirtseinschneiden und Punktpaarbestimmung weitergefiihrt.

a) Riickwdrtseinschneiden

Mit Einfiihrung der allgemein gebrduchlichen Bezeichnungen M, Ny, M,, N;
fiir die Koeffizienten der Unbekannten in den Gleichungen (13) erhélt man

,\‘l.A/[1+yl.N1—1=O

X .My4+y Ny—1=0 . (15)

Die Auflésung nach Determinanten ergibt fiir die Koordinaten des inversen Hilfs-
punktes 4’ die Werte

1 N M, 1’

R ! ]\2 = Dy vy = My 1 == & ... (16)
M, N, D ' My N, D
M, N, My N,

Mit der zweiten Gleichungsgruppe aus (4) rcsultieren sofort die Koordinaten des
Neupunktes 4 zu

D,.D D,.D

_ ‘ et St
¥24 Q. D, Y24 D2+ Dy

T D2+ Dy =Dy a7
X Yy

Diese neue Auffassung fiihrt das Riickwirtseinschneiden unmittelbar auf einen
einzigen Vorwdirtsschnitt zuriick, wihrend das Problem nach der Collins’schen L6~
sung auf zwei Vorwdirtsschnitte bzw. einen Vorwirts- und einen Seitwirtsschnitt
und nach der Cassini’schen Losung auf zwei Vorwirtsschnitte und das Fillen eines
Lotes zuriickgefiihrt erscheint.
Der inverse Hilfspunkt 4° wird von den
mittels (4) gerechneten, inversen Hilfs-
punkten 1’ und 3’ aus, mit den Richtungs-
winkeln

vig =vp t+oa

vig =v3 — P
vorwirtseingeschnitten und dann reziprok
transformiert.

b) Punktpaarbestimmung

Die Gleichungsgruppe (14) wird mit Beniitzung der Additionstheoreme fiir die
Cotangenten der Summe bzw. der Differenz von zwei Winkeln umgeformt. Man
erhilt auf diese Weise bei gleichzeitigem Verzicht auf die Indexschreibung bei den
Koordinatendifferenzen g4 und y,4 die Gleichungen (18)
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X" [x (cot & 4 cot y) — y (cot v cot & — 1)] +

4 5" [y (cot & + cot 1) + £ (cot y cot € — 1)] — (cot & + coty) =0
X" [x (cot p 4 cote) + y (cot e cot p — 1)] +

4+ 3" [y (cot ¢ 4 cot &) — ¥ (cot e cot p — 1)] — (cot 9 + cote) =0
X' [£ (cot p — cot y) — y (cot y cot o + 1)] + '

+ ' [y (cot ¢ — coty) + ¥ (cot v cot 3 4 1)] — (cot ¢+ cote) = 0
X' [ (cot & —cote) + y (cotecot s + 1)] +

+ »' [y (cot & — cote) — g (cot e cot & 4 1)] — (cot & 4 coty) =0

Durch zweckmiBige Zusammenfassung der Glieder in den Koeffizienten der Un-
bekannten findet man
X' [(y 4 £ cot &) + (3 — y cot 3) cot y] +
+ ' [— (& —ycot &) + (y + & cot &) cot 1] — (cot & + cot ¥) = 0
X [— (y — £cotg) + (¥ + ycotg)cote] +
+ ) [z +ycoty) + (y — & cot ¢) cot €] — (cot p + cote) = 0
X' [— (y — ¥ cotg) — (x + y cot p) cot v] +
+ ' [(¥ + ycot ) — (y — g cot ¢) cot 7] — (cot @ + cot e) = 0
X' [(y + ¥ cot 8) — ( — y cot 8) cot ¢] +
+ ' [ (G —ycot&) — (y + ¥ cot &) cot €] — (cot & + coty) = 0

... (19
Setzt man in (19)
(y+ gcotd) =a — (Y — g coty) =a,
— (x —ycoti) =b ( +ycotyg)=0b, .. (20
(cot & + cot v) = ¢y (cot @ 4 cote) = ¢,
und weiter
a _ 92 _
o o A2 (
..o @D
bl L ])2 .
o B =t
dann kénnen die Geradengleichungen in der Form
X (A —DBrcoty)+) (By+H cot ) —1=0
X (A2 + By cot &)+ (B, —fAz cot e) — 1 =0 )

X (A2 — By cot y) + " (B, + Ry cot 1) —1 =0
X (A +Bycote)+)y (By—Prcote)—1=0

geschrieben werden. Fiir die Koeffizienten der Unbekannten werden die abkiirzen-
den Bezeichnungen A4, und B, gewihlt, wodurch die Gleichungen der Geraden g,
bis g4 in der allgemeinen Form erscheinen.

gl Al‘,\',—{»Bl.’])/—l:O
go! AQ.A‘/+B2‘)/—1:0
£3: A3. X"+ By.y'—1=0
&gy A4.,\‘I+B4.yl—l———0

X
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Die inversen Hilfspunkte 1’ bzw. 3’ werden als Schnitte der Geraden g; und g;
bzw. g, und g4 erhalten. Fiir die Koordinaten dieser Hilfspunkte resultieren somit
aus (23) die Werte

1 B A 1
’ 1 B3 Dl ’ A"» 1 DZ
X = — = — Yy = S = _<
Ay By Gy Ay B C;

A3 By Aj By

oL (29

1 B, Ay 1
, 1 By D; , Ay 1 Dy
Xy = 0 = = yy = = _2
A2 Bz C4 A2 Bz C4

Ay By Ay By

Vermoge der zweiten Gleichungsgruppe (4) liefert die Inversion von (24) die Ko-
ordinaten der beiden Neupunkte mit

Dy Gy Dy . Cy
kzl—m—Ql-Dl UZl"m_Ql‘DZ
.. (25)
D5 . Cy Dy. Cy
fhy = e = .D = Ty . D
£23 ;,_I_Di Q2 3 Y23 D§+Di Q2 4

Mit den Formeln (20) bis (25) findet auch das Hansen’sche Problem seine ge-
schlossene analytische Losung, welche besonders fiir die Maschinenrechnung ge-
eignet erscheint. Die Koordinaten der beiden Neupunkte sind in Funktion der
Koordinatendifferenzen beider Festpunkte und der Cotangenten der vier gemessenen
Winkel ausgedriickt.

Ein optisches Geriit zur Messung von Hohenunterschieden
Von Dr. K. Killian

In vorliegender Veroffentlichung ist ein meines Wissens nach neues optisches
Gerit zur Messung von Hohenunterschieden behandelt. Es gestattet, Hohenunter-
schiede zwischen dem Standpunkt und den Neupunkten zu messen. Horizontale
Visuren werden dabei nicht vorausgesetzt, dennoch kénnen die Entfernungen zu
den Neupunkten unbekannt sein und werden nicht gebraucht. Nur zur Beriicksichti-
gung der Refraktion und der Erdkriimmung ist eine gendherte Kenntnis der Ent-
fernungen notwendig. Sieht man zunidchst von Refraktion und Erdkriimmung ab,
so besteht ndmlich nach der unten beschriebenen Art der Messung kein funktioneller
Zusammenhang zwischen Hohenunterschied und Entfernung. Beim trigonometri-
schen Hohenmessen hingegen ergibt sich der Hohenunterschied bekanntlich direkt
proportional der Entfernung. Das genannte Gerdt wird zweckméfig Verwendung
finden zur terrestrischen Hohenbestimmung von Punkten, wenn die Horizontal-
Koordinaten aus Luftbildern bestimmt werden, sowie zur hhenméfBigen Ergéinzung
von Katasterplinen und anderen speziellen geoditischen Aufgaben.

Grundgedanke

Zur Beschreibung der Idee, die dem Aufbau des Gerédtes zugrundeliegt, gehen
wir zuniichst von zwei im Gelinde gegebenen Beobachtungsstandpunkten 4 und B



