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Das moderne Problem der Erdfigur

Von K. Ledersteger, Wien*)

(Verdffentlichung der Osterreichischen Konunission fiir die Internationale Erdmessung)

Das Problem einer streng einheitlichen Bezugsfliche sowohl fiir die kontinen-
talen Dreiecksnetze wie auch fiir das irdische Schwerefeld ist nicht allein durch die
moderne GroBraumvermessung in den Vordergrund des geoditischen Interesses
geriickt worden. Seine Losung ist auch die unbedingte und wichtigste Voraussetzung
fiir das vor wenigen Jahren proklamierte geoditische Weltsystem Heiskanens.
Streng physikalisch gesehen lassen sich aber die beiden groBen Teilaufgaben des
gesamten Problems der Erdfigur, ndmlich die Bestimmung des sogenannten mittleren
Erdellipsoides, das sich von selbst als idealste Bezugsfliche darbietet, und die Be-
stimmung der Geoidundulationen, d. h. der vertikalen Abstinde der mathematischen
Erdfigur vom Erdellipsoid, nur in wechselseitiger Durchdringung moglichst hypo-
thesenfrei 16sen. Damit soll gesagt sein, dal die Bestimmung der Undulationen
der mathematischen Erdfigur oder des Geoides nicht unbedingt die Kenntnis des
mittleren Erdellipsoides zur Voraussetzung hat. Vielmehr fiihrt das Bestreben, die
derzeit noch herrschenden Hypothesen zu vermeiden, weil sie einer Kritik nicht
standhalten konnen, zu dem auf den ersten Blick sicher paradox anmutenden Er-
gebnis, daB man die Undulationen des Geoides bereits kennen muf3, ehe man die
Dimensionen des mittleren Erdellipsoides bestimmen kann.

Dieses Konzept zwingt aber zu einer Beschriankung auf die ganz groBen Linien
und wir konnen daher auch die historische Entwicklung nur kurz streifen. Das
18. Jahrhundert hat, fuBend auf den theoretischen Arbeiten von Newton, Huygens
und Clairaut, das abgeplattete Rotationsellipsoid nach der Kugel als zweite geo-
metrische Néherung fiir die Erdfigur erkannt und diese Erkenntnis durch die gran-

#) Antrittsvorlesung, gehalten am 22. November 1957 an der Technischen Hochschule Wien.



diosen Gradmessungen empirisch bestitigen konnen. Mit der Entwicklung der
Potentialtheorie gelangte man dann zum Begriff der Niveauflichen, unter denen
nach Gauf} die in ungefdhrer Hohe der Oberflichen der Weltmeere verlaufende
Niveaufliche ausgezeichnet wird, der Listing den Namen ,,Geoid* gab.

Damit aber liegt es bereits nahe, von dem als Rotationsellipsoid vorausgesetzten
mittleren Erdellipsoid zweierlei zu fordern, ndmlich:

1. eine eindeutige Lage, derart, daBl seine Figurenachse mit der Rotationsachse
der Erde und sein Figurenmittelpunkt mit dem Erdschwerpunkt zusammenfillt, und

2. Volumgleichheit mit dem Geoid, d. h. daB die Undulationen des Geoides
in ihrer Summe iiber die ganze Erde verschwinden.

Diese beiden Bedingungen geniigen aber nicht zur eindeutigen Bestimmung
des Erdellipsoides. Denn es gibt zu jeder vorgegebenen Abplattung ein anderes
Rotationsellipsoid, das die genannten Bedingungen erfiillt. Man mul3 demnach die
Definition des Erdellipsoides entweder physikalisch ergidnzen, indem man eine
gravimetrische Bestimmung der Abplattung, d. h. deren Ableitung aus dem Schwere-
feld der Erde verlangt, oder man muB sie rein geometrisch dadurch verschérfen, daf3
man die Quadratsumme der Geoidhdhen der Minimumbedingung unterwirft, wodurch
das Erdellipsoid zum bestanschlieBenden Rotationsellipsoid fiir das gesamte Geoid
wird.

Wir wollen zunédchst den dlteren, geometrischen Weg einer gedrdngten Betrach-
tung und Kritik unterziehen. Versteht man allgemein unter einem bestanschlieBenden
Ellipsoid eine ellipsoidische Approximation des Geoidausschnittes im Vermessungs-
gebiet, so ist die geometrische Definition des Erdellipsoides schon insoferne bedenk-
lich, als rund drei Viertel der Erde mit Wasser bedeckt sind. Weil man aber eine
Rotationsfigur sucht, glaubte man, es geniige, wenn die geodétischen Operationen,
gewohnlich die Breitengradmessungen, unabhingig von der geographischen Linge
nur moglichst gut iiber alle Breiten ausgedehnt sind. Man glaubte also, durch Kom-
bination vieler, unter den verschiedensten Breiten vorgenommenen Gradmessungen
das Erdellipsoid hinreichend exakt gewinnen zu konnen. Eine einfache potential-
theoretische Betrachtung lehrt aber, daB das Geoid unter den Kontinenten nach
auflen ausweichen muB, dort also stdrker gekriimmt ist als iiber den Weltmeeren.
Diese stiarkere kontinentale Geoidkriimmung wirkt sich in mittleren Breiten in einer
Verkiirzung der Aquatorachse des bestanschlieBenden Ellipsoides aus, in niederen
und hohen Breiten jedoch in einer VergroBerung, bzw. Verkleinerung der Abplattung,
Als Beispiel seien die beiden Gradmessungsellipsoide von Bessel und Clarke an-
gefiihrt:

Bessel, 1841 : a=6377397 m, a=1: 299,15
Clarke, 1880 : 6378249 m, a=1:293,5.

Ersteres beruht vorwiegend auf Messungen in mittleren Breiten und zeigt daher die
systematische Achsenverkiirzung: die Achse ist um rund 900 m zu klein. Beim Clarke-
schen Ellipsoid wurden hingegen die indischen Gradmessungen, damals die einzigen
Gradmessungen in niederen Breiten, verstarkt herangezogen. Die Folge ist, daB sich
die Achse annédhernd richtig, dafiir aber die Abplattung zu groB3 ergab. So finden diese
vielfach diskutierten und miBdeuteten Ergebnisse ihre einfache Erkldarung.



Sehen wir von diesen Schwierigkeiten ab, so ist die praktische Bestimmung des
Erdellipsoides mittels einer Differentialmethode auf Grund der frilheren geometri-
schen Definition an die Voraussetzung gebunden, dafl die relativen GeoidhShen,
d. h. die Vertikalabstinde des Geoides von einem Referenzellipsoid, dessen Para-
meter Achse und Abplattung innerhalb gewisser Grenzen frei wéhlbar sind und
dessen Figurenachse der Rotationsachse der Erde parallel liegt, bekannt sind. Dann
konnen mittels der Minimumforderung fiir die restlichen Geoidhéhen die Verbesse-
rungen der Ellipsoidparameter gleichzeitig mit den drei Parametern einer Parallel-
verschiebung des Ellipsoides im Erdkorper abgeleitet werden. Aber selbst wenn die
geoditischen Operationen iiber die ganze Erdoberfliche ausgedehnt werden konnten
und obwohl der Volumschwerpunkt des Geoides fast vollig mit dem Erdschwer-
punkt zusammenfillt, diirften wir wegen der asymmetrischen Verteilung von Land
und Wasser dennoch nicht erwarten, daB3 sich das bestanschlieBende Ellipsoid in
eindeutiger Lage ergibt, weil das eingefiihrte Minimumprinzip unméglich die Schwer-
punktslage des tatsdchlichen Erdkorpers zu liefern vermag.

AuBerdem wiren die relativen GeoidhShen, die als Ausgangswerte zu dienen
hdtten, nur sehr schwer zu gewinnen. An ihrer Stelle traten daher bisher immer die
relativen Lotabweichungen, die aus dem Unterschied der physischen Lotrichtung
in einem Oberflichen- oder besser in einem Geoidpunkt und der Richtung der Nor-
malen im korrespondierenden Bildpunkt auf einem Bezugsellipsoid definiert sind,
von dem wir nur wissen, daB} es sich in einer achsenparallelen Lage befindet. Diese
Lotabweichungen sind relativ hinsichtlich der Gestalt des Ellipsoides (Achse und
Abplattung), hinsichtlich seiner Lage zum Geoid, d. h. abhdngig von den beiden
Lotabweichungskomponenten & und 7 im Fundamentalpunkt eines Dreiecksnetzes
und der zugehorigen GeoidhGhe zg, und schlieBlich hinsichtlich des Korrespondenz-
gesetzes zwischen Urbild und Abbild. Ohne ndher auf die verschiedenen Moglich-
keiten der Zuordnung einzugehen, sei sofort der Idealfall der Pizzettischen Pro-
jektion der Geoidpunkte angenommen. Bei dieser Projektion handelt es sich um eine
Doppelprojektion: die Oberflichenpunkte werden zuerst mittels ihrer gekriimmten
Lotlinie auf das Geoid iibertragen, was praktisch durch eine Lotkriimmungsreduk-
tion aller astronomischen und geodétischen Messungen zu erfolgen hat. Das Problem
der Lotkriimmungsreduktionen kann natiirlich nicht vollig hypothesenfrei gelost
werden, so wie alle Probleme, die ein Eindringen in die Erdkruste erfordern. Eine
theoretische Betrachtung lehrt, dal hiezu die horizontalen Gradienten der Durch-
schnittswerte der wahren Schwere entlang der Lotlinien bestimmt werden miissen.
Den empirischen Beweis, dal diese Werte mit ausreichender Sicherheit aus Gravi-
metermessungen an der Erdoberfliche abgeleitet werden konnen, glaube ich bereits
in Hdnden zu haben. Der zweite Schritt der Pizzetti-Projektion, die Projektion der
Geoidpunkte mittels der Ellipsoidnormalen auf das Bezugsellipsoid, erfolgt dann
durch die sogenannte astronomisch-geodétische Netzausgleichung, deren wichtigste
Bedingung die Laplacesche Gleichung ist, die allein die Projektion zu garantieren
vermag, Wegen der genannten fiinf freien Parameter der Gestalt und Lage des Be-
zugsellipsoides gibt es eine fiinffach unendliche Schar von Pizzetti-Projektionen, unter
denen wir die Projektion auf das eindeutig gelagerte mittlere Erdellipsoid als das
natiirlichste Abbild der Punktfiguration auf dem Geoid hervorheben kdonnen. Wir



bezeichnen es zweckentsprechend als das ,,naturtreue Netz*“. Die Unterschiede
zwischen den Lotrichtungen in den Geoidpunkten und den Normalen zum eindeutig
gelagerten Erdellipsoid definieren dann die absoluten Lotabweichungen und die
zugehorigen mit gleichem Recht als absolut zu bezeichnenden Geoidhdhen sind die
,,Geoidundulationen*. Gelingt es, das Problem des naturtreuen Netzes, das wir als
das Zentralproblem der astronomischen Geoddsie bezeichnen diirfen, fiir ver-
schiedene, durch ein Weltmeer getrennte kontinentale Netze zu 16sen, so ist damit
gleiohzeitig das Problem der geoditischen Verbindung getrennter Kontinente ver-
moge der absoluten Lotabweichungen gelost.

Das Minimumprinzip fiir die restlichen Lotabweichungen, das der Lotabwei-
chungsausgleichung zugrundeliegt, vermag aber ebensowenig wie die damit nahe
verwandte Gradmessungsmethode das mittlere Erdellipsoid und die absolute Lage
der Netze zu liefern. Wir erhalten statt dessen die sogenannte Minimallage auf dem
bestanschlieBenden Ellipsoid. Wir wissen bereits, daBl auch fiir einen ganzen Konti-
nent das bestanschlieBende Ellipsoid noch lange nicht mit dem Erdellipsoid identisch
ist; ebensowenig ist die Minimallage des Netzes mit der absoluten Lage identisch.
Denn die Geoidundulationen verlaufen in groBen kontinentalen Wellen, so daB3 auch
fiir einen Kontinent die mittlere Neigung des Geoides gegeniiber dem Erdellipsoid
von Null verschieden ist. In der Minimallage wird aber die mittlere Lotabweichung
automatisch getilgt.

Wir sehen somit, daBl die rein geometrische Auffassung auch das erste Teil-
problem der Erdfigur nicht zu 16sen vermag und daher das mittlere Erdellipsoid
mit physikalischer Methode auf Grund einer physikalischen Definition bestimmt
werden muB. Hiefiir kann sofort ein weiteres Argument geltend gemacht werden.
Das Geoid ist keine analytische Fliche. Deshalb wird seiner Beschreibung das
Rotationsellipsoid als die geeignetste analytische Bezugsfliche zugrundegelegt und
die Aufgabe besteht darin, die entsprechenden relativen Elemente durch Wahl des
eindeutig gelagerten mittleren Erdellipsoides in absolute GroBlen zu verwandeln.
Was aber fiir die Lotabweichungen und die Geoidhdhen gilt, muf3 in gleicher Weise
fiir die Schwerewerte gelten. Die beobachteten Schwerewerte miissen auf das Geoid
reduziert werden und mit den ,,theoretischen‘ oder ,,normalen* Werten verglichen
werden, die fiir das Erdellipsoid gelten. Einheitliche Bezugsfliche sowohl fiir die
Triangulierungen wie auch fiir das irdische Schwerefeld kann somit nur das physi-
kalisch definierte mittlere Erdellipsoid sein.

Wir bezeichnen zunidchst das mittlere Erdellipsoid als Représentanten der
Normalfigur der Erde oder der Figur des vollkommenen hydrostatischen Gleich-
gewichtes, die wir kurz das ,,Normalsphéroid*‘ nennen wollen. Das Normalsphéiroid
muf} a priori eine Rotationsfigur sein. Ein dreiachsiges Ellipsoid kénnte daher hdch-
stens als bestanschlieBendes Ellipsoid fiir das gesamte Geoid in Frage kommen.
Als Erdellipsoid wire es aber auch praktisch wegen seiner wesentlich komplizierteren
Geometrie abzulehnen. Die Erdkruste befindet sich nun sicher nicht im hydrostati-
schen Gleichgewicht; sie weist sichtbare MassenunregelméBigkeiten, wie einerseits
die Kontinente mit ihren Gebirgen und andererseits die Weltmeere, aber auch un-
sichtbare MassenunregelméaBigkeiten auf. Nur durch bestimmte Massenverschiebun-
gen konnte der Gleichgewichtszustand hergestellt oder, wie man sagt, die Erdmasse



,regularisiert werden. Jede gedachte Massenverschiebung é#dndert aber im all-
gemeinen die Kraftefunktion der Erde; an Stelle des tatsdchlichen Geoides tritt ein
,.klinstliches Geoid*“ desselben Potentialwertes und wir wollen von vornherein nur
solche Massenverschiebungen zulassen, deren kiinstliche Geoide die ganze in ihrer
Anordnung abgeédnderte Erdmasse umschlieBen, die also duBere Niveauflichen der
neuen Massenanordnung sind. Wiirden wir das ,,Regularisierungsgesetz‘‘ kennen,
so wiirden wir durch die nach diesem Gesetz vorgeschriebenen Massenverschiebungen
als kiinstliches Geoid das Normalsphéroid erhalten, das die freie Oberfliche der
regularisierten Erdmasse darstellt. Da aber das Regularisierungsgesetz unbekannt
ist, stehen zur Losung des Problems der Erdfigur eigentlich nur zwei Wege offen:
entweder man ersetzt das unbekannte Regularisierungsgesetz durch eine hypothetische
Annahme oder man umgeht es bereits in der Definition des Erdellipsoides. Derzeit
herrschend ist noch die Hypothese der Isostasie. Um aber die Schwichen dieses
Losungsversuches aufzudecken, miissen wir eine vom Regularisierungsgesetz un-
abhdngige und dennoch physikalisch brauchbare Definition des Normalsphéroides
der Erde formulieren.

Entwickelt man das AuBlenraumpotential der nach den vorgenannten Gesichts-
punkten irgendwie umgruppierten Erdmasse in iiblicher Weise nach Kugelfunktionen
und faBt die von der geographischen Lidnge unabhéngigen Glieder bis zur 4. O.
zusammen, so erhédlt man ein Helmertsches Rotationsniveausphdroid Uy und eine
von den noch vorhandenen MassenunregelméBigkeiten abhidngige Restfunktion T,
sodaf3 also fiir das zugehorige kiinstliche Geoid gilt: (Uy + T) = W), unter Wy den
Potentialwert des tatsdchlichen Geoides verstanden. Dann 148t sich zeigen, daB bei
vorausgesetzt unverdnderter Erdmasse und Rotationsgeschwindigkeit jedes Niveau-
sphéroid

k2 23
= 2 2 ¢’
Uy= — [1—+—2[2( — 3 sin cp)+2]2Ecos ¢+
D . 6
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durch die drei Parameter Achse, Abplattung und & bestimmt ist, welch letzterer aus
dem Koeffizienten der zonalen Kugelfunktion 4. O. hervorgeht und die maximale
Abweichung des Niveausphéroides vom achsengleichen Rotationsellipsoid charak-
terisiert. Uberdies ist die auf dem Niveausphiroid giiltige theoretische Schwere-
verteilung

Y=ml+ﬁﬁﬂw—%ﬂﬁ2ﬂ - (@

durch dieselben drei Parameter bestimmt, d. h. v, § und {34 sind gleichfalls in Funk-
tion von a, a und & darstellbar.

Um bei dieser Sachlage zu einer eindeutigen Definition des Normalsphéroides
zu gelangen, fordern wir:

1. T =0, d. h. das Normalsphéroid soll zu jenen kiinstlichen Geoiden gehoren,
die mit ihren eigenen Niveausphéroiden zusammenfallen, wie dies Hofrat Hopfner



so treffend formuliert hat. Diese Forderung ist selbstverstédndlich, weil das Normal-
sphéroid a priori keine MassenunregelmédBigkeiten aufweisen darf.

2. 8= 4 105.10-". Fiir diesen Wert féllt das Niveausphdroid mit seinem
achsengleichen Rotationsellipsoid bis auf Gréen 6.0. — a a3 ~ 0,2 m — zusammen
und darf daher als ,,Niveauellipsoid“ bezeichnet werden. Wenn diese Annahme
schon an sich recht plausibel ist, so 148t sie sich auch dadurch rechtfertigen, daf3 die
unter verschiedenen hypothetischen Annahmen iiber die Dichteverteilung im Erd-
innern abgeleiteten Normalfiguren Abweichungen vom Ellipsoid zeigen, die in &
umgerechnet auf Werte zwischen -+ 123 und + 132.10-7 fiihren. Fiir das mittlere
® = 128.10—"ist aber der Radiusvektor des Niveausphéroides maximal nur um 3,7 m
kiirzer als der Radiusvektor des Ellipsoides. Die bisherigen beiden Forderungen
lassen sich kurz dahin zusammenfassen, daB das Normalsphéroid ein Niveau-
ellipsoid ist.

3. Das mit dem Normalsphédroid fast vollig zusammenfallende Rotations-
ellipsoid werde als mittleres Erdellipsoid bezeichnet. Es soll mit dem tatsdchlichen
Geoid volumgleich sein, d. h. die Undulationen des aktuellen Geoides sollen in ihrer
Summe verschwinden. Wie schon eingangs betont, ist damit das Erdellipsoid nicht
bestanschlieBendes Ellipsoid im geometrischen Sinne. Vielmehr wird sich klar er-
weisen, dafl das Kernproblem in einer gravimetrischen Bestimmung der Abplattung
liegt, die auf Grund unserer Definition vollig unabhdngig vom unbekannten Regu-
larisierungsgesetz fiir die Erdmasse moglich ist. »

Bevor wir das Problem der Erdfigur weiter verfolgen, muB3 noch die Anwendung
der gewohnlichen Kugelfunktionsentwicklung gerechtfertigt werden. Die ellipsoidi-
sche Gestalt der Erde legt es ndmlich nahe, der Entwicklung des Potentiales rotations-
symmetrische Ellipsoidkoordinaten zugrundezulegen. Diese Entwicklung, die {ibri-
gens wegen des Auftretens der Kugelfunktionen 2. Art wesentlich komplizierter
ist, flihrt natiirlich auf andere Ndherungsfiguren. In der Theorie wird hier voraus-
gesetzt, dal das mittlere Erdellipsoid der Schar der Koordinatenellipsoide angehort;
es miite also die lineare Exzentrizitdt der konfokalen Koordinatenellipsoide ent-
sprechend gewéhlt werden konnen, was allerdings die Kenntnis der Parameter des
Erdellipsoides bereits voraussetzt. In diesem Falle verschwinden selbstverstdndlich
alle Konvergenzbedenken. Zeigt man dann mit K. Jung, daBl die in Ellipsoid-
koordinaten und in Kugelkoordinaten definierten Niveausphéroide 4. Ranges bis auf
GrofBen 6. O. iiberstimmen, so ist die Anwendbarkeit der Kugelkoordinaten und des
Helmertschen Niveausphédroides bis an die Erdoberfliche, d. h. fiir den Potential-
wert des tatsdchlichen Geoides, erwiesen.

Die Theorie des Niveauellipsoides wurde zuerst im Jahre 1929 von Carlo
Somigliana im AnschluB3 an Pizzetti als spezielle Losung des Stokes’schen Problems
entwickelt. Er zeigt, daB fiir jeden Korper, dessen freie Oberfliche eine Niveaufliche
ist, bei voi‘ausgesetzter Gesamtmasse und Rotationsgeschwindigkeit das Schwere-
feld dargestellt werden kann aus der Anziehung der als homogen aufgefa3ten Masse
und einer iiber die freie Oberfliche verteilten Flichenbelegung, die den Effekt der
Inhomogenitdt zum Ausdruck bringt und die teils positive, teils negative Werte
annimmt, in ihrer Summe jedoch verschwindet. Dazu tritt selbstverstdndlich noch
die Zentrifugalkraft. Es kann keinem Zweifel unterliegen, daBl unsere Forderung



¢ = + 105.10-7, deren Folgerungen wieder bis auf GroBlen 6. O. mit den Ergeb-
nissen Somiglianas iibereinstimmen, wesentlich bequemer und natiirlicher ist als
dessen fiktive, mit dquivalenten Fldchenbelegungen operierende Theorie.

Die Losung des zweiten Teilproblems der Erdfigur, des Undulationsproblems,
beruht auf den Schwerestorungen. Man erhilt sie, wenn allgemein auf einem kiinst-
lichen Geoid die Schwereverteilung gegeben ist und diese mit der theoretischen oder
normalen Schwereverteilung auf dem zugehorigen Niveausphidroid verglichen werden
kann. Man erkennt sofort, daB3 es sich um eine zweite Randwertaufgabe handelt.
Wiihrend aber bei der zweiten Randwertaufgabe der Potentialtheorie die normalen
Ableitungen des Potentials auf einer die ganze Masse umschlieBenden bekannten
Fldche gegeben sind und hieraus das AuBenraumpotential zu bestimmen ist, ist bei
der Randwertaufgabe der physikalischen Geodésie der Fliche, auf der die Schwere-
werte vorliegen, eine Niveaufliche unbekannter Gestalt und die Aufgabe besteht
darin, aus den Schwerestérungen die Abweichungen der Niveaufliche, also des
kiinstlichen Geoides, von seinem Niveausphdroid zu bestimmen. Durch Aufsum-
mieren der entsprechenden Reihe erhdlt man das Stokes’sche Integral in der Helmert-
schen Form:

ks

N=§+_/'Ag¢F<¢) di, NG

0

in welchem N die Erhebung des kiinstlichen Geoides iiber sein Niveausphidroid in
einer Station und Ag, den Mittelwert der Schwerestorung in einem Kreis vom
sphérischen Radius { um die Station darstellt. F(¢)ist die mit (sin ¢)/2 multiplizierte
Stokes’sche Funktion S:

! !
S:cosec%%- 1 —6sin%:5 cos ¢ — 3 cos (}).llr(sin%—}— sin2%) N ()]

wihrend R den Radius der mittleren Erdkugel und G die Schwere auf ihr bedeutet.
Denn das Stokes’sche Integral gilt streng genommen fiir die Kugel als Bezugsfliche.
Kiirzlich hat Sagrebin das Stokes’sche Problem fiir das Ellipsoid gel6st und gefunden,
daB der Fehler des Stokes’schen Integrales etwa 1,39 betrdgt. Wichtig ist noch die
Bemerkung, daB3 es sich bei den in das Stokes’sche Integral einzufiihrenden Schwere-
storungen um die sogenannten ,,scheinbaren‘* Schwerestorungen handelt, die aus
dem Vergleich der Schwerewerte in den Punkten P des Geoides mit den theoretischen
Schwerewerten in den korrespondierenden Punkten Q des Niveausphéroides hervor-
geht. Vergleicht man jedoch die beiden im selben Punkt P geltenden Schwerewerte
miteinander, so resultiert die wahre Schwerestorung, die sich von der scheinbaren
Schwereanomalie um den Term von Bruns unterscheidet:

(gp — Yp) = (8 — 1) — (%)Q N. )

Die grundsitzliche Bedeutung dieser Unterscheidung fiir unser Problem hat Hopfner

wiederholt betont; von ihm stammt auch die Nomenklatur.
(Schluf3 folgt)
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Voraussetzung fiir die Losung des spezifischen Randwertproblems der physikali-
schen Geodisie ist also, daB3 die Schwereverteilung auf einer die ganze Erdmasse
einschlieBenden Niveaufliche, eben dem kiinstlichen Geoid, gegeben sein mufl, Die
an der Oberfliche der tatsdchlichen Erde beobachteten Schwerewerte miissen zu-
nédchst irgendwie so auf das Geoid reduziert werden, daB} die iiber das Geoid heraus-
ragenden Kontinentalmassen nach einer hypothetischen Annahme in das Innere
des Geoides verschoben werden. Als erstes kommt fiir unser Problem die Freiluft-
reduktion in Frage:

gr = gp + 0,3086 N, mgal, A ()
bei der die in P beobachtete Schwere ,,wie in freier Luft®, d. h. lediglich wegen der
Seeh6he /i mit dem Freiluftgradienten 0,3086 mgal//m aufs Geoid reduziert wird.
Da dabei die Wirkung der MassenunregelméiBigkeiten auf P nicht weggerechnet
wird, kann man die Reduktion auch so deuten, daf3 die MassenunregelméBigkeiten,
unverdndert in ihrer gegenseitigen Lage, mit in die Tiefe genommen werden. Bei der
Kondensationsreduktion:

8k — 8p — Agtop -I'_ Agkond + 053086 hm LRI (7)

wird zuerst die Wirkung der iiber dem Geoid liegenden Massen auf P in Abzug ge-
bracht, sodann die Wirkung derselben, als Flichenbelegung auf das Geoid konden-
sierten Massen addiert und schlieBlich der Punkt mittels der Freiluftreduktion aufs
Geoid gesenkt. Handelt es sich um ebenes Gelidnde, d. h. um eine ebene Bouguer’sche
Platte, dann sind die beiden ersten Korrektionen einander gleich und die Konden-

*) Antrittsvorlesung, gehalten am 22. November 1957 an der Technischen Hochschule Wien.
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sationsreduktion identisch mit der gewdhnlichen Freiluftreduktion. Einc dritte
massenverschiebende Reduktion beruht auf der Lehre. vom Massenausgleich oder
der TlléOl‘ie der Isostasie, Wir kénnen leider aus Zeitmangel auf diese fiir-die Struktur
der Erdkruste so eminent wichtige Lehre nicht niiher eingéhen. Sie besagt, daB alle
sichtbaren MassenunregelméBigkeiten, d. h. sowohl die Massentiiberschiisse der
Kontinente als auch die Massendefizite der Meere unterirdisch weitgehend kompen-
siert sind, derart, da} es entweder nach Pratt in etwa 120 km Tiefe eine Ausgleichs-
fliche des Druckes gibt oder die leichteren Sial-Schollen nach Airy in das schwerere
Sima eintauchen und sich im Schwimmgleichgewicht befinden, also das Gewicht
der Scholle dem Auftrieb gleich ist. Die Lotabweichungen und die gravimetrischen
Messungen lehren unzweifelhaft, daB3 die Isostasie im groBen gesehen zurecht be-
steht, daB es aber auch betrichtliche Abweichungen gibt. Tatséchlich miissen sich
die Schollen kontinentalen AusmaBes als Ganzes .gesehen -wegen der elastischen
und viskosen Eigenschaften des Erdkrustenmateriales im Schwimmgleichgewicht
befinden, wihrend z. B. kleinere Erhebungen nicht kompensiert sind, weil die Festig-
keit der Scholle oder die Tragféhigkeit der Kruste ausreicht, das isostatische Sinken
zu verhindern. Die isostatische Schwerereduktion:

81 =8p — Agiop + Akomp + 0,3086 /1 e (®
besteht nun darin, dall z. B. wieder die Wirkung der iiber das Geoid heraus ragenden
Kontinentalmassen abgezogen wird, dann aber diese Massen zur Auffiillung des
unterirdischen Massendefektes bis zur Ausgleichsfliche verwendet werden und ihre
Anziehung auf die Station berechnet wird. Zum Schlufl wird wieder der Punkt ins
Meeresniveau gesenkt. Im Zusammenhang mit der Frage der GroBenordnung der
Undulationen wurde das Problem der Isostasie in den DreiBigerjahren von Hopfner
in der methodisch iiberspitzten Alternative: Grofe Undulationen — keine Isostasie
oder kleine Undulationen und Isostasie zur Diskussion gestellt, wobei auch der
Term von Bruns und seine Auswirkungen eine Kldrung fand. Es gibt noch eine
vierte Reduktionsweise, die fiir unser Problem der Erdfigur in Frage kommt. Es ist
dies die Inversionsmethode von Rudzki, bei der die iiber das Geoid herausragenden
Massen so in das Innere gespiegelt werden, daB3 in den Geoidpunkten das Potential
erhalten bleibt. Bei dieser Methode fillt also das kiinstliche Geoid vollig mit dem
aktuellen Geoid zusammen, weshalb diese Methode besonders von Hopfner
empfohlen wurde. Man miite dabei allerdings eine kleine Verringerung der Erd-
masse in Kauf nehmen.

Nunmehr sind wir in der Lage, die derzeit herrschende Methode zur Bestimmung
der Erdfigur kritisch zu betrachten und zu versuchen, einen korrekteren, moglichst
hypothesenfreien Weg zu beschreiten. Gegenwiirtig wird das unbekannte Regulari-
sierungsgesetz durch die Hypothese der Isostasie ersetzt und bestimmt man die
Undulationen des Geoides beziiglich des Internationalen Ellipsoides

a= 6378388 m; a=1:297,0. N )]
Dieses Ellipsoid wurde im Jahre 1910 von Hayford auf Grund von isostatisch

reduzierten Lotabweichungen berechnet; es wird als das Niveauellipsoid angesehen,
auf dem die durch die Internationale Schwereformel:

4 = 978,049 (1 + 0,0052 884 sin2 ¢ — 0,000 0059 sin2 2¢) . . . (10)
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gegebene Schwereverteilung gelten soll. Die mit den isostatischen Schwerereduktionen
verbundenen hypothetischen Massenverschiebungen bewirken einen schwer zu be-
rechnenden indirekten Effekt, worunter man die aus ihnen folgende Verlagerung
der Niveauflichen und des Erdschwerpunktes versteht. Aus diesen Potentialdifferen-
zen wird mittels der fundamentalen Formel dW = — g.dh der Hohenunterschied
zwischen dem aktuellen Geoid und dem kiinstlichen Geoid der Isostasie, dem
sogenannten kompensierten Geoid oder ,,Cogeoid** berechnet, welcher nachtréglich
an die aus dem Stokes’schen Integral hervorgehenden Hohen N anzubringen ist,
um die Hohen des aktuellen Geoides iiber dem Internationalen Ellipsoid zu erhalten.
Auf diese Weise wurden von L. Tanni 1948 die kontinentalen Undulationen des
aktuellen Geoides fiir 218 Eckpunkte eines 50-Netzes berechnet, nachdem bereits
1934 R. A. Hirvonen eine dhnliche Berechnung, allerdings mit wesentlich gerin-
gerem Beobachtungsmaterial und unter Verwendung der Freiluftreduktion durch-
gefiihrt hatte. Beides sind finnische Arbeiten, wie iiberhaupt Finnland einen sehr
erheblichen Anteil an den Fortschritten der modernen Geodisie hat. Ubrigens hat
Prof. Heiskanen der 11. Generalversammlung der UGGI in Toronto, September
1957, vorldufige Resultate der jiingsten Geoidberechnung im Mapping and Charting
Research Laboratory der Ohio State University vorgelegt. Definitive Resultate des
,,Columbus Geoid*“ diirften in zwei Jahren vorliegen.

Zu diesem Verfahren kdnnen wir wie folgt kritisch Stellung nehmen:

1. Wiirde tatsiichlich die Isostasie das unbekannte Regularisierungsgesetz er-
fiillen, so wire das Cogeoid das Normalsphédroid und miifite daher mit seinem eigenen
Niveausphéroid zusammenfallen. Es diirfte also keine isostatischen Schwerestérungen
geben und das Stokes’sche Integral wire géinzlich iiberfliissig.

2. Das Internationale Ellipsoid ist hochstens das mit dem Niveausphéroid des
Cogeoides achsengleiche Ellipsoid. Es darf auf keinen Fall mit dem mittleren Erd-
ellipsoid identifiziert werden. Die auf isostatischer Grundlage abgeleiteten Hohen
des aktuellen Geoides iiber dem Internationalen Ellipsoid sind also nicht die gesuchten
Geoidundulationen.

3. Die aus den isostatisch reduzierten Schwerewerten abgeleitete theoretische
Schwereformel konnte an sich die Schwereverteilung auf dem zum Cogeoid gehorigen
Niveausphiroid geben. Erforderlich ist nur, daB3 die aufs Geoid reduzierten Schwere-
werte zuerst weiter auf das Cogeoid reduziert werden, wobei das auftretende Kor-
rektionsglied vollig dem Term von Bruns entspricht, und daBl diese Werte zur gleich-
zeitigen Bestimmung aller drei Koeffizienten yq, § und B4 im Ausgleichswege heran-
gezogen werden. In Wirklichkeit ist aber in der Internationalen Schwereformel der
Koeffizient gemdB dem Clairautschen Theorem entsprechend der Hayfordschen
Abplattung willkiirlich angenommen worden und dhnlich fiir B4 der fiir ein Niveau-
ellipsoid giiltige Wert angesetzt worden. Lediglich g wurde durch Ausgleichung
abgeleitet. Es ist also nicht ganz korrekt anzunehmen, daf3 die Internationale Schwere-
formel die theoretische Schwere auf dem Internationalen Ellipsoid darstellt, weil
dieses Ellipsoid sicher kein Niveauellipsoid ist.

Suchen wir daher eine vom unbekannten Regularisierungsgesetz voéllig unab-
hingige und insoferne hypothesenfreie Losung des gesamten Problemes der Erd-
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figur, so brauchcn wir auch eine Schwerereduktion, die dic Schwerevertcilung auf
dem kiinstlichen Geoid und den indirekten Effekt ohne Annahme ciner bestimmten
Massenverschiebung liefert. Dies ist durch eine Modifikation der gewdhnlichen
Freiluftformel zu erreichen. Wir denken uns zu diesem Zwecke die beobachteten
Schwerewerte mit dem Freiluftgradienten auf eine duflere Niveaufliche in etwa
10 km reduziert. Nach dem Satz von Stokes gibt es nun viele Anordnungen der
Erdmasse, fiir welche unsere duBlere Niveaufliche, die Schwereverteilung auf ihr
sowie das Potential im ganzen AuBenraum unverindert bleiben, wobei allerdings
der Kreis der moglichen Massenanordnungen durch die notwendige Konstanz des
Drehimpulses stark eingeschrinkt ist. Darunter muf3 es auch solche Anordnungen
geben, fiir die das entstehende kiinstliche Geoid duflere Niveaufliche wird. Geht
man also mit dem Freiluftgradienten um die vorgegebene Potentialdifferenz zuriick,
so erhdlt man gleichzeitig die Schwerewerte auf diesem kiinstlichen Geoid, das man
mit Recht als ,,Freiluftgeoid* bezeichnen darf, sowie den indirekten Effekt, d. h. die
Abstidnde des Freiluftgeoides vom aktuellen Geoid. Die Fehler, die man bei der
Extrapolation mit dem gewdhnlichen Freiluftgradienten bis 10 km Hohe gemacht
hat, werden beim Riickgang auf den Potentialwert des aktuellen Geoides vollig auf-
gehoben. Die neue Reduktion, die wir deshalb als ,,wahre Freiluftreduktion* be-
zeichnen wollen, unterscheidet sich von der bisherigen lediglich durch Beriicksichti-
gung des zugehdrigen indirekten Effektes; das Freiluftgeoid, das natiirlich nicht das
Normalsphéroid ist, fdllt auf den Meeren mit dem aktuellen Geoid zusammen und
crhebt sich liber den Kontinenten bis maximal 9 m.

Unterwirft man die auf das Freiluftgeoid reduzierten Schwerewerte einer Aus-
gleichung nach Formel (2), so erhilt man die drei Koeffizienten v, § und 84 und
daraus die Abplattung a, den Parameter & und in weiterer Folge die Erhebungen /i

des Niveausphéroides iiber sein achsengleiches

freiuffgeoid  Rotationsellipsoid und schlieBlich die Schwere-

/( storungen. Das Stokes’sche Integral liefert dann
! Geoid

% die Erhebungen N des Freiluftgeoides iiber sein

Niveausphiroid. Wir haben also vier Flichen
2 zu betrachten: das aktuelle Geoid, das Freiluft-
geoid, sein Niveausphéroid und dessen achsen-
gleiches Rotationsellipsoid. Wihrend aber die
,”——i’-’;" WNireausphseroid Erhebungen N in ihrer Summe iiber die ganze
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yh i Ellpsoid Erde verschwinden, gilt dies nicht fiir die Hohen
des aktuellen Geoides iiber dem Ellipsoid, die
Geoidhohen:

z=N+h—/f Y}

<

deren drei Komponenten wir als ,,gravimetrische Hohen‘ bezeichnen, weil sie
sdmtlich aus dem Schwerefeld der Erde abgeleitet sind. Sie sind wesentlich dadurch
gekennzeichnet, daB} sie fast vollig unabhédngig sind von einem Fehler in der an-
genommenen Achse der Bezugsfigur, d. h. des Niveausphéroides.

Fiir das Niveausphéroid und sein achsengleiches Ellipsoid kennen wir genau
die Abplattung, wihrend wir fiir die Achse etwa den internationalen Wert a =
6 378 388 m iibernehmen, der um ca. 90—100 m zu groB sein diirfte. Andert man
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jetzt, entsprechend unserer Definition des Normalsphéroides, bei festgehaltener Achse
die Abplattung des Ellipsoides in an = (a + da) derart, daB die zugehorigen Ande-
rungen dz der GeoidhShen diese in ihrer Summe iiber die ganze Erde zum Ver-

schwinden bringen:
n

//(Z+dz)do=0, ... (12)

so ist damit, génzlich unabhéngig vom Fehler in der angenommenen Achse, auf rein
gravimetrischem Wege die Abplattung a, des Erdellipsoides gewonnen. Gleich-
zeitig stellen die neuen Geoidhohen (z + dz) die gesuchten Undulationen des Geoides
dar und es ist damit bereits erreicht, daB3 das mittlere Erdellipsoid dem Geoid volum-
gleichist, ohne daBB man zunéchst seine Achse genau kennt. Dieses paradox scheinende
Ergebnis ist eine natiirliche Folge der gravimetrischen Hohen.

Es ist jetzt aber auch moglich, streng die Schwereverteilung auf dem Erdellipsoid
anzugeben. Der Koeffizient § der theoretischen Schwere folgt aus der Abplattung
vermoge des erweiterten Clairautschen Theorems. Der Koeffizient B4 ist durch die
Forderung des Niveauellipsoides vorgegeben. SchlieBlich kann die Aquatorschwere
auf dem Erdellipsoid aus der Aquatorschwere auf dem gegebenen Niveausphiroid
in Funktion von &, a und da ermittelt werden.

Als letzte Aufgabe bleibt noch die Bestimmung der groBen Achse des Erd-
ellipsoides. Hiezu denken wir uns ein kontinentales Netz nach Pizzetti auf ein Refe-
renzellipsoid projiziert, das die Hayfordsche Achse, jedoch die bereits bestimmte
Abplattung des Erdellipsoides besitzt. Dieses Netz zerlegt man in einzelne Grad-
felder und bestimmt fiir den Schwerpunkt der astronomischen Stationen jedes Grad-
feldes aus den vorhandenen kontinentalen Geoidundulationen die reprisentative
absolute Lotabweichung, welchen Sollwerten man den jeweiligen Mittelwert der
gegebenen relativen Lotabweichungen als Istwert gegeniiberstellt. Dann kann nach
dem Prinzip der Lotabweichungsausgleichung die Verbesserung der Achse gleich-
zeitig mit der absoluten Lage des Netzes bestimmt werden. Diese ,,absolute Lot-
abweichungsausgleichung® unterscheidet sich von der {iblichen Lotabweichungs-
ausgleichung wesentlich dadurch, daB hier die Minimumforderung in einer moglichst
weitgehenden Anpassung der relativen an die absoluten Lotabweichungen besteht,
mithin fiir zuféllige Fehler und nicht wie bei der Minimumforderung fiir die rest-
lichen Lotabweichungen fiir physikalische GroBen gilt. Sowohl hieraus, wie aus dem
Umstand, daB sich die Undulationen nicht mehr dndern, erkennt man den prinzi-
piellen Unterschied gegeniiber dem Prinzip des bestanschlieBenden Ellipsoides. Das
Verfahren liefert aber gleichzeitig das naturtreue Netz. Wendet man es auf zwei
kontinentale Netze an, so erhédlt man aus der absoluten Lage die geoditische Ver-
bindung zweier durch einen Ozean getrennter Kontinente mit einer durch keine
andere Methode zu iiberbietenden Genauigkeit auf die einfachste und exakteste
Weise. Der erste im Jahre 1950 durchgefiihrte Versuch einer absoluten Lotabwei-
chungsausgleichung lieferte getrennt fiir Europa und Amerika:

Europa: @ = 6378286 4- 53 m l
Amerika 6378282 +44 m L. (13)
Mittel 6378 284 - 34 m . J
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Die relative Lage der beiden Fundamentalpunkte von Europa und Amerika ergab
sich in ostwestlicher Richtung mit einem mittleren Fehler von nur 11 m oder 13.10-7,
eine Genauigkeit, die durch eine Verbindungstriangulation etwa iiber eine Insel-
briicke nie erreicht werden konnte.

Damit wére das Problem der Erdfigur vollstindig geldst. Diese fast vollig
hypothesenfreie Losung ist librigens seltsam genug. Man sollte eigentlich meinen,
daB man das Erdellipsoid kennen muB, ehe man das Geoid gegeniiber dieser einheit-
lichen Bezugsfliche festlegen kann. In Wahrheit aber kehren sich die beiden Teil-
aufgaben, die Bestimmung des Erdellipsoides und die Bestimmung der Geoidundu-
lationen, fast gidnzlich um. Es miissen die Geoidhdhen gegeniiber einem streng
physikalisch definierten Ellipsoid bekannt sein, ehe aus den gravimetrischen Hohen
die Abplattung des Erdellipsoides abgeleitet werden kann, und es miissen iiberhaupt
die Undulationen des Geoides vorliegen, ehe die Achse des Erdellipsoides bestimmt

werden kann.

Eine weitere Herleitung des Theorems von Clairaut

Von Karl Hubeny, Graz

Dem Sinussatz der sphérischen Trigonometrie entspricht auf beliebigen Dreh-
flaichen bekanntlich die Bedingung p sin @ = k, welche als das Theorem von Clairaut

bezeichnet wird.
Dieser Satz besagt, daB entlang jeder geoditischen Kurve einer Drehfldche in

allen Punkten das Produkt aus dem Parallelkreishalbmesser und dem Sinus des zwi-
schen der Kurve und dem Meridian eingeschlossenen Winkels, d. h. des Azimuts,
konstant ist. Der Beweis dieses Satzes [1] ist einfach zu fiihren. Ich méchte nun nach-
stehend eine Entwicklung desselben aus der Gaufy’schen totalen Differentialgleichung
der geoditischen Kurven mitteilen, die deswegen von einigem Interesse sein diirfte,
weil die genannte Form der Differentialgleichung der geoditischen Kurve bei den
meisten grundlegenden geoditischen Entwicklungen eine wichtige Rolle spielt und
damit eine gewisse Einheitlichkeit der Darstellung moglich ist.
In der xz-Ebene eines rdumlichen cartesischen Komdmatensystems sei eine
Kurve in der Parameterdarstellung ,
x=p W), z=q () o (D
gegeben. Rotiert diese Kurve um die z-Achse, so hat man in
x=p W) cos v, y=p (u) sinv, z=gq (u) N )]
eine Parameterdarstellung der entstandenen Drehfliche vor sich. In dieser bedeutet
u einen beliebigen Parameter, wihrend der Parameter v der zwischen der xz-Ebene
und der Kurvenebene bestehende Verdrehungswinkel ist.
Der Radius p eines Parallelkreises ist nach (1) p (v); die FundamentalgréBen
erster Ordnung ergeben sich mit (die Akzente zeigen Ableitungen nach u« an)
E= (" )2+ (¢ W)?
F=0
G = (p ()2 =p2 U )



