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den mufBite. An den speziellen Welttagen sollen fast ununterbrochen Regi-
strierungen durchgefithrt werden. Ferner werden in Graz auch Messungen
der Dimpfung, die elektrische Wellen beim Durchgang bzw. bei der Reflexion
an der Ionosphire erfahren, durchgefiihrt werden, die aber voraussichtlich
erst Ende 1957 beginnen kénnen, Wenn moglich, sollen auch Beobachtungen
der radiofrequenten Sonnenstrahlung im Wellenldngenbereich von 4 Meter
in das Beobachtungsprogramm aufgenommen werden.
( Fortsetzung folgt)

Uber vektographische vermittelnde Koordinatenausgleichung bei
der Einzelpunkteinschaltung in gezwingte Triangulationsnetze

Von L. Starkl, Wels
1. FEinleitung

Seit der Begriindung der ,,Methode der kleinsten Quadrate’ im Jahre
1794 durch Karl Friedrich Gaull und der nahezu gleichzeitigen Auffindung
derselben durch Legendre wurde auf mehrfache Art mit Erfolg versucht,
unter Anwendung dieses Kalkiils die Ausgleichung der trigonometrischen
Punktbestimmung graphisch zu bewerkstelligen. Die klassische graphische
Ausgleichsmethode war das ,,Verfahren der fehlerzeigenden I'igur‘’, wobei
zuerst die Auswahl des ausgeglichenen Punktes nach Gutdiinken getroffen
wurde. Ein erstes strenges Verfahren fiir die Ermittelung des Minimums-
punktes in der Tehlerfigur wurde 1876 von Bertot in ,,Comptes rendus
hebdomadaires des seances de 1’academie des sciences’* vertffentlicht, das
als ,,Verfahren von Bertot' in die preuBische Katasteranweisung Eingang
fand. Historisch interessant ist die Tatsache, da3 bereits 1841 von C. G. J.
Jacobi in einer Arbeit ,,De formatione et proprietatibus determinantum®
der heute nachihm benannte ,,Satz von Jacobi‘‘ abgeleitet worden war, ohne
daB in der Folge auf dessen Basis das Problem der strengen Punktauswahl
in der fehlerzeigenden Figur ciner einfachen Losung zugefiihrtworden wére,
Bei Anwendung des ,,Satzes von Jacobi auf die Fehlerfigur ist ndmlich der
ausgeglichene Punkt der Schwerpunkt simtlicher durch die Fehlergeraden
gebildeten Schnittpunkte, wenn diese mit den Quadraten der zugehorigen
Koeffizientendeterminanten als Massen belegt werden. Auf diese graphische
Losungsmoglichkeit soll indessen hier nicht weiter eingegangen werden. Es
verdient festgehalten zu werden, daf3 sich seit der Jahrhundertwende be-
sonders Osterreichische Geoddten um den graphischen Ausgleich verdient
gemacht haben. Die Entwicklung tendierte dabei von der graphostatischen
Auffassung bei Klingatsch (,,Die graphische Ausgleichung bei der trigono-
metrischen Punktbestimmung*‘, Wien, 1894) tiber die graphische Verfolgung
des rechnerischen Ausgleiches bei Engel (J. Rohrer-,,Vorlesungen {iber gra-
phische Ausgleichung‘, Wien) zur graphisch-vektoriellen Ldsung, wie sie
Embacher in seiner noch nicht versffentlichten Dissertation (,,Uber vektori-
elle Ausgleichsrechnung’, Wien 1949) angedeutet hat.



42

In vorliegender Arbeit habe ich die vektographische Methode in Hin-
sicht auf Ableitung und konstruktive Durchbildung in einer Form ent-
wickelt, welche der Forderung nach gréBtmoglicher Einfachheit und Voll-
stdndigkeit Geniige tun diirfte. Mein Verfahren liefert neben der Lage des
ausgeglichenen Punktes auch unmittelbar die Bestimmungsstiicke der mitt-
leren Fehlerellipse sowie die mittleren Koordinatenfehler und ermdglicht
nebenbei die Diskussion von Spezialfragen in denkbar einfachster Weise.

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dipl.-Ing., Dr. techn. J. Rohrer,
mochte ich an dieser Stelle fiir seine Unterstiitzung beim Zustandekommen
dieser Arbeit meinen verbindlichsten Dank aussprechen. o

2. Der Veklorbegriff in der Gaufschen Zahlenebene

Zur Bestimmung zweier Unbekannter seien Beobachtungen in iiber-
schiissiger Zahl vorhanden, wodurch fiir jede Beobachtung eine Fehler-

gleichung der Form
pn=a.dv+0b.dy + w )]

erklirt ist. Die Koeffizienten «¢ und b kénnen durch Einfithrung eines Hilfs-
winkels zu
' a =r.sinv,—b =r.cosv e (2)
geschrieben werden, wobei

a

r>0 r=a-4 0 tgv =—7 ist.

Die Koeffizienten (2) wollen wir als
Koordinaten in einem geodiitischen System
verwenden und diesem die Gaulsche Zah-
lenebene derart zuordnen, daB3 die + X-
achse mit der Realachse, die 4+ Y-achse mit
der Imagindrachse zusammenfillt,

Die Grundlage fiir die vektographi-
sche Ausgleichung bilden nun die aus der
Theorie der imagindren und komplexen Zah-
len bekannten Sidtze iiber die elementaren
Rechenoperationen mit den Zahlenvektoren
ry, worunter eine komplexe Zahl der Form

rm=1.a4—0b=r(cosy+i.sinv)=R@m)+i.1@m) ... (3)
verstanden wird. Dabei ist — b= R (r,) der Realteil und a=1 (r,) der

Imagindrteil von 7.
Fiir die Summe von n Zahlenvektoren », folgt aus (3)

(n]=1i.[a)—[b]=[r.cosv]+i.[r.sinv]=R () +i.1(r]) . . (4

Demnach ist die Summe von Zahlenvektoren », dquivalent der geometrischen
Summe dieser GréBen und kann durch Konstruktion des Vektorpolygones
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erhalten werden. I'iir die Multiplikation eines Vektors mit sich selbst gilt
mit (3)
riy = —{(a®—=b% + i{.2ab} =r® (cos 2v+ i.sin 2v) =

=R () + 1.1 (r2) ... (5
Das Quadrat (r,)2 =r2, ist demnach wieder ein Vektor, dessen absoluter
Betrag gleich dem quadrierten Betrag des Vektors r, ist und dessen Rich-
tung gleich ist der doppelten Richtung von r,. Die Summe von n Vektoren
ri, wird nach (b)
[(r3] = — {({aa] — [bb]) + [.2 [ab]}= [12 cos 2v] - i .[r2.sin 2v]=

R ([r3]) + 0.1 ((r3.]) ... (6)

Der absolute Betrag und die Rlchtung des Summenvektors [2,] ergeben sich
aus (6) gemdl

tr2))l = V([aal — [0b])2 + 4 [ab2 =W
2 [ab] o (7)
29 =————>
te Jaa) — [bb]
zwei GroBlen, welche bekanntlich in enger Beziehung zur mittleren IFehler-
ellipse stehen.
Der absolutc Betrag eines Vcktors 3, ist nach (5)

ra= (a4 b) = B
Summiert man die absoluten Betrige der n Vektoren rZ,, so folgt aus (8)
die Ldnge des Vektorpolygones [r2,] nach
o] = [aa] + [b0] =[r?] =L N )
Da die absoluten Betrige zweier komplexer Zahlen den Formeln fiir die
absoluten Betrdge zweier reeller Zahlen geniigen, so gilt fiir (7) und (9)
\(r2]l < [Jrgy]] bzw, W < L, .. . (10)

das heillt, der absolute Betrag des Summenvektors [r3,] ist kleiner oder
héchstens gleich der Summe der absoluten Betrdge der Vektoren ri,. In
Hinsicht auf spdter durchzufithrende Aquivalenzuntersuchiingen soll noch
an den Satz von Moivre

(I

m

(cosv + ¢ .sinv)n —cosl QChkm4v) i sm— (Zk‘rt-{— v) .o (L)

erinnert werden.

3. Die vellographische Ausgleichung des mehrfachen Vorwdrlseinschneidens
unler Vorausselzung gleicher Gewiclde

Wurde ein Neupunkt P, von n I'estpunkten aus beobachtet (n > 2),
so existiert fiir jede der n Richtungen im allgemeinen eine Verbesscrungs-
gleichung (1). Hierin bedeuten dx und dy die Verschiebungen des Neupunktes
von einem zuerst gerechneten Ndherungswert 'y (z'y, y'y) auf den wahr-
scheinlichsten Punkt P, (x,, #1,), @ und b die Gaulischen Richtungskoeffi-

zienten (2) mit r_% w die Richtungswiderspriiche

w =v— (R, £ 200¢), ce (12)
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wobei R, die orientierten dufleren Richtungen von den Festpunkten P nach
dem Neupunkt P, darstellt. Aus den Verbesserungsgleichungen (1) werden
auf Grund der Bedingung [vr] == Minimum die Normalgleichungen

[av] =[r.sin v.v] =0 =1 (0)
[bv] ==[r.cos v.v] =0 =R (0)
erhalten. Zur Vektorgleichung zusammengefat, wird
RO -+i¢.010)=[.r(osv+i.sinv)]=[0.r]=0 .. .(13)
Man fithrt in (13) die aus (1) mit (2) resulticrenden Werte fiir v ein nach

v =r.sinvde—r.cosvdy + w

und erhilt
2 sin 2 v . . ’ .12 sin 2 v
[T -+ i.r2sin?v|de — [ 12 cos2y -+ I R dy +

4+ [w.r (cos v+ i.sin v)] =10
Mit Einfiihrung von
1—-cos2 v 1+ cos2v

sin? v :-:Tund cos?y = 3 . {14)
ergibt sich weiter
" [r2sin 2v .2 12cos2v " 12cos2v 12sin 2v
re e [ROUE N gl T me0s ey TSI A Vg
[ D) bt 2 [2 Ty T3 ](U +

4 [w.r (cosv + {.sinv)] =0

oder mit Umformung des Vektorkoeffizienten von da

[i.';—';{cos (2 v+g)-{-i.sin(2 v —i—g)}

2 2
—r— —I-i— (cos 2v 4 (. sin 2\;)](1y 4+ [w.r (cosv 4 i.sinv)] =0

dr —

PR

und gemiB (5) in vereinfachter Schreibung

IV ’ 1

2{1 L[ —[7'2‘“ + g]} da ——g{[lﬁ] +ridy + [w.n] =0 ... (1h)

Nennt man die Vektorkoeffizienten von da und dy die Normalgleichungs-
vektoren N, bzw. N;, sowie das allgemeine Glied den Widerspruchsvektor
H_;, gewinnt (15) die Gestalt
ﬁ\..(la:-i—j\?y.(ly-i-\_'ﬁ:() C.L (16)

Eine &dhnliche Vektorgleichung wurde erstmalig von Embacher ab-
geleitet, jedoch nicht weiter diskutiert, da er die Friedrichsche Form der
Bestimmung des Fehlervektors beibehielt. (K. Friedrich: ,,Neue (Grundlagen
und Anwendungen der Vektorrechnung*.) .

Auf der Basis der Formel (16) 148t sich ein cinfaches und dem Problem
augenscheinlich hestens angepafBites graphisches Ausgleichsverfahren be-
griinden.

Wie fiir die rechnerische Ausgleichung miissen auch fiir die graphische
Ausgleichung die in (2) enthaltenen vorldufigen Richtungswinkel v und vor-
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laufigen Seitenldngen ¢ sowie die Richtungswiderspriiche w nach (12) mit
Hilfe eines Ndherungswertes P, (#,/, y,’) fiir den Neupunkt zuerst ermittelt
werden. Die graphische Ausgleichung beim Vorwirtseinschneiden erfordert
dann nach (15) die Konstruktion der beiden Vektorpolygone [r2,] und
[t . r,). Zwecks einfacher Ermittelung dieser Vektorpolygone wire ein Vor-
druck zweckmédBig, der auf ecinem Einheitskreis neben einer einfachen Be-
zifferung der Gradteilung noch eine zweite Bezifferung erhilt, in welcher
die doppelten Richtungswinkelwerte 2v mit dem cinfacken Wert v bezeichnet

"

2
sind. Zur Ermittelung der Werte r2 = (%) dient ein nach Seitenlingen in

Kilometereinheiten bezifferter HilfsmaBstab, der vom Koordinatenursprung
aus nach beiden Seiten der Y-achse aufgetragen ist.

a) Konsiruklion der Normalgleichungsvekioren.

Vom Koordinatenursprung ausgehend werden mit den Richtungs-

"

2
winkeln 2 v und den dem HilfsmaBstab entnommenen Werten (p;) die Vek-

toren r3, konstruiert.

+ X R(rv)

+Y )

Abb. 2

Die geomelrische Addilion der Vektoren r3, liefert als Endpunkt des
Vektorpol gones den Punkt E,. Die Reihenfolge der Vektoradditionen ist
unwesentlich, wodurch auf die verfiigbare Zeichenfliche Riicksicht genom-
men werden kann. :

Durch algebraische Addilion der Vektoren r3, (Summierung mit dem
Zirkel) erhdlt man die Liange L = [r?] des Vektorpolygones gemdl} (9).
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: o :

Man schligt nun mit dem Radius R = I—é:{%} einen Kreis um P/,

halbiert sodann den Vektor r3, und erhdlt den Punkt A,. Aus dem Hal-
2

bierungspunkt A, und den als Schnitte des Kreises (R = %:[%])mit der

X-achse erhaltenen Punkten B und € lassen sich die Normalgleichungs-
vektoren N_‘. und ﬁ, nach Richtung und Betrag bestimmen.

+ X - R(l’p)

Abb. 3

Unabhidngig von der Lage des Punktes A, in einem speziellen Qua-
dranten, ergibt sich die Richtung der zweiten Normalgleichung durch die
Verbindungslinie der Punkte A, und ¢. Die Richtung der ersten Normal-
gleichung ergibt sich in jedem Fall als Senkrechte auf die Verbindungslinie
der Punkte A, und B. Zum Beweis dieser Behauptung betrachte man die
Gleichung (15). Nach dieser wird der Vektor N:. erhalten, indem man in
Richtung der positiven Imagindrachse mit dem Wert [r2/2] fortschreitet
und dann den um + w/2 gedrehten Vektor [73,/2] subtrahiert. Analog ergibt
sich der Vektor ]Tg durch Addition der Vektoren — [r%/2] und — [r},/2].

Die Projektion des Punktes A, auf die X-achse sei D. Dadurch wird
der Vektor [r},/2] in seinen Real- und Imaginirteil zerlegt. Mit (6) und (9)
ergibt sich fiir

BD =5 (19— R (3]} = [aa
CO=L{p+ R (3D = 0] o

AD=:1 (Ir3)) = — [ab]
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Der im Uhrzeigersinn um = |2 gedrehte Vektor AB und der Vektor AC
mit den absoluten Léingen

=1/ [aa)® + [ab]?
=V Tab + [bb2

stellen in P, angeheftet, die Normalgleichungsvektoren dar.

. (18)

b) Konsiruliion des Widerspruchsvekiors.

Der Widerspruchsvektor W wird nach (15) durch Konstruktion des
Vektorpolygones [w . #,] erhalten. Die einzelnen Vektoren w . r, sind hiebei
mit den Richtungswinkeln v und den Ldngen p” . w/s zu konstruieren. Die

Lingen konnen entweder mit dem Re-
chenschieber oder mit Hilfe des Horsky-
schen Diagrammes ermittelt werden,
das die Auswertung von Proportionen
_ermoglicht. Theorie und Anwendung
dieses Diagrammes werden hier als be-
kannt vorausgesetzt. Zur Ermittelung
der absoluten Vektorbetrige p” . w/s
geht man mit w und s in das Diagramm
ein und erhilt in p; den gesuchten Wert,
Abb. 4 da die nach s bezifferten Werte d im

Diagramm mit d = p"2/s gewdhlt sind.

———TQE

Ist ein Widerspruch w negativ, wird der Vektor w . r, mit dem Rich-
tungswinkel v + =© konstruiert, nach

—w.r, =w.r, 4.

Die einzelnen Vektoren w . r, werden nun entsprechend dem Vorgehen
mit den Vektoren r2, bei der Konstruktion der Normalgleichungsvektoren
geomelrisch addiert. Der Endpunkt dieses Vektorpolygones [w . r,] werde mit

E,, bezeichnet. Die gerlchtete Strecke P, -Ew stellt dann gemdfB (15) den

Widerspruchsvektor W dar. Die Komponenten des Widerspruchsvektors
in Richtung der Koordinatenachsen sind

R ([w.nr)]) =— [bw]

I (w.r]) = [aw], (19)

sein absoluter Betrag ist

P,y E, = ]/ [aw]? + [bw]? .o (20)

c) Ermillelung der Koordinalenverbesserungen dxz und dy.

Nach (16) muB die vektorielle Summe der mit den unbekannten Sca-
laren da und dy zu multiplizierenden Normalgleichungsvektoren und des
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Widerspruchsvektors gleich Null sein. Zieht man daher durch den Endpunkt
E,, des Widerspruchsvektors W die Parallelen zu den Normalgleichungs-
vektoren N, bzw. N} und bringt sie in den Punkten ¥ bzw. X zum Schnitt
mit den die Vektoren N:, bzw. N, enthaltenden Geraden durch Py, so er-
fiillen die Vektoren W: )’750’ = ]\—7; . dy, Aﬁo’ = A—Ti . dz die Gleichung (16).
DieSpitzen der Vektoren 17_130’ und 1\?’150’ liegen damit immerim Koordinaten-
ursprung P,’. Uber das Vorzeichen von dz bzw. dy kann dann leicht ent-
schieden werden. Sind Jv\ und ﬁx Ldz bzw.7\7y und_1\>7y . dy gleichgerichtet,
ist dz bzw. dy positiv, andernfalls negativ.

#X = R(ry)

== +Y 7 J(ry)

Abb. 5

Mit Verwendung der Proportionen
N1 =N,.dz: do und Ny:1=N,.dy: dy

lassen sich die Koordinatenverbesserungen dx und dy in einfacher Weise
konstruktiv ermitteln. Je nachdem gemiB der Vorzeichenregel dz (dy) positiv
oder negativ wird, verbindet man den Endpunkt des Vektors 7\7\ (]V;) mit
dem negativen oder positiven Einheitswert auf der X-(}-)achse. Eine Par-
allele zu dieser Verbindungsgeraden durch den Punkt X (}7) schneidet auf
der X-(Y-)achse vorzeichenrichtig den Wert dz (dy) ab. Beim praktischen
Gebrauch des Verfahrens brauchen die Hilfslinien natiirlich {iberhaupt nicht

gezeichnet zu werden.
( Fortsetzung folgt)
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an Welttagen oder in Weltintervallen. Raketenaufstiege sollen an verschiede-
nen Orten von 63° N bis 31° S erfolgen.

Die ersten Satelliten werden nur kleine kugelférmige K&rper von etwa
15 m Durchmesser sein und sind daher im Hinblick auf ihre instrumentelle
Ausriistung sehr beschriankt. Es kénnen daher zunidchst auch noch nicht alle
denkbaren Beobachtungsmoglichkeiten ausgeniitzt werden. Folgende Be-
obachtungsmoglichkeiten werden aber bereits im geophysikalischen Jahr in
Betracht gezogen: geoddtische Messungen durch Beobachtung des Satelliten
an Stelle des Mondes, Luftdichtebestimmung aus der Wirkung des Luft-
widerstandes, Messungen der zeitlichen Schwankungen der UV-Strahlung
der Sonne mit Spektrographen, Messungen des erdmagnetischen Feldes ober-
halb der Ionosphire und Bestimmung des Ringstromes bei gleichzeitigen
Messungen des Magnetfeldes an der Erdoberfliche, Messung der magneti-
schen Variation in Abhdngigkeit von der Sonnenaktivitdt, Beobachtungen
der primdren kosmischen Strahlung und ihres Spektrums in groBen Hohen,
Bestimmung der Héufigkeit von Mikrometeoriten und Bestimmung des
Gehalts des Weltraums an Wasserstoffatomen und Ionen.

Diese Beispiele zeigen die ersten Verwertungsmoglichkeiten leichter
Satelliten fiir wissenschaftliche Beobachtungszwecke. Sie zeigen aber auch,
daB die Satellitenbeobachtungen fiir das Programm des geophysikalischen
Jahres eine sehr wertvolle Ergdnzung bilden konnen, da sie aber keinen
unbedingt notwendigen Teil dieses Programms darstellen, so daB ihr Ausfall
keine Beeintriachtigung des Erfolges des geophysikalischen Jahres bedeuten
wiirde, ihr Gelingen aber eine sehr wertvolle Bereicherung bringen wird.

Wir haben gesehen, daf3 das Arbeitsprogramm des geophysikalischen
Jahres auBerordentlich vielseitig und umfangreich ist und daf auch in Oster-
reich sehr viel auf fast allen Wissensgebieten, die bei diesem grof3ten For-
schungsunternehmen bearbeitet werden, geleistet werden wird. Daf3 dies
moglich ist, verdanken wir der verstdndnisvollen Férderung durch das
Bundesministerium fiir Unterricht und durch die Gsterreichische Akademie
der Wissenschaften, denen auch an dieser Stelle besonderer Dank ausgedriickt
werden soll.

Uber vektographische vermittelnde Koordinatenausgleichung bei
der Einzelpunkteinschaltung in gezwingte Triangulationsnetze

Von L. Starkl, Wels
(Fortsetzung)

d) Milllerer I'ehler ciner yemessenen Richiuny.

Zur Berechnung des mittleren Fehlers einer gemessenen Richtung nach

m =J_r]/’:[§ .. (2D
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sind noch die Verbesserungen v graphisch zu ermitteln. Man schreibt die
Gleichung (!) in der Hesseschen Normalform:

a.de+b.dy + (w—v)
e = Ve + b2

Setzt man nach (2)

7

]/ @+ 02 =r =%und nimmt di =dy =0 an, erhdlt man in

w—>) . 8
py == -8 p”) C L (22)

die Normalabstdnde der dann durch den ausgeglichenen Punkt P gehenden
Bilder der Verbesserungsgleichungen (1) vom Ursprung P’,, oder ebenso

die Normalabstinde des ausgeglichenen
+X = R(r Punktes P, von den in P’y unter den
‘ Richtungswinkeln veingetragenen Strahlen.
Aus (22) wird v erhalten mit

/ ~ ,

I

// 0:10—1)2.2-
worin — p, % = Av die Anderung des

#Y=3(n) Richtungswinkels v zufolge der Ausglei-

To' y ' chung bedeutet. Die Verbesserungen v
L

> werden daher mit der Beziehung

Abb. 6 v=w4+ Av . .. (23)

gewonnen. Die Werte A v koénnen mittels der Perpendikel p, wieder dem
Horskyschen Diagramm entnommen werden. Man geht dabei mit p, und s
(auf einer nach Hektometern geteilten s-Teilung) in das Diagramm ein und

liest auf der l—lf, -Skala den Wert A v ab. Abgesehen von der Verwendung

verschiedener s-Teilungen ist die Ermittelung von A v mit den Eingéngen
P, und s einfach die Umkehrung der Ermittelung von p; mit w und s bei der

Konstruktion des Widerspruchsvektors W,
¢) Sehlufkontrolle.
Als abschliefende Kontrolle dient die Vektorgleichung (13)
[v.ry] =0

Die einzelnen Vektoren v . ry werden genau wie die Vektoren w . r, unter b)
ermittelt. Wurde die Ausgleichung richtig durchgefithrt, muf3 sich das Vek-
torpolygon [v . r,] bis auf kleine Abweichungen schlieflen.
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f) Die milllere Fehlerellipse.

Der grof3e Vorteil des vektographlschen Verfahrens besteht darin, daB
man im gleichen Arbeitsgang auch die Bestlmmungsstucke der mittleren
Fehlerellipse erhdlt. In Hinblick auf den Zusammenhang mit spiter zu be-
handelnden Aquivalenzproblemen soll die Theorie der' Fehlerellipse in einer
von der Jordan-Eggertschen Fassung abweichenden Form etwas ausfiihr-
licher behandelt werden. Wir gehen dabei von der Frage nach dem geo-
metrischen Ort jener Punkte aus, fiir welche die Quadratsumme der Ver-
besserungen [vv] = konslant ist. Fiir die Summe [vv] ergibt sich aus (1)

(aal da? -+ 2 [ab) dady + (D01 dy? + 2 [aw]dz + 2 [bw] dy + {[ww] — [vv]} =0
v (24)

Mit [vv] = konstant stellt diese algebraische Gleichung zweiten Grades einen
Kegelschnitt der allgemeinen Form

e, y) =0 ‘ S (20)

dar, Um dic Art ecines Kegelschnittes zu bestimmen, setzt man bekanntlich
den aus den Gliedern 2. Grades gebildeten Ausdruck in (24) fiir sich gleich
Null, somit

[aa) da? 4+ 2 [ab) dady —|— (0] dr;z =0

Der bei der Auflésung dieser quadratlschen Glelchung nach einer
Variablen auftrctende Ausdruck

[aa] [bb] — [ab)? =D C(26)
entscheidet dann tiber die Art des Kegelschnittes. Dieser ist bekanntlich [iir
> Ellipse 7
D =0 eine Parabel
< . 'Hyperbel

Da D als Summe von Quadraten der Iform
(ai . b — ay . b;)2
dargestellt werden kann, ist immer
D >0,
der gesuchte geometrische Ort also eine Ellipse. Die Mittelpunktskoordinaten
einer Ellipse erhdlt man aus den beiden Gleichungen

eI’ el
=

= (0.

e oy
Aus (24) werden damit die sonst auf Grund der Bedingung
[vv] = Mlmmum

resultlerenden Normqlglemhungen .

[aa] da + [ab] dy + [aw] = 0 T ‘)7.
[ab] da + [bb] dy + [bw] =0 cee (2)
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erhalten. Demnach ist der Minimumspunkt der Ellipsenmittelpunkt. Zur
Ermittelung der Mittelpunktsgleichung der Ellipse ist das Koordinaten-
system parallel zu verschieben, wodurch die linearen Glieder verschwinden.
In der Theorie der Kegelschnitte wird gezeigt, dal} dabei die Koeffizienten
der quadratischen Glieder unverdndert erhalten bleiben und das neue kon-
stante Glied das Resultat der Substitution der aus (27) erhaltenen Mittel-
punktskoordinaten in die Gleichung (24) ist. Unter Verzicht auf Akzente
bei dx und dy ist demnach die Mittelpunktsgleichung gegeben mit

(aa] da? + 2 [ab] dwdy + [0b] dy? 4+ F (dxy;, dy,) =0 . . . (28)
wobei
F (dry, dy,) = [aa] due2y + 2 [ab] daydy, + [00] dy?y + 2 [aw] d, +
+ 2 [bw] dy, + {[ww] — [vo]} ,
oder anders geordnet
I (dy, dyy) =dry {[ua] drg + [ab] dy, + [aw] -+
\

- dupy {[ab] diey -+ (0] dyy + (] +
+ {[aw] diey + [bw] dyy + [ww]} — [ve]

Hierin sind die beiden ersten Klammerausdriicke wegen (27) gleich Null.
Multipliziert man die Verbesserungsgleichungen (1) einmal mit w, einmal
mit v und summiert jedesmal, erhilt man

(vw] = [aw] dw + [bw] dy + [ww]
[rv] ==[av] de -+ [bo] dy + [vw]

Fir den Minimumspunkt ist

[av] = [bv] =0, somit

(ev]pin = [vw] oder
[vo]stin = [aw] diey + [bw] dy, + [ww] . (29)
Mit (29) wird nun
I ((I"I'O’ (IUO) - {[UU] - [UU]Miu} =—A [UU] P (30)

Somit findet man fiir die Mittelpunktsgleichung nach (28)
laa] da? -+ 2 [ab] dxdy 4 [bb] dy? = A [vv] .. (3D)

Soll in dieser Gleichung noch das gemischtquadratische Glied eliminiert
werden, mul} der Drehwinkel ) des Koordinatensystemes nach (7) mit

tg 29 = 1

bestimmt werden. Durch diese Drehung dndert sich das konstante Glied
A [vv] in (31) nicht. Die gesuchte Achsengleichung des Kegelschnittes
lautet dann

A’ dx2 4 B’ .dy? = A[vv] C..(32)
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Die neuen Koeffizienten A’ und B’ sind dann bekanntlich mit den alten
[aal, 2 [ab], [bb] durch zwei Gleichungen verbunden, die mit (9) und (26) zu

A"+ B =[aa) + [bb] =L
4 A" B' =4 {[aa) . [bb] — [ad)2} =4 D oo (3Y)

geschrieben werden konnen. Wegen

(A'— B = (A’ + B — 4 A" B’
folgt aus (33) A'— B =|L*—4D

Eine von Kovarik in der Arbeit ,,Zur graphischen Bestimmung der
Fehlerellipse und des mittleren Punktlagefehlers’ erstmalig angegebene
Beziehung zwischen den Gréflen W und D gibt die Moglichkeit, diesen
Wurzelausdruck zu vereinfachen. Mit (17) ist o

D = [aa) (bb) — [abt = {0 — R ([r) — I* (ir3.]))
und nach (9) und (6) bzw. (7)
D=, (Le—W?) TS

Damit vereinfacht sich (4’—-B’) zu
A'— B =W

In Verbindung mit der entsprechenden Summe in (33) erhdlt man fiir die
Koeffizienten A’ und B’ \

17 — W
poo AW L=

Da die Formeln (33) fiir das mathematische Koordinatensystem abgeleitet
sind, ist fiir die Darstellung im geodétischen System in (32) dz und dy zu
vertauschen. Man erhidlt dann fiir die Achsengleichung

—W V
L=W 5 i dr? + L+ W —'2— L dy? = A [vv]
Daraus folgen die Halbachsenquadrate der Ellipsen konstanter Verbesse-

rungsquadratsumme mit
s Al A o]
A L—W & LW o ... (35)
2 2

Setzt man in (35)
A [ov] = [vo] — [vo]pgin = m?

ergeben sich die Halbachsenquadrate der millleren Fehlerellipse zu
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m2 n® :
2 2 . 0
A L—W B L+ W .. . (36)
2 2
Wegen me — [ve] ain — (0] ain
' n—u A

wenn /s die Anzahl der iiberschiissigen Beobachtungen darstellt, gilt

(0] srin

(o] — [o0) i =+

hzw. fou] =' K —,{: L (28] atin | L (37
Gemdl (37) ist die mittlere Fehlerellipse der geometrische Ort aller
Punkte, fiir welche die Verbesserungsquadratsumme den /'—2——] fachen

Betrag des Minimums derselben erreicht. FFiir & = 1 ergibt sich der doppelte
Betrag des Minimums. Mit steigender Anzahl der Uberhestimmungen nihert
man sich dem Grenzwert des einfachen Minimums.

Die Hauptachsenrichtung und die Halbachsen der mittleren Fehler-
ellipse kénnen im Zusammenhang mit der Konstruktion der Normalglei-
chungsvektoren unter a) unmittelbar erhalten werden.

+X = R(r)

Abb. 7

Nach (7) ist | [r3] ] = Py E, = W und BFy/l = 2 9. Da man
7 S L .
Po’sz“T und P/ F =Py H = 5 gemacht hat, ist

el

L+ W
2

L—Ww

AJF = 3

und A, H=
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— 2 ”\2
und mit (36) A =T = (%)
B o (58)
AF =T _ (¢
v B2 Sg

: - - "ne
Nach (38) kann man mit den Strecken A”H bzw. A,F in die (%) -Teilung auf

der Y-Achse oder des Horskyschen Dia-
grammes eingehen und die Werte s, bzw.
sp ablesen, mit denen die Halbachsen
nach

m m
A =?.s,; und B =?.33

m/p!

det man auch hiezu das Horskysche Dia-
gramm mit den Eingdngen m und s, (sg). T Abb. 8

zu erhalten sind. Am einfachsten verwen- l

Die Richtung der Fehlerellipsenhauptachse ist durch die Verbindungs-
gerade (CH gegeben. Denn der Winkelin (7 ist als Peripheriewinkel des Zentri-
winkels 2% {iber dem Bogen BH gleich §. Nach (34) 1d8t sich auch die Deter-
minante D der Normalgleichungskoeffizienten als graphische Grife deuten.
Frrichtet man in .4, das Lot und bringt es zum Schnitt mit dem Kreis

(R = {j), dann folgt aus dem Dreieck A Py'A, /<
(A2 = (Py'I0)2 — (Py/A,)2 = % (12— W2) =D

ifT:]/D Co (39)
(Fortsetzung {folgt)

Das neue hessische Katastergesetz und das Abmarkungsgeselz

Von Ministerialrat Dipl.-Ing. St. Nagy

(Verdffenilichung des Bundesamies fiir Eich- und Vermessungswesen)

Der hessische Landtag hat am 3. Juli 1956 ein Katastergesetz und ein Ab-
markungsgesetz verabschiedet; beide Gesetze sind am 1. August 1956 in Kraft
getreten. Die fiir das Vermessungswesen duBerst wichtigen Rechtsvorschriften
sind -im Gesetz- und Verordnungsblatt fiir das Land Hessen, Jahrgang 1956. auf
Seite 121 bzw. Seite 124 veroffentlicht worden. Gegen Ende des Jahres 1956 sind im
Deutschen Fachschriftenverlag als Band 10 der Schriftenreihe ,,Gesetze im Lande
Hessen*, die Gesetzestexte mit Erlduterungen zu diesen Vorschriften und mit Aus-
ziigen aus einschldgigen Verwaltungsvorschriften einschlieBlich der Gebiihren-
ordnung fiir die Leistungen der Katasterbehdrden erschienen. Die Verfasser des
Kommentares, Regierungsdirektor G. Wirth und Regierungsvermessungsrat
Dipl.-Ing. O. Kriegel, haben den Vermessungsfachleuten die Handhabung der
neuen Rechtsvorschriften durch iibersichtliche Zusammenstellung und ausfiihrliche
Erlduterungen wesentlich erleichtert. Der Erfolg neuer Gesetzesbestimmungen
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Uber vektographische vermittelnde Koordinatenausgleichung bei
der Einzelpunkteinschaltung in gezwiéngte Triangulationsnetze

Von L. Starkl, Wels
(Schluf)

Zur Ermittelung der mittleren Koordinatenfehler m,, m, und des mittleren
totalen Punktlagefehlers M werden am besten die bereits bekannten Fehler-
ellipsenhalbachsen verwendet.

Bekanntlich ist

mg2 = %@ m? und m? = [(71(1] m2
(40)
M? = mg?2 -}- m? = %—M m2 :%m2 = A? + R?
Aus (17) folgt [aa] = 7.‘124 (L— W .cos 29)
I ; (41)
[bb] = 5 (L + W .cos 2¥%)

Mit sin2®% + cos?¥ =1 wund cos?¥ — sin?¥ = cos 2&

lassen sich die Gleichungen (41) auf die Form

[aa] = = {L (sin?d + cos?2¥) — W' (cos?¥ — sin2¥)}

[

[bb] = —{L (sin2d + cos?¥) 4+ W (cos?d — sin?9)} bzw.

to\»—t

. W
sin? ¥ + 9 cos? ¥

—W W
% sin? & + £|21 cos? 9 bringen.

[aa] =

L+ W L —
2

[bb] =

Mit (40) und unter Beachtung von (34)

v W
p_L+W L—-W
2 2
wird
m2 m2

m2=L+W sin?§ + L—W cos?d = (A cos¥)? + (Bsind)

2
_m? m2
m?=L—-W sin?% + L+ W cos?2d = (4 sind)2+ (Bcosd)?. . (42)
2 2

Die Glieder der Gleichungen (42) sind die Projektionen der Fehlerellipsen-
halbachsen in die X- bzw. Y-achse.
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Konstruiert man mit der X-(Y-) Projektion der Halbachsen 4 und B
ein rechtwinkeliges Dreieck, dann hat die Hypothenuse den Wert m,(m,)-
Bekanntlich stellen m, und m, die Radiusvektoren zu den Schnittpunkten
der sogenannten FuBpunktskurve der mittleren Fehlerellipse mit den Ko-
ordinatenachsen des Landeskoordinatensystemes dar. Die geometrische
Interpretation der Gleichungen (42) gestaltet sich besonders einfach unter
Beachtung des Satzes, dall die FuBpunkte der aus den Brennpunkten auf
eine Ellipsentangente gefdllten Lote auf dem groBen Scheitelkreis liegen.

= + Y = J(ry)

Abb- 9

Aus dem Dreieck APyF, I folgt die Polargleichung der FuBpunkts-
kurve mit
rp? = A% —- ¢% sin? ¢

und mit 02 — A2 B2
rp* = (Acos )2 4 (Bsin ¢)? CoL (43)
Mit ¢, = — & bzw. g, = ~ -— & ueht (43) in die Gleichungen (42) tiber.

2
Mit den Formeln (14) kann die Beziehung (43) zu
Az B2 A2 — B2

rp? == 9 + 5 cos 2¢

und mit (36) in der Form
m?

rpt = 5D (L + W cos 2¢) Co (44)

geschrieben werden. Auf diese Gleichung wird unter 5) im Zusammenhang
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mit einer weiteren einfachen und interessanten Methode der graphischen Dar-
stellung von m, und m, ohne Kenntnis der Fehlerellipsenhalbachsen noch
eingegangen werden.

4. Der reduzierende Velder beim inehrfachen Riicliwdrlseinschneiden.

Wurden von einem Neupunkt aus mehr als drei Festpunkte beobachtet,
so haben die Verbesserungsgleichungen die Gestalt

v =a.dz+b.dy+z+ w ... (4D)
Hierin bedeutet AV =a.de+b.dy

wieder die Anderung des auf den Neupunkt bezogenen Richtungswinkels
infolge der Koordinatendnderungen dz und dy zwischen P, und P, gemif3
der GauBschen Relation.

w ist der Richtungswiderspruch nach
w=v—rg, ... (46)

wobei 1y die vorldufig orientierte innere Richtung vom Neupunkt P, nach
einem Festpunkt P darstellt.
z bedeutet die Orientierungsunbekannte

z =0"—o,
also den Unterschied zwischen vorldufiger und endgiiltiger Orientierung. Die

Verbesserungsgleichung (45) kann durch vorgdngige Elimination von z auf

die Form (1) gebracht werden. Die Forderung 5—5[9;] == 0 fithrt zu der Glei-
chung [v]; = 0, aus welcher z als Funktion von dz und dy allein erhalten
werden kann, da bekanntlich bei den inneren Richtungen [w]; == 0 gemacht
wird. Die auf die Form (1) gebrachten Gleichungen (45) lauten dann

v =A.de+ B.dy+ w oo (47
wobei A =a— LZ—] = .sin Vv
B =0b— v r' cosv’ S (48)

n

Mit (47) ist das mehrfache Riickwértseinschneiden in ein total dquivalentes
mehrfaches Vorwirtseinschneiden verwandelt worden. Bei der Behandlung
des mehrfachen Vorwirtseinschneidens hat sich gezeigt, daBl fiir die Aus-
gleichung in Hinsicht auf die Normalgleichungsvektoren und die Elemente

der mittleren I'ehlerellipse allein der Vektor é— [r2,) und der Betrag[r?]=L
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maBgebend waren. Man erhilt vorerst aus (48) die bekannten Relationen

[AA] = [aa] — L

n

(BB] = [bb] — P L (49)

n
[AR] = [ab] — @

Weiters ist nach (4)

[r] =i.[a]— [b]
Das Quadrat dieses Vektors

[r)? =—{([a]? — [b]?) 4- i . 2 [a] [b]} - (50)

ist wieder ein Vektor, dessen Richtung gleich der doppelten Richtung von
[r) ist und dessen absoluter Betrag den Wert

| [rJ2 | = ([a]® + [0F) S G2Y)
hat. GemdB (6) und mit (49) bilden wir nun den Vektor {r’'2,]. Man erhdlt
[r'3v] === {({4A] — [BB]) + i.2 [AB]} =

— — {(wa) — (D) + i 2 [ab]) o ([ — ) + i 2 [a] (O
oder mit (6) und (50)
3] = [ — o [ 59

Nach (9) bilden wir noch die Summe [12]. Es ist

(%] = L = [AA] + [BB] = [aa] + [bb] — ’11 ([a + [b]?)

was mit (9) und (51) in der Form
(2] = %] — - | (2] oder
1
LR = LV —'ﬁl["\’]z‘ o (53)

geschrieben werden kann. Aus (52) und (53) erkennt man, dal das Riick-
wirtseinschneiden zuerst genau wie das Vorwirtseinschineiden behandelt
werden kann. Die dann noch erforderliche Reduktion bewirkt der Vektor

[r]2. Die graphische Ermittelung des reduzierenden Vektors i = — 711— (]2

ist einfach.
Man konstruiert zuerst das Vektorpolygon

[r] =[r.cosv] -+ i.[r.sinv]
wobei die einzelnen Vektoren r, mit den Richtungswinkeln v und den Lingen

g

s

4 4

gebildet werden. Die absoluten Betrdge r kénnen einer %—Teilung

r =
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des Horskyschen Diagrammes entnommen bzw. mit dem Rechenschieber
ermittelt werden.

Die geometrische Addition der einzelnen Vektoren r, liefert den Sum-
menvektor [r,], dessen Komponenten in Richtung der Koordinatenachsen

gegeben sind durch

R () =— [b]

I ([r]) =I[d]
und dessen absoluter Betrag

| (r] | =1/ [a]® + (D)% ist.

Dieser Betrag wird graphisch quadriert. Hiebei findet wieder der Einheits-
kreis Verwendung.
}\ +X = R(rp)

+Y=J(r)

Abb. 10

Die Senkrechte auf den Vektor [r,] schneidet den Einheitskreis in M.
Das Lot auf die Verbindungsgerade des Punktes M mit dem Endpunkt des
Vektors [r,] schneidet diese Senkrechte im Punkte N. Aus dem Uber der

Basis MN liegenden rechtwinkeligen Dreieck mit der Hohe ]/E]Z‘r—[b]z
folgt nach dem Hohensatz

PyN.PyM = [a] + [b]®
somit nach (51) PyN =|[r]?]
Mit diesem Radius wird ein Kreis um P,’ geschlagen, der die -X-achse in 0
schneidet. Der Richtungswinkel des Vektors [r,] sei . Dann ist der Rich-
tungswinkel des reduzierenden Vektors — % (rJ? gleich 2a + = Diese

Richtung ist einfach zu erhalten. Man zieht durch den Punkt O eine Senk-
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rechte zum Vektor [r,] bzw. eine Parallele zur (Geraden M N. Sie schneidet
den Kreis (R = [a]? + [b?) im Punkt R. Der Winkel dieser Geraden mit

der 4+ X-Richtung ist somit « + % . Die Verbindungsgerade Py’ R gibt dann

gemil der Beziehung zwischen Peripherie- und Zentriwinkel die Richtung
des reduzierenden Vektors mit 2a 4 w Der absolute Betrag des Vektors

PTR = — [r, ist noch durch die Anzahl n der vorhandenen Innenrichtun-

gen zu dividieren. Das Ergebnis ist der reduzierende Vektor R, Es ist natiir-
lich auch maglich, den Vektor [r,] von vornherein durch n zu dividieren
und damit die Konstruktion von B durchzufiihren. GemiB (52) ist B zum
Vektor [r2,] zu addieren, wodurch man den Punkt g erhdlt. Durch Hal-

bieren von P?ER ergibt sich der Punkt Ag. Der mit A fiir die Ausgleichung
mafgebende Kreisdurchmesser Ly ist nach (53) zu ermitteln, wonach L
um den Betrag des reduzierenden Vektors zu vermindern ist. Die Kon-
struktion der Normalgleichungsvektoren und die Ermittelung der Fehler-
ellipse erfolgt mit Ar und Lg nach dem beim Vorwirtseinschneiden dar-
gelegten Verfahren. Wegen [w]; =0 erfihrt der Widerspruchsvektor W
keine Reduktion, er kann daher genau wie beim Vorwirtseinschneiden er-
mittelt werden.

Die Bildung der Richtungsverbesserungen ergibt sich aus der Be-

ziehung (46)
v = AVt 2zt w

Damit wird . i =[Aav]l+n.z+4 [w]
und wegen [v] =[w] =0
L —_ AV

n
Die Verhesserungen werden daher mit

(A V]
n

vV =AvV— + w .. (b4)

erhalten. Als SchluBkontrolle dient wieder die Vektorgleichung (13)
(13) [v.r,] =0 und die Gleichung [v] =0

Die vektographische Ausgleichung des kombinierten Einschneidens
ist auf Grund der bisherigen Darlegungen ebenso einfach m&glich. Man hat
in diesem Falle zuerst alle Richtungen als Vorwértsrichtungen zu behandeln
und dann fiir die Riickwértsrichtungen noch den reduzierenden Vektor zu

bestimmen.
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Kleine Mitteilungen

Prof. Dr.-Ing. habil. Otto Lacmann — 70 Jahre

Prof. Lacmann, dem wir vor kurzem in dieser Zeitschrift (1957, S. 61) zu seiner Ernennung
zum Ehrensenator der Techn. Universitédt Berlin-Charlottenburg die Gliickwiinsche der Osterreichi-
schen Vermessungsingenieure ausgesprochen haben, vollendete am 14. September 1957 das 7. Jahr-
zehnt seines Lebens.

In seiner Geburtsstadt Colmar im ElsafB3 verblieb er bis zur Erwerbung des Abiturs am humani-
stischen Gymnasium und wandte sich dann dem Bauingenieurstudium an der Miinchner und Berliner
Technischen Hochschule zu.

Nach der Promovierung zum Dr.-Ing. kam er als wissenschaftlicher Mitarbeiter an die Berliner
Versuchsanstalt fiir ,,Wasser- und Schiffbau* (1913—1919), wo er schon stereophotogrammetrische
Vermessungsmethoden einfiihrte. 1919 griindete er die norwegische ,,Kart.-Kontoret Stereografik
und leitete sie bis 1924. Nach einem voriibergehenden Aufenthalt in Moskau, wohin er als Instruktor
zur Militdrgeographischen Verwaltung eingeladen worden war, kehrte er nach Berlin zuriick und
griindete 1927 die Abteilung fiir Luftbildwesen und Navigation in der ,,Deutschen Versuchsanstalt
fir Luftfahrt (DVL)*, die er auch bis 1933 leitete.

1929 habilitierte er sich an der Technischen Hochschule Berlin-Charlottenburg und wurde im
nédchsten Jahr zum ordentlichen Professor der neuerrichteten Lehrkanzel fiir Photogrammetrie,
der ersten fiir dieses Fach, ernannt. 1933 gelang es ihm, sein Forschungsinstitut an die Technische
Hochschule hiniiberzunehmen, wo es dem Institut fiir Vermessungswesen angegliedert wurde. Die
Lehrkanzel und ihr Institut mit den reichen Sammlungen wurden eine Pflegestdtte der Photo-
grammetrie, die durch ihre wertvollen Untersuchungen, Publikationen und die kostbaren Samm-
lungen hohes internationales Ansehen genoB. Leider wurde durch die Kriegsereignisse ein Drittel
der Sammlungen und Gerite zerstort und der Rest als Kriegsbeute abtransportiert.

Beim Neuaufbau und der Neuorganisation der Hochschule als ,,Technische Universitit* wurde
Lacmanns Lehrkanzel erweitert und als ,,Lehrstuhl fiir Photogrammetrie und Kartenkunde‘
mit einem eigenen ,Institut fiir Photogrammetrie‘* neu aufgebaut. Am 1. Oktober 1954 erfolgte



