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Beitrag zur Kartenentwurfslehre 

Von Ing. K. K i 11 i a n  

Die Tissol'sche Indikatrix gibt uns bekanntlich ein Kriterium für die 
Strecken-, Winkel- und Flächenverzerrungen aller überhaupt möglichen 
K artenentwürfe und gestattet damit einen systematischen Aufbau der ganzen 
Kartenentwurfslehre. Dennoch dürfte es von Interesse sein, einige bekannte 
Beziehungen auch von anderen Standpunkten aus zu beleuchten, wobei das 
Bestreben auf e infachste, anschauliche Beweise gerichtet ist, und in diesem 
Zusammenhang einige Vorläufer Tissol's zu nennen. 

1. S/el'eogl'aphische Pl'ojeklion 

'Vährend die geometrischen Eigenschaften von zwei anderen perspek­
tivischen Projektionen: gnomonische Projektion (T h a 1 e s  600 v. Chr. ) 
und orthographische Projektion (A p o 11 o n i u s 240 v. Chr.) unmittelbar 
erkannt wurden, war dies bei der stereographischen Projektion nicht der 
Fall. H i p  p a r c h (160-125 v. Chr. ) hat die stereographische Projektion 
der Kugel zur Abbildung des Himmelsgewölbes angewandt und P t  o 1 e­
m ä u s (150 n. Chr.) entdeckte die Kreistreue für einige Kreise. J o r d a  n u s 
S a: x o (gest. 1237) erkannte die Kreistreue als allgemein bestehend. ' Die 
'Vinkeltreue, die nach den heutigen Erkenntnissen auf Grund der Tissot­
Indika!l'ix unmittelbar aus der Kreistreue folgt, wurde erst von M e r k  a t o r 
(1587) entdeckt. Neu entdeckt wurde sie von H o  o k  (siehe Philos. Trans­
actions Bd. XIX„ 1695 bis J 6 97, S. 204 u. 205) . 

Zunächst seien zwei zum größten Teil bekannte einfache Beweise über 
Kreis- und 'Vinkeltreue der genannten Projektion angeführt, die am Schlusse 
durch einen kürzeren einfachen und allgemeiner anwendbaren Beweis ergänzt 
werden. In Fig. 1 (=Aufriß) ist e die Projektionsebene, die die abzubildende 
Kugel in einem zum Projektionszentrum 0 diamentral gelegenen Punkt S 
berührt. Jede andere zu dieser Ebene parallele Projektionsebene ergibt be­
kanntlich nur eine Ähnlichkeitstransformation. Ein beliebiger ebener Schnitt 

mit der Kugel ist ein Kreis, der in Fig. 1 als StreckeAB dargestellt wird. 
OAA' und OBB' sind die in der Papierebene gelegenen Erzeugenden des 
projizierenden Kegels. 

Die Dreiecke OSB und OSB' sind rechtwinkelig und haben den gleichen 
Winkel ix. Die Winkel bei S und B '  sind daher einander gleich. Die Winkel 
bei S und A sind ebenfalls einander gleich (Peripheriewinkel). Daher ist das 
Viereck ABB'A '  ein Sehnenviereck. Dessen Umkreis kann als Aufriß einer 
Kugel angesehen werden. Da ebene Schnitte einer Kugel immer Kreise sind, 
folgt, daß jeder Kreis als Kreis abgebildet wird. Die auf e normalen Groß­
kreise der Kugel werden als Kreise mit unendlich großem Radius abgebildet. 

Auch unendlich kleine Kreise werden als Kreise abgebildet, d. h. in 
allen Richtungen ist -ie Streckenverzerrung konstant oder unendlich kleine 
Figuren sind einander ähnlich, die Abbildung ist also winkeltreu. 
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Unabhängig von der Kreistreue kann die Winkeltreue auch aus Fig. 1 
abgelesen werden: Legt man in einem beliebigen Punkt P der Kugel die 
Tangentialebene t, so ist einer ihrer beiden \Vinkel mit der Projektionsebene 
gleich dem Zentriwinkel 2 ß (Winkelsumme im Viereck MPNS) . Die Winkel 
halbierende Ebene w steht immer normal zum Projektionsstrahl OPP' 
(Peripheriewinkel ß ist Normalwinkel zu Winkel P'Nw). Denkt man sich 
durch den Projektionsstrahl OPP' beliebige Ebenen gelegt, so werden diese 
Ebenen von den beiden Ebenen e und t unter gleichen Winkeln geschnitten; 
denn die Ebenen e und t liegen symmetrisch zur Ebene w (Fokalpunkte der 
Luftbildmessung). 

Fig. 1 

Bemerkt sei, daß aus der Kreis- und Winkeltreue z. B. der aus der 
Geometrie bekannte Satz folgt: „Drei Kleinkreise einer Kugel, deren Kreis­
ebenen durch einen gemeinsamen Kugelpunkt gehen, bilden ein Dreieck, 
dessen Winkelsumme 180° ist. " Sieht man nämlich den gemeinsamen Kugel­
punkt als Zentrum einer stereographischen Projektion an, so ergibt das 
Bild dieser Kreise ein geradlinig begrenztes Dreieck. Dies gilt auch, wenn 
einer oder zwei der drei Kleinkreise durch Großkreise ersetzt werden. 

Daß die stereographische Projektion der Kugel die einzige zentrale 
Projektion ist, bei der alle Kreise wieder als Kreise abgebildet werden, folgt 
unmittelbar aus Fig. 1. Denn bei anderen Lagen des Projektionszentrums 0 
entsteht das genannte Sehnenviereck nicht. Daß jedoch die stereographische 
Projektion überhaupt die einzige konforme Abbildung der Kugel auf die 
Ebene darstellt, bei der Kreise wieder als Kreise abgebildet werden, ist ver­
mutlich nur umständlich ableitbar. Ein solcher Beweis ist aber schon implicit 
in der Arbeit von L a g  r a n g  e enthalten: „Sur la construction des cartes 
geographiques" 1 779 (Übersetzung: Ostwalds Klassiker Nr. 55) . 

Das wenig sagende Wort „stereogra phisch" rührt her vom Jesuiten -
pater A g  u i 1 o n i ü s (1Gl3) .  Es wurden einige Vorschläge gemacht, dieses 
Wort durch ein besseres, z. B. durch „allkreisig", zu ersetzen. Das letztere 
und ähnliche Worte wären jedoch nur für die stereographische Projektion 
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einer Kugel anwendbar, während in der Geometrie die Bezeichnüng „stereo­
graphische Projektion" für alle Flächen zweiter Ordnung, die von einem 
ihrer Punkte auf eine Ebene projiziert werden, eingeführt ist. Erwähnt sei 
z. B. die stereographische Projektion eines einschaligen Hyperpoloides auf 
eine zu ihrer Achse senkrechten Ebene. Einschaliges Hyperpoloid und Kugel 
können durch imaginäre Kollineation ineinander übergeführt werden, so­
daß in diesem Fall alle projektivischen Sätze der einen Fläche auf die andere 
übertragen werden können. 

Wir denken uns a� Stelle der Kugel ein Rotationsellipsoid. Das Pro­
jektionszentrum 0 liege in einem Pol und die Projektionsebene berühre das 
Rotationsellipsoid im anderen Pol. Das Rotationsellipsoid denken wir uns 
wieder durch eine beliebige Ebene geschnitten. Die Schnittfigur ist bekannt-

lich eine Ellipse, die wir im Aufriß ·wieder als eine Strecke AB darstellen. 
Das Bild jeder solchen Schnittfigur ist ein Kreis, wie vermutlich am ein­
fachsten auf folgende V/eise gezeigt werden kann: zwei Flächen zweiter 
Ordnung schneiden sich bekanntlich in einer Kurve vierter Ordnung, die 
auch in zwei Kurven zweiter Ordnung zerfallen kann. Bei der stereographi­
schen Projektion schrumpfen alle reellen Punkte einer der beiden Kurven 
in einem Punkt zusammen. (Das imaginäre Geradenpaar bleibt für den fol­
genden Schluß unbeachtet.) Denkt man sich jedoch dasProjektionszentrum 
0 um einen unendlich kleinen Betrag, etwa in der Richtung der Achse des 
die genannte Ellipse projizierenden Kegels verschoben, so wird die zweite 
Kurve ein Kreis; denn die Dupinschelndika!rix (1813) des Poles ist ein Kreis. 
Da ferner die Projektionsebene parallel zur Tangentialebene in 0 ist, ist 
somit auch das gesuchte Projektionsbild ein Kreis. (Die Dupinsche Indikatrix 
eines regulären Flächenpunktes P ist bekanntlich jene unendlich kleine 
Schnittkurve, in welcher eine, der Tangentalebene in P parallele, und von 
zweiter Ordnung dieser unendlich nahen Ebene, die Fläsche schneidet. Unter 
Vernachlässigung unendlich kleiner Größen höherer als zweiter Ordnung 
ergibt sich ein unendlich kleiner Kegelschnitt, der die Fläche in der Um­
gebung von P charakterisiert). 

Ähnliche Überlegungen können auch für die stereographische Projek­
tion anderer Flächen zvveiter Ordnung angewandt werden. Der Beweis der 
Kreistreue der stereographischen Projektion der Kugel ergibt sich aus dem 
soeben angeführten Beweis für das Ellipsoid. 

Denkt man sich die genannte Schnittfigur des Ellipsoides unendlich 
klein, so ersetzt in diesem Fall die Dupinsclze Indikatrix die Tissotsche 
Indikatrix. Wollte man die Letztere zur Anwendung bringen, so müßte man 
bekanntlich vorerst das Bild eines unendlich kleinen, am Ellipsoid gelegenen 
Kreises, bestimmen. 

Bezüglich der Anwendung der stereographischen Projektion in der 
Geodäsie seien gena nt: C. F. G a u ß' Werke 9. Bel.; K r ü g e r, Veröff. 
d. Preuß. Geod. Inst. Neue Folge Nr. 89; R o u s s i 1 h e, Emploi Des Co­
ordonnees Rectangulaires Stereographiques, Paris 1922. 
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2 .  Tissois lndilrnlrix 
Diese kann man am einfachsten mit Hilfe bekannter Beziehungen der 

affinen Transformationen ableiten. Es bedeuten: qJ, ), die geographischen 
Koordinaten eines am Rotationsellipsoid gelegenen Punktes P und x, y, die 
Kartenkoordinaten seines Bildpunktes P'. Die gegebenen Abbildungs­
gleichungen seien stetig, differentiierbar und voneinander unabhängig: 

Somit ist 

X =X ((f), ),) 
y = y (cp, /,) 

l iJx l iJ.r, [) r .T = iJcp ( qJ + d), ( ' 

011 011 du = 0� drr + a), c11, 

( 1) 

(2) 

Für einen beliebigen Punkt des Rotationsellipsoides sind die partiellen 
Diff.-Q. konstante Größen. Die Gln. (2) stellen somit die allgemeinen affinen 
Transformationsgleichungen dar, d. h. die Umgebung des Punktes P ist zur 
Umgebung seines Bildpunktes P' affin. 

Die Gln. (2) werden zweckmäßig so umgeformt, daß an Stelle der 
Winkeldifferentiale dtf!, d), Linienelemente kommen. Ist p der Krümmungs­
halbmesser des Meridians im Punkte P und r der Halbmesser des durch P 
gehenden Parallelkreises, so sind die Linienelemente im Meridian bzw. Par­
allelkreis pdcp bzvv. rd'A. Diese Größen führen wir an Stelle von dcp und d'A 
ein und müssen daher die entsprechenden partiellen Diff.-Q. durch p bzw. r 
dividieren. 

1 ox 1 iJx dx=--0 (cdcp) + -;:i� (rd/,) p Cfl ' f' UA 

i ay i ay dy = --0 (pd9) + --01 (nD,) p cp l' \ 

(2a) 

Wir schreiben diese allgemeinen affinen Transformationsgleichungen in üb­
licher Form: 

,J;' = al ,T, + /Jl !J 
y' = a2 X + /J2 !J (3) 

und beachten bekannte Eigenschaften: Ist x = ro oder y = ro oder x = y = 
= ro, so werden x' und y' unendlich groß, d. h. die unendlich fernen Punkte 
der einen Ebene entsprechen unendlich fernen der anderen. Ist x . y = 0 ,  
so ist x'  = y' = 0 ,  d. h. die Koordinatenanfänge des x, y- und des x', y'­
Systems fallen zusammen. Ist x = 0 oder y = 0, so ist x' =f 0 bzw. y' =f 0, 
d. h. die Koordinatenachsen fallen nicht zusammen. Die affine Transfor­
mation führt eine Kurve n-ter Ordnung in eine Kurve n-ter Ordnung über. 
Setzt man z. B. eine lineare Gl. y = mx + n in die Gln. (3) ein, so ergibt sich 
nach Elimination von x ebenfalls eine lineare Gl. in x '  und y'. Analoges gilt 
für Gln. zweiter Ordnung. Jeder Kreis der x, y-Ebene geht daher in eine 
Ku.rve zweiter Ordnung über, und zwar in eine solche, die nach der erst-
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erwähnten Eigenschaft ebenfalls keine reellen unendlich fernen Punkte auf­
weist, d. h. in eine Ellipse (Kreis wird als Ellipse mit gleichen Halbachsen 
angesehen). Denkt man sich einen Kreis mit umschriebenem Quadrat und 
den beiden die Berührungspunkte verbindenden Durchmessern affin trans­
formiert,so erhält man eine Ellipse mit einem umschriebenen Parallelogramm 
und einem Paar konjugierter Durchmesser (Kreismittelpunkt entspricht 
Diagonalschnittpunkt des Parallelogramms). 

Die Tissoi-Indikalrix ist daher eine Ellipse und ein beliebiges Paar 
aufeinander normaler Durchmesser des Einheitskreises entsprechen einem 
Paar konjugierter Durchmesser dieser Ellipse. Dem Paar aufeinander nor­
maler konjugierter Durchmesser (Hauptachsen) der Ellipse entspricht ein 
bestimmtes Paar aufeinander normaler Durchmesser des Einheitskreises. 

Es wird nun noch die bekannte Beziehung abgeleitet, die zwischen 
den Flächeninhalten eines Dreieckes und seines affin transformierten besteht. 
Sind die Koordinaten der Eckpunkte entsprechender Dreiecke x'11 y '1 ; 
x' 2 , y '  2 ; x' 3, y '  3 ; bzvv. x11 y1 ; x2 , y2 ; x3, y3 und ihre Flächen F' bzw. F, so i st :  

x '  1 
2 F' x' 2 

;c ' s 

u '1 
Y 12 
y'3 

1 
1 
1 

Cl1 :1'1 + b1 Y1 1 Cl2 X1 + b2 Y1 1  1 
a1 X2 + b1 Y2 , a2 X2 + b2 Yz, 1 
a1 X3 + b1 Ys , a2 X3 + b2 Ysi 1 

und nach Anwendung der bekannten Multiplikationsregel für Determinaten 
folgt : 

2 F' 

Somit ist 

C/1 bl 0 

(/2 b2 0 
0 0 1 

X1 Y1 1 
X2 Y2 1 
X3 Ys 1 

(4) 

Affine Transformation bewirkt also, daß alle Dreiecksinhalte und somit alle 
Flächeninhalte beliebig geformter Flächen (aus Dreiecken aufgebaut bzw. 
Grenzübergang bei krummer Begrenzung) mit einem konstanten Faktor cr, 

der Flächenverzerrung, multipliziert werden, was auch rein geometrisch 
leicht gezeigt werden kann. Bezeichnet man also die Halbachsen der Tissot­
Indikatrix mit a und b , so ist ihre Fläche bzw. die des Einheitskreises 
abrc bzw. 7t, somit : 

cr = a b (5) 

Noch einfacher gelangt man zu diesem Verhältnis, wenn man die 
doppelte Dreiecksfläche :  ab durch die entsprechende doppelte Dreiecks­
fläche : 1 . 1 dividiert. Nebenbei ist damit die Formel für die Ellipsenfläche 
aus der Formel für die Kreisfläche abgeleitet (A r eh i m  e d e s). 

Setzt man in Gl. (4) für a1, b1 , a2 , b2 die ursprünglichen Werte ein, so 
kommt man zu der von Tissot abgeleiteten Gl. : 

_ I (ox oy ox oy ) 
cr - - -----rp ocp ()), ()), ocp 

(6)  



Man erkennt, daß der Klammerausdruck, er möge D heißen, die Funk­
tionaldeterminate (Jakobi 1841) der Abbildungsfunktionen Gl. (1) dar­
stellt. Ist D = 0, so besteht bekanntlich eine Abhängigkeit zwischen den 
beiden Abbildungsfunktionen. Ist nämlich tatsächlich y = f (x) , so folgen 
die Gln. : 

�� = !' (x) �: ; �r = !' (x) �� 
die nach Elimination von f' (x) für D den Wert 0 ergeben. Ist D = 0, so wird 
die ganze Fläche des Rotationsellipsoides auf eine Kurve y = f (x) abgebil­
det; denn jedem Punkt des Ellipsoides entsprechen nach den Abbildungs­
gleichungen (1) Werte von x und y, die voraussetzungsgemäß auch die Funk­
tion !J = f (x) befriedigen. In diesem Fall ist nach Gl. (ß) cr = 0, was der 
Abbildung der ganzen Fläche des Rotationsellipsoides auf eine Kurve ent­
spricht. Jedem Kurvenpunkt sind sodann ro1 Punkte der Fläche zugeordnet. 

Bemerkt sei, daß diese Abbildungsart eventuell zur Vereinfachung der 
numerisch en Auswertung von Abbildungsfunktionen verwendet werden 
kann. Man kann nämlich auf die genannte ·weise das Ellipsoid auf zwei ge­
wählte Kurven (Kreise, Gerade) abbilden und etwa yon Z\vei festen Zentren 
ausgehend, analog der Photogrammetrie, entsprechende Strahlen schneiden. 

Die Sf!'eckenverzerrungen h, k des Meridian- und Parallelkreislinien­
elementes, d. h. die Längenverhältnisse der Abbildungen dieser Elemente 
zu ihren wahren Größen läßt sich aus den Gln. (2) ablesen, wenn man be­
achtet ,  daß für den Meridian /, = const „ d. h. d').. = 0 ; und für den Parallel 
cp = const„ d. h. dcp = 0 ist: 

h = Lj/(ax )+ (au )� ; k = .l_V(ax )2...i.. (a y )·i 
P acp acp „ a1, · a1, (7)  

Diese Streckenverzerrungen gelten für beliebige Meridian- undParallel­
kreislinienelemente, also auch für die im Meridian und im Parallel gelegenen 
Radien des Einheitskreises. Nach dem vorhin Gesagten sind also h und k 
die diesen Radien entsprechenden konjugierten Achsen der Indikatrix. 

Aus der durch GI. ( 4 )  dargestellten Eigenschaft affiner Transformatio­
nen erkennt man ferner, daß die Inhalte aller einer Ell ipse umschriebenen 
Parallelogramme untereinander gleich sind; denn die diesen entsprechenden, 
dem Kreis umschriebenen Quadrate sind konstant. Damit ist auch ein Satz 
von A p o  11 o n i u s bewiesen, der nach Tissot zur Berechnung der Winkel­
verzerrung J des rechten '7\Tinkel dient, welcher von den Meridian- und Paralle­
kreislinienelementen gebildet wird. Unter dieser Winkelverzerrung J ver­
steht er die Änderung des genannten rechten Winkels, sodaß der W inkel 
zwischen den entsprechenden konjugierten Achsen 90° ± J ist Also folgt 
aus dem Gesagten 

h k cos J = a b (8) 

Eine G l. zur Berechnung der Halbachsen a, b der Indikatrix erhält 
man durch Einsetzen des Wertes cr von GI. (5 ) in Gl. (ß ) .  Als zweite Gleichung 
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verwendet man bekanntlich einen weiteren Satz von A p o 1 1  o n i u s: Die 
Summe der Quadrnte eines beliebigen Paares konjugierter Halbachsen einer 
Ellipse sind konstant: 

1z2 + .k2 = a2 + b2 (9)  

\Vährend A p o 11 o n i u s seine Sätze aus planimetrischen Über­
legungen auf überaus bewundernswerte ·weise erschlossen hat, kann heute 
die Richtigkeit dieses Satzes bekanntlich leicht mit Hilfe der analytischen 
Geometrie nachgewiesen werden. Noch einfacher gelingt dieser Beweis mit 
den affinen Transformationsgleichungen : Wir schneiden den Einheitskreis 
.-r2 + y2 = 1 mit zwei aufeinander normalen Geraden : y ==--' 111.x und y = 
-- 1 /m . a�. Die Koordinaten der Schnittpunkte der ersten Geraden sind 
x2 = 1 : (1 + m2) und yz = m2 (1 + m2) .  Für die Schnittpunkte der zweiten 
Geraden ist y mit x und x mit y zu vertauschen. Quadriert man GI. (3) und 
setzt man für x und y die soeben berechneten Werte ein, so ergibt die Addition 
der beiden Gln. die GI. (9). Noch etwas einfacher wird der Beweis, wenn wir 
um den Mittelpunkt der Indikatrix einen Kreis mit dem Radius a legen, der 
somit perspektiv-affin zur Indikatrix ist und sodann wieder von den Schnitt­
punkten des Kreises mit zwei aufeinander normalen Geraden ausgehen. 

Die Extreme der Streckenverzerrungen sind identisch mit den Haupt­
achsen der Tissot-Indikatrix. Die Winkelverzerrungen sind in den Haupt­
achsen der Indikatrix = 0 ;  denn diese entsprechen den zugeordneten Durch­
messern des Einheitskreises. Die maximale \Vinkelverzerrung findet man 
nach Tissot, indem man den Mittelpunkt der Indikatrix mit dem des Ein­
heitskreises zur Deckung brigt und aus der Differenz zweier entsprechender 
Winkel ihren Maximalwert: sin w = (a -b) : (a + b) abliest. 

Gesc11 ichlliche Bemerkung: 

Die oben angewandten Grundbegriffe der affinen Verwandtschaften 
waren sch on E u  1 e r  und M ö b i u s bekannt, anf die auch der Name „affin" 
zurückgeht. L a m b e r  t stellte 1772 die ersten allgemeinen Untersuchungen 
über Kartenprojektion an (Ostwalds Klassiker Bd. 54). E u  1 e r  spricht 
schon in seiner 1 777 erschienen en Arbeit: „Drei Abhandlungen über Karten­
projektionen" (Ostwalds Klassiker Bd. 93) von Elementar-Rechtecken der 
Kugel, die unendlich kleinen Parallelogrammen der Ebenen entsprechen. 
Auf S. 7 dieser Arbeit schrieb er die Bedingung dafür, daß in der Karte die 
Meridiane normal auf den Parc1 llelkreisen stehen, genau nach den C a  u c h y­
R i e m a n  n ' s c h e n Diff.-Gln. an. Seine Gln. für die allgemeine Winkeltreue 
haben jedoch eine andere Form als letztere Gln. L a g  r a n g  e (1779) und 
G a u ß  (1822) (Ostwalds Klassiker Bd. 55)  lösten die Aufgabe der Abbildung 
zweier krummer Flächen aufeinander. Letzterer leitete auch die Diff.-Gl. ab, 
die zur konformen Abbildung zweier beliebiger Flächen führt. T i  s s o  t s Ver­
dienst ist es, die damals für die Kartenentwurfslehre u nbeachtet gebliebenen 
Erkenntnisse in einer einheitlichen praktischen Form dargestellt zu haben, 
was ihm durch Einführung seiner Indikatrix treffend gelang. (M. A. T i  s s o  t, 
Memoire sur la representation des surfaces et les projections des cartes geo-
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graphiques, Paris 1881. - Deutsch von E. H a  m m e r: „Die Netzentwürfe 
geographischer K arten" 1887). Man vergleiche auch L. D r  i e n c o u r  t et 
]. L a b o r  d e, Traite des projections des cartes geographiques, 1 932. 

3. C auchy-Riemannsche D ifferenlialgleiclwngen 

Während in den Lehrbüchern der Mathematik die Ableitung dieser 
Differentialgleichungen gewöhnlich von einem allgemeineren Standpunkte 
ausgehend behandelt sind, geschieht dies in der modernen K artenentwurfs­
lehre, indem man nach T i  s s o  t die Bedingung setzt, daß die Indikatrix ein 
K reis wird: a = b . 

Ohne Verwendung der T i  s s o  t -Indikatrix ·wird in den folgenden Zeilen 
ein anderer naheliegender Weg beschritten: in Fig. 2 ist ein von P ausgehen­
des, in der Tangentialebene von P gelegenes, im übrigen beliebiges Strahlen­
büschel 1, 2, 3 . . . i dargestellt, dessen K artenbild l ' , 2', 3', . . .  i' (Fig. 3 )  
ist. A ;  und A ;' sind die einander entsprechenden Azimute des i-ten Strahles. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung der Konformität kann aus­
gedrückt vverden durch: 

A ;' - A ;  = y oder A ; '  = A ;' + y 

wobei y ein für alle Strahlen konstanter Winkel ist. Daraus folgt 

_ tan A; + tan y 
tan A;' 

- 1 - tan A ;  tan y 

au iJy 
1 . a d'.f' + o) ro, 

ferner ist: tan A;' = 
c
l
y 

und nach GI. (2) tan A ; '  = 
iJ 

Cf! 
iJ

' 
e x  a; d + _JJ_ rD. iJcp Cf! iJx 

( 1 0) 

( 11) 

(12) 

aus den Glu. (12) und (11) folgt, wenn man beachtet, daß tau A; = rcD. : pdcp 
und tau y = sin y :  cos y :  

iJy iJy rd).. + sin y 
i)-r� d t' + -a � ([), l T A PC Cf! COS Y 
iJx d'p + iJx d).. 1 __ rd), sin y 
iJcp i)).. pd'.f' cos y 

Fig. 2 

.X 

/'COS yd).. + p sin ydcp 
pcos ydcp - rsin yd), 

1 

! // /,. ' �I 
P' 

Fig. 3 

(13 )  
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\Vir  lassen den in  der .Mitte stehenden Ausdruck unbeachtet und erkennen, 
daß diese Gl. für beliebige d), und d'f' nur bestehen kann, wenn: 

ay . ax ax 
l' .  cos y ' a).. 

=' p sm y ' ar.p 
= 'f' c6s y ' a), r sin y 

setzt man die cos y und sin y einander gleich, so ergeben sich die Cauchy­
Riemann'schen Diff.-Gln.: 

1 ax i ay 
P O'f' --,: ar.p 

( 14 )  i ay 1 ax 
P a), 

- - -
„ a), 

Zur Elemination der Radien p und r definiert man bekanntlich die 
i sometrische Breite ß nach der Beziehung 

p d r.p "'""' r d ß bzw. ß = (15) 

diese i st ,  wie schon in dem genannten \iVerk T i  s s o  t s erklärt ist und un­
mittelbar aus der Anschauung folgt , gleich dem Längenunterschied der 
Schnittpunkte einer 45°-Loxodrom e mit dem Parallel von der Breite qi und 
dem Äquator. 

Abschließend sei noch an das im ersten Absatz Gesagte erinnert , 
wonach der Inhalt vorliegender Schrift ein Versuch sein soll, einige bekannte 
Beziehungen der Kartenentwurfslehre auf einfachste und anschauliche Art 
zu beweisen. Ein kleiner Auszug aus der Literatur erwies sich dabei a ls 
Richter über die Priorität menschlicher Erkenntnisse. 

Referate 

Ausgleichung ohne Aufstellung der Gauß'schen Normalgleichungen 
von Prof. E. Stiefel *) 

Der Autor behandelt in dieser Arbeit eingeheild ein Verfahren zur Ausgleichung 
nach vermittelnden Beobachtungen ohne Aufstellung der Gauß 'schen Normalgleichungen. 

Dieses Verfahren läßt sich auf die Ausgleichung von bedingten Beobachtungen 
übertragen (der einfachen Schreibweise halber, ohne Beschränkung der Allgemeinheit, 
wird das Verfahren für drei Unbekannte betrachtet) . 

1 .  Das Verfahren liefert bei m Unbekannten nach m Schritten, d. h. bei m maliger 
Anwendung, die Unbekannten. 

2. Bei jedem der m Schritte wird die Fehlerquadratsumme vermindert, bis sie 
nach dem m ten Schritt ihr Minimum erreicht. (Also der Algorithmus kann nach weniger 
als m Schritten abgebrochen werden, wenn eine vorgegebene Genauigkeitsstufe erreicht 
ist.) 

3 .  Das Verfahren beginnt mit Näherungswerten X0, Yo · . . . Sind Xj, Yi . . .  die 
Näherungswerte für x, y . . . nach dem j ten Schritt, so nimmt, geometrisch gesprochen, 

* ) Erschienen in der „Wissenschaftlichen Zeitschrift der Technischen Hochschu le 
Dresden, 1953; S. 441 - 442. 


