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Es wird zur Vereinfachung der folgenden Ableitung vernachlissigt.
NE =FE tg2 oder ANEY% = 100 tg2 B
Bezeichnet man mit u die ausgefithrte Anzahl von Umdrehungen an der
N 2

Tangentialkippschraube, dann wird tg B = ——“2'50 2 und AEY = —2—(;%-0—
Aus der letzten Formelist ersichtlich, daf3 sich Hauptvisurneigungen bis zu
16 Umdrehungen der Tangentenschraube praktisch tiberhaupt nicht aus-
wirken. Die Dislanzmessung isi daher nichi an eine genaue Horizonlalvisur
gebunden.

Selbst bei Schrdgvisuren mit maximaler Fernrohrneigung (u = 33)
tritt nur ein Fehler von 0,49, der Entfernung auf. Vermeidet man durch
entsprechende Wahl des Aufstellungsplatzes extrem nach oben oder unten

u .k
~250.000
die in Grenzfillen auftretenden Abweichungen sofort bei der Aufnahme,
dann sind die verbleibenden Registrierungsfehler so klein, daf3 sie vernach-
lassigt werden konnen.

Die unter Punkt ¢ bis [ genannten Fehlereinfliissse wurden ebenfalls
einer mathematischen Untersuchung zugefiihrt. Thre Auswirkungen sind
so klein, daf sie lediglich theoretischen Charakter aufweisen. Auf die MeB3-
genauigkeit wirken sich praktisch nur die mechanischen Schienenuneben-
heiten und gréBere Fernrohrneigungen aus.

geneigte Visuren oder berticksichtigt man nach der Formel AE =

(SchluB folgt.)

Zur rechnerischen Durchfithrung des Vierpunktverfahrens

Von W. Wunderlich, Wien

Unter der Voraussetzung ebenen Gelindes ist der geometrische Zu-
sammenhang zwischen Kartenbild und Luftbild bekanntlich ein kollinearer
und daher vollkommen bestimmt, wenn vier Geldndepunkte in beiden Bil-
dern identifiziert werden konnen, wobei lediglich die Einschrdnkung zu be-
achten ist, daB3 diese Punkte ein echtes Viereck bilden miissen, also keine
drei in einer Geraden liegen diirfen. Die Ubertragung weiterer Punkte aus
einem Bild in das andere ist dann in eindeutiger Weise moglich und wird
unter der Bezeichnung ,,Vierpunkiverfahren in der Praxis hdufig ange-
wendet 1), Dem Verfahren kommt insofern weitergehende Bedeutung zu,
als es auch bei beschridnkten Abweichungen des Geldndes oder einzelner
Objekte von der Ebene mit guter Genauigkeit anwendbar bleibt.

Die konslruklive Durchfiihrung dieser Aufgabe geschieht am bequem-
sten mittels der ,Papierstreifenmethode®, die auf der Doppelverhéltnis-
gleichheit entsprechender Strahlenquadrupel in zugeordneten Strahlbiischeln

1) Vgl etwa K. Schwidefsky, Einfilrung in die Luft- und Erdbildmessung
(Leipzig /Berlin, 2. Aufl. 1939), S. 67 ff.
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beruht. Wiahrend diese zeichnerische Methode allgemein geldufig ist, scheint
eine zweckmaBige rechnerische Durchfiihrung der Aufgabe weniger bekannt
zu sein, obwohl gelegentliches Bediirfnis danach besteht. Es ist daher der
Zweck der folgenden Zeilen, einen brauchbaren und vor allem bequem und
tibersichtlich zu handhabenden Rechengang aufzuzeigen.

Fithrt man in der Karten- bzw. Luftbildebene unabhédngig voneinander
kartesische Normalkoordinaten «, y bzw. &', y’ ein, so wird jeder kollineare
Zusammenhang zwischen den beiden Ebenen bekanntlich durch linear-
gebrochene Transformationsgleichungen von der Bauart

(1) o apx’ + by 4o g o '+ by y + ¢
agx’ +byy + e’ Y azgx’ + by y' + ¢y

beschrieben. Setzt man die Transformationsgleichungen zunédchst mit un-
bekannten Koeffizienten an und trdgt anschlieBend die Koordinaten der
vier bekannten Kartenpunkte 7, 2, 3, 4 und ihrer entsprechenden Bild-
punkte 7/, &', 3’, 4’ ein, so gelangt man zu insgesamt acht linear-homogenen
Bestimmungsgleichungen fiir die neun Koeffizienten, die sich daraus bis auf
einen gemeinsamen Faktor bestimmen lassen, welcher jedoch beliebig fest-
gesetzt werden kann. Die Aufldsung dieses Gleichungssystems erfordert aller-
dings (trotz spezieller Bauart) einen betrdachtlichen Aufwand, und selbst nach
dessen Bewiltigung sind die zu bentitzenden Transformationsformeln (1)
nicht sehr bequem zu handhaben. Der beschriebene Vorgang, wie ihn bei-
spielsweise P. T h a m vorschldgt 2), ist demnach kaum zu empfehlen. ——
S. Finsterwalder verwendet statt Normalkoordinaten schiefwink-
lige 3), deren Achsen jeweils mit zwei Gegenseiten der Grundvierecke zu-
sammenfallen, wodurch sich die Anzahl der Transformationskoeffizienten
um vier vermindert. Der Rechenaufwand wird dadurch zweifellos ver-
ringert, doch darf nicht {ibersehen werden, daf3 das direkte Ausmessen und
Auftragen schiefwinkliger Koordinaten eine mifBliche Angelegenheit ist,
anderseits eine Riickkehr zu Normalkoordinaten zusdtzliche Transfor-
mationsgleichungen bedingt. Auch dieser Arbeitsgang ist also ziemlich um-
stdndlich.

Der nachstehend entwickelte Vorschlag, der jegliche Auflésung linearer
Gleichungssysteme umgeht, lduft darauf hinaus, drei der Angabepunkte --
etwa 1, 2, 3 in der Kartenebene — als Ecken eines ,,Fundamenialdreieckes*
anzusehen und zur Festlegung jedes weiteren Punktes P dessen ,,Fldchen-
loordinalen f, == N\ 23P,f, = A 31P, f; = A 12P heranzuziehen (Abb.1).
Diese spezicllin der Dreiecksgeometrie vielfach bewédhrten Koordinaten hat
schon A, F. Mdbius in seinem ,,Baryzentrischen Kalkiil (1827) ein-
gefiihrt 4); sie gestatten ndmlich neben der geometrischen Auffassung auch

2) P. Tham, Die vollstindige Losung des Riickwdrtseinschnitts. Z.. f. Vermessungs-
wesen 72 (1943), 216.

3) S. Finsterwalder, Uber die Konstruktion von Héhenkarten aus Ballon-
aufnalimen. Sitzungsber. Bayer. Akad. Wiss. 30 (1900), 149.

49 A. F. Mo6bius, Gesamntelte Werke (Leipzig 1885), . Bd. I, S. 50 ff.
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eine bemerkenswerte mechanische Deutung: Denkt man sich in den Fun-
damentalpunkten 7, 2, 3 der Reihe nach die Massen f,, f,, {3 (oder dazu pro-
portionale) konzentriert, so fillt ihr Gesamtschwerpunkt gerade nach P.

Abb. 1

In der Tat teilt ctwa der Schwerpunkt P des Massenpaares f,, /5 die Seite 23
im Verhiltnis 2 P: 3 P = — [ [,, liegt also auf der Geraden 1 P, die ja die
Flache des I'undamentaldreiecksim gleichen Verhéltnis teilt. — Die Flachen-
koordinaten sind selbstverstindlich, dem Umlaufsinn der betreffenden Teil-
dreiecke entsprechend, mit Vorzeichen versehen und nur fir Punkte im
Inneren des Fundamentaldreiecks durchwegs positiv. Bei AuBenpunkten
muf} die mechanische Interpretation das Auftreten negativer Massen zu-
lassen 5).

Die Flachenkoordinaten des vierten Angabepunktes 4, erkldrt durch
die Dreiecke 234, 314 und 124, seien mit ¢;, e, und e3 bezeichnet. Die Gerade
14 schneidet die Seite 23 in einem Punkt 4 und teilt dieselbe im Verhdltnis
24: 34 == —ey: ¢,. Das Doppelverhillnis der vier von I der Reihe nach nach
2, 3, 4 und P zielenden Strahlen 148t sich mithin — unter Heranziehung
ihrer Schnittpunkte mit der Gegenseite 23 — einfach durch die Fldchen-
koordinaten ausdriicken:

2) 1(234pP) = (234P) = 24 2P _ e DL
34 3P ey fa €y ey

2

Geht man nun in der Luftbildebene ganz analog vor (die entsprechen-
den GroBen durch einen Akzent unterscheidend), so erhdlt man auf Grund
der durch die Kollineation bedingten Doppelverhilinisgleichheil 1 (234 P) =
=1 (23 4 P') im Hinblick auf (2) die Beziehung
: Lo s _ 1. [
o) Lo Lo Ts

ey ey

N
L W

8) Flachenkoordinaten wurden gelegentlich bei der affinen Ubertragung heran-
gezogen; vgl. Lerche, Zur Ubertragung von Dreiecksmaschen mit Hilfe von Achsen-
abschnillen der Ecktransversalen. Nachr. Reichsverm.dienst 1944, 152,
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Hierzu treten durch zyklisches Weiterrticken zwei dhnliche gleichwertige
Beziehungen, die sich miit (3) zusammenfassen lassen zu

: PR S
e; ey e ey ey ey

() b b

Nachdem sich nun der Ubergang von kartesischen Koordinaten zu
Flichenkoordinaten in beiden Richtungen recht einfach vollzieht, so er-
tffnet sich auf Grund der Schliisselglcichung (4) folgender Weg zur Uber-
tragung eines Luftbildpunktes P’ (2’, y’) in die Karte nach P (z, y):

Man bestimmt zundchst die Flichenkoordination f’; von P’ in bezug
auf das Fundamentaldreieck 1’ (2'y, y’,), 2’ (2’5, y'y), 3" (z's, y'3) nach dem
Muster

.’U/ !j’ ]
(5) 2 fl' — 332'5/2'1 J— Allll," 4 Blly/ 4 Cl’ ust.
g’ ys' 1
mit A, =y, —yy, By =ay"—a)/, Cf = yy' —ay’ y," ush.

Durch Einsetzen der Keordinaten des vierten Grundpunktes 4’ (x,', y,’)
fir 2’, y’ in (5) erhdlt man dessen Fldchenkoordinaten e/ vermoge

(6) 2 = Az + By + €, ust.

In gleicher Weise berechnen sich in der Kartenebene die Flichenkoordinaten
e; von 4 in bezug auf 123 nach dem Muster

(1) 2e;=Aywq+ Biyy + G
mitd; =y, — ys, By =y — i, () =ity Y3 — 23y,
Nun konnen auf Grund von (4) die Verhdltnisse der Flichenkoordinaten
fi von P angegeben werden:
¢y e

(8) [1;f2;/3:c%1,f1’; NN

Co €3

Fiir die Berechnung der kartesischen Koordinaten des Punktes P, die auf
Grund der baryzentrischen Deutung vermoge

_ L F fos -+ [y — frys + ey + [ Us
fr + 1.+ 1s ’ Jv + 12 1

zu geschehen hitte, benttigt man aber nur die Verhédltniswerte, soda man
in diesen Formeln statt der f; einfach die VerhéltnisgroBen f;’e;fe;’ ein-
setzen kann; man bemerkt dariiber hinaus, daB man statt der Fldchen-
koordinaten f;/, ¢/ und e; auch gleich ihre in (5), (6) und (7) vermerkten
doppelten Werte verwenden kann.

Da bei der Ubertragung mehrerer Punkte die Transformationskoeffi-
zienten in (5), (8) und (9) konstant sind, so vollzieht sich der Rechengang
nach Erledigung der Vorarbeiten — die, wie schon hervorgehoben wurde,

(9) z

i
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keinerlei Gleichungsauflésung verlangen — durchaus fliissig und in einer
Weise, die leicht protokollarisch zu schematisieren ist und insbesondere auch
fiir Rechenautomaten einfach programmiert werden kann.

Der in der projektiven Geometrie Bewanderte sieht natiirlich, dal
das auseinandergesetzte Verfahren im wesentlichen auf die Einschaltung
homogener projektiver Koordinalen hinauslduft, die sich auf die Fundamental-
dreiecke 123 bzw. I’ 2’ 3’ und die ,,Einheitspunkte‘‘ 4 bzw. 4’ griinden. Diese
Koordinaten & bzw. &’ sind zu den GroBen f;/e; bzw. [;’[e;' proportional
und stimmen fiir kollinear entsprechende Punkte in den Verhiltnissen
iiberein [vgl. (4)]. Auch diese Auffassung fiihrt aber bei expliziter Durch-
fithrung auf die hier in einer dem Anschauungsbediirfnis des Praktikers
gemdfen Weise elementar abgeleiteten Formeln. — Den Betrachtungen
waren kartesische Normalkoordinaten z, y und ', y’ zugrundegelegt worden,
doch behalten alle Formeln auch fiir schiefwinklige Koordinaten (und ver-
schiedene MaBeinheiten) ihre Giiltigkeit,

Einige Worte mogen noch speziell der Bestimmung des Bild- und
Kartenhorizonts gewidmet werden, wofiir K. Kil1lia n kiirzlich eine ein-
fache Vorschrift mitgeteilt hat ).

Der Bildhorizoni-ist jene Gerade in der Luftbildebene, die der Fern-
geraden der Kartenebene entspricht. Diese Gerade ist offenbar durch das
Verschwinden der Nenner in (9) gekennzeichnet, fithrt also wegen (8) auf
die Bedingung
(10) SRR =0,

Setzt man hierin fiir die f;” die Ausdriicke aus (5) ein, so hat man bereits die
Gleichung des Bildhorizontes in den kartesischen -Koordinaten z’, y’.

In analoger Weise 148t sich der I(arienhorizonl ermitteln, der in der
Kartenebene der Ferngeraden der Luftbildebene zugeordnet ist; es sind
lediglich gestrichene und ungestrichene Groflen zu vertauschen. Man kann
sich aber auch direkt zwei Punkte X und Y des Kartenhorizonts verschaffen,
indem man einmal 2’ bei festem y’ und das andere Mal y' bei festem a’ iiber
alle Schranken wachsen 1af3t. Im ersten Fall erhdlt man zufolge (5) in der
Grenze fi’ ' fy ifs’ = A, 1 Ay 1 Ay, im zweiten Fall [’ : fo i fs' = B,": By’
:B3’, und bestimmt dann mit diesen Werten iiber (8) und (9) die Koordinaten-
paare jener Horizontpunkte X und Y, die den Fernpunkten der z’- und
y'-Achse zugeordnet sind. Weitere, unter Umstdnden giinstiger liegende
Horizontpunkte konnte man durch Linearkombination mittels

(11) B h ol = (A By (Ay + A BY) (A 4 X By)
bei beliebigem (geeignetem) A bekommen.

%) K. Killian, Beitrag zur geometrischen Bestimmung der Lotrichtung in der Luft-
bildmessung. Osterr. Z. f. Vermessungswesen 44 (1956), 79.



