Paper-1D: VGI_195615

Die Fehlerfortpflanzung beim mehrfachen Einschneiden

H. Beyer !

1 Wien

Osterreichische Zeitschrift fiir Vermessungswesen 44 (4), S. 97-105

1956

Bib TEX:

O@ARTICLE{Beyer_VGI_195615,

Title = {Die Fehlerfortpflanzung beim mehrfachen Einschneiden},
Author = {Beyer, H.},
Journal = {{\"O}sterreichische Zeitschrift f{\"u}r Vermessungswesen},

Pages = {97--105},
Number = {4},

Year = {1956},
Volume = {44}

}

L



OSTERREICHISCHE

TEITSCHRIFT FUR VERMESSUNGSGESEN

Herausgegeben vom

OSTERREICHISCHEN VEREIN FUR VERMESSUNGSWESEN
Offizielles Organ

des Bundesamtes fur Eich- und Vermessungswesen (Gruppen f. Vermessungswesen),
der Osterreichischen Kommission fir die Internationale Erdmessung und
der Osterreichischen Gesellschaft fir Photogrammetrie
REDAKTION:

0. 6. Prof. Dipl.-Ing. Dr. techn. H. Rohrer
Président i. R, Dipl.<lng. K. Lego und Doz Dr. Karl Ledersteger

Nr. 4 Baden bei Wien, Ende August 1956 XLIV. Jg.

Die Fehlerfortpflanzung beim mehrfachen Einschneiden

Von H. Beyer, Wien

Bei vielen geodidtischen Arbeiten ist es notig, die Lage von Neu-
punkten durch mehrfaches Einschneiden zu bestimmen; oft erscheint es
dabei wiinschenswert, die Lagegenauigkeit eines auf diese Weise fest-
gelegten Punktes zu untersuchen. Bisher standen hiefiir die im Rahmen
der Ausgleichsrechnung entwickelten Formeln zur Verfiigung, in die jedoch
nur die Fehler der Schnittrichtungen eingehen, wihrend jene der Fest-
punkte unberiicksichtigt bleiben. F'. Ackerl hat. fiir die fundamentale Auf-
gabe des einfachen Vorwértsschnittes und des einfachen Riickwiértsschnittes
in einer Reihe von Verdffentlichungen die Auswirkungen untersucht, wenn
fehlerhafte Festpunkte vorliegen.

Bei iiberbestimmten Schnittaufgaben werden die Verhdltnisse jedoch
schnell verwickelt und untibersichtlich, da jeder weitere AuBenpunkt P;
die mittleren Koordinatenfehler (m,); und (my); und den mittleren Fehler
der Schnittrichtung (my)e beitrdgt; fiir die Praxis erscheint es jedoch aus-
reichend, Ndherungsformeln zu entwickeln, die vor allem fiir Fehlerabschit-
zungen verwendbar ‘sind. Unter der Annahme, daf3 die einzelnen Fehler der
Bestimmungsgrolen unabhédngig voneinander sind, was in aller Strenge
allerdings nie der Fall ist, konnen die Koordinaten des mehrfach ein-
geschnittenen Punktes P, als FFunktionen der Bestimmungsgroen ai, y;
und ¢; ausgedriickt und anschlieBend nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz
behandelt werden. Die Aufstellung der entsprechenden Gleichungen, ndmlich

370:f (‘Q‘.i: i CPUi) (])
und  yo=y¢ (@, yi, oo) fir i=1,2,3 .. .n (2

macht jedoch bei mehrfachen Schnitten erhebliche Schwierigkeiten und
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fithrt zu Ausdriicken, die fiir die weitere mathematische Behandlung nicht
geeignet erscheinen; hingegen ist es leicht méglich, die Koordinatenabstdnde
A 2z, und A y, des gesuchten Punktes Py von einem Ndherungspunkt P’
explizit anzugeben. Die Koordinaten von P, sind fehlertheoretisch ohne
Bedeutung, da dessen Lage beliebig gewdhlt werden kann, so dafl sich in
den Gleichungen
zy =2y + Az (3)
und  yo= Yo' + Ay (4)
die Untersuchung der Fehlerfortpflanzung jeweils auf den zweiten Teil der
rechten Seite beschrinken kann. Man findet daher die abgeleiteten Fehler
des mehrfach eingeschnittenen Punktes, wenn man in den Ausdriicken

(l@o_dA(LO—E (agjo dw; +

aAmo (lyi _l_ aaAcpr . dﬁpoi) ot
0i

Z (X{ oday + Y dys + KL dypo)
und i=1

o [OAL ONI OAL ‘
d!/0=dAUo:2( 6${0'(lwi+ ()U'i/".(ly;—{— C)%{O.dcpm):

i=1

n

:2 (_Yi” . (IfL‘i + Yvi” . (Iyi + [{i” . (ICPoi)

i=1
die neu eingefiihrten Koeffizienten X, ¥ und K bestimmt und anschlieBend
die Fehler der AuBenpunkte und der Richtungen einsetzt; die Berechnungen
dazu werden nach den einzelnen Schnittmethoden getrennt aufgefiihrt.

a) Die Fehlerforipflanzung beim mehrfachen Vorwdrisschnill

Bekanntlich lassen sich bei dieser Aufgabe die Abstinde vom Nihe-
rungspunkt durch die Ausdriicke

o [ew.1] _ [bb] [aw] — [ab] [bw]
A% == T 1] = [aa] [bb] — [ab] [ab] (6)
und
B [bw 1] [ed [bw] — [ab] [aw]
AYo= "y 1] = [aa] [00) = [ab] [ab] (6)
darstellen, worin ¢ und b die Richtungskoeffizienten der Form
(yi — Yo')
i — €L 7 7 7
O P P "
und )
I)i:— e, (wi_a:O) 7 8
T = @ P )
bedeuten und w; der Widerspruch ist, der nach der Gleichung
w; = arc tan L —Yo_ _JO — Po; (9)

.’L—a/g
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berechnet wird. Die Richtungskoeffizienten und die Widerspriiche sind
jeweils Funktionen von a;, y; und ¢4; in den Gleichungen (5) und (6) liegt
daher bereits eine explizite Darstellung vor, die nach den eben genannten
Variablen abgeleitet werden kann. Es ist vorteilhaft, zuerst die Bestim-
mungsgleichungen (7), (8) und (9) nach den Unbekannten partiell zu diffe-
renzieren, wobei man folgende Ergebnisse erhilt:

d“ﬂi - 1 . ) a(loi . 1 9 s d([oi - .

aa:i - + F . 2(101 bOl ) ayi - + pcc . (bOI i ) ) -Wm =0 s

dbni o 1 9 9 abOi - 1 abm . .

ox; =+ —5; . (boi — y; ), —ayi ——E; . 2 ay bo; , —aCP(]i =0 (10)
dlUi all)i . dlUi .
d—l‘i_—(lm y 7!]:— b(), R —(E—_l

Die Zusammenstellung zeigt, daBl die partiellen Ableitungen der
Richtungskoeffizienten ao und by nach z; und y; wesentlich kleiner sind
als alle anderen GréBen, da im Ergebnis stets der Faktor [ /pe vorkommt;
die totale Differentiation der Formeln (5) und (6) wird wesentlich verein-
facht, wenn man diese Ableitungen gleich Null setzt, wodurch sich brauch-
bare Nidherungsformeln ergeben. Als Beispiel sei die partielle Ableitung
von [aw] nach a; angefiihrt, um den prinzipiellen weiteren Rechnungsgang
anzudeuten. Man erhdlt hiebei

o[aw] 0 Odoi ow;
= = (g W) + App o+ . . .+ oit0; + . . .+ Uga ) = W5, —5— + Ugj . ——
oz; oz; ( S l0n) " Oy 0 o,

worin flir die Ndherung der erste Term Null gesetzt wird, so daB sich der

einfache Ausdruck

d[a
[(;l:)] = — o; Uo; (1 1)

ergibt. Analog sind die tibrigen Ableitungen zu bilden und in die total
differenzierten Formeln fiir xy und y, einzusetzen. Damit ist die Fehler-
fortpflanzung in z, fiir einen mehrfach vorwirts eingeschnittenen Punkt
durch die Koeffizienten

X =+ % - @i + (aoi [bb] — boi [ab]) = agi KK (12a)
Yi=+ % + boi + (a0 [0D] — be; [ab]) = boi K (12b)
K= + 17 . (e [bb] — boi [ab)) (12¢)

gegeben; fiir die Koordinate y, ist sie durch die GréBen

X' =+ —117 . ag; - (boi [ad] — ag [ab]) = aoi K" (13a)
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Yvi'= + % < boi + (boi [aa] — aoi [ab]) = bei I (130)
K" = 4 % - (boi [aa] — a.; [ab]) (13c)

bestimmt, worin der Buchstabe D die bekannte Determinante ([aa] [bb] —
[ab] [ab]) bedeutet. Die im Endresultat jeweils verbleibende GroBe K, K’
fir die Koordinate 2, und '’ fiir y,, stellt den Kehrwert eines Richtungs-
koeffizienten dar, der jedoch dic Auswirkungen aller Schnittrichtungen in
sich trigt. Der Wert K ergibt daher mit einem Winkelwert multipliziert
eine Lidnge, da er die Dimension Lédnge/Sekunden hat; soll jedoch mit
einer Linge vervielfacht werden, also mit dz;oder dy;, soist I{ vorher durch
den entsprechenden Richtungskoeffizienten ay oder by in ein WinkelmaR
zu Uberfiihren.

Eine Kontrolle der oben angegebenen Formeln ist durch folgende
Uberlegung leicht moglich: Verschieben sich alle AuBenpunkte um einen
bestimmten Betrag de, so muB sich auch P, um diesen Betrag verlagern,

d. h. es muB Zn A/ =1 und i A" = 0 sein, was sich leicht iiberblicken
14Bt; ebenso i:lfﬁr ein bestiml:l‘ltes gemeinsames dy entsprechendi Yy =0
und ¥ ¥/ =1 -

iB;e Fehlerfortpflanzung in einem mehrfach eingeschnittenen Punkt
ist daher durch die Formeln

dzy = ZK - (aoi dai + boi dyi + Pui) (14)
i=1
und n
dy, = DI . (ag da; + Doy dyi + dpu;) (15)
i=1

gegeben, die durch Einfithrung der mittleren Fehler die Formen

(my)§ = ZK’z. (aoi® (My)i2 + boi? (my)i2 + (Mg)ei®) (16)

i=1
und

(my E IG"2 L (ag? (my)i2 4 Do (my)2 + (mg)oid) (1)

i=1

crhalten. Die bisherigen Ergebnisse und insbesondere die Erklirung der
I{-Werte lassen den SchluB zu, da3 die Formeln (14) bis (17) fiir alle Schnitt-
verfahren gelten und jeweils nur die entsprechenden Gréen I’ und K"’
einzufiihren sind.

Da der Ausgleich mehrfacher Schnitte oft graphisch durchgefiihrt
wird, wobei die einzelnen Richtungskoeffizienten, die Widerspriiche und
die notwendigen Produkt-Summen konstruktiv gefunden werden, sei fiir die
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I{-Werte eine Moglichkeit der zeichnerischen Darstellung kurz angegeben:
Man legt durch den Punkt P’ Parallele zu den Koordinatenrichtungen und
tragt darauf die Werte [aa]/D, [ab]/D und [bb]/D in einem entsprechenden
MaBstab so auf, wie es in Fig. 1 angezeichnet ist. Anschliefend projiziert
man die Endpunkte der aufgetragenen Strecken auf die jeweilige Schnitt-
richtung . Aus den Formeln (12¢) und (13c) geht durch einfache Um-

laa] [bb)  [ab] _ [ab]

D D D p <9

=
=

= |
-
X2

Fig. 1

formung hervor, daf3 jeweils die Projektionen von verschiedenen Koordi-
natenachsen zusammengehoren (Fig. 2), wobei K’ mit [b0]/D und K’ mit
[aa] /D zu bilden ist. Die graphische Summe und das Vorzeichen derselben
kann durch die in Fig. 1 und 2 zusitzlich eingezeichneten Pfeile gefunden
werden, wenn man folgende Regel berticksichtigt: Sind die Richtung der
Projektionssumme und die Schnittrichtung gleich, so ist der entnommene

Wert, der die Grofle % . K/ bzw. Socic . Iy’ hat, positiv, ansonsten negativ.
Fall: [ab]/D > 0 Fall: [ab]/D < 0
« X

A
o

N
AN

Y

X P
. )(L\,ﬂ Sy N . Thbl /D
R o = e D) ; SN
// y .% — g

oD

. .
fa

Fig. 2
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b) Die Fehlerfortpflanzung beim mehrfachen Riickwdrtsschnitl

Die Entwicklung der Formeln fiir den mehrfachen Riickwértsschnitt
1aBt sich auf den schon besprochenen Fall zurtickfithren, wenn man die
reduzierten Koeffizienten und Widerspriiche, nimlich

Ay = ag— [—,(g By = boi — u und  Wo = woi — [_zlu_] (18)

verwendet; dadurch behalten die Bestimmungsgleichungen fiir 2, und y,,
ndmlich die Formeln (5) und (6), ihre Gestalt und k6nnen analog nach den
Variablen z;, y; und ¢ abgeleitet werden. Die partiellen Ableitungen der
reduzierten Koeffizienten A und By; seien zur Vereinfachung wieder gleich
Null gesetzt, so da3 nur die Differentiation der Summen [AW] und [B W]
von Interesse ist. Der prinzipielle Gang der Rechnung sei durch partielle
Ableitung der Summe [AW] nach a; gezeigt: Zuerst fithrt man dazu die
urspriinglichen Richtungskoeffizienten ein und spaltet unter Anwendung
‘bekannter Regeln in einzelne Ableitungen auf, was der Reihe nach die
Ausdriicke '

AW ' 0 0 d[t
I [()m‘iI] _ aimi([aw] o [a] [ ]) Ofaw] [w] d[a] [a] O[w]

T Ox; n ' ox n = ox;

ergibt, worin anschlieBend die Summen in die einzelnen Posten, nimlich

W
0[31%‘ ] ()67 (tgy 3 + gy 10y CFagwi A g w,) —
d A+
[i?] ox ,(“ol T @ + ot on) —

—I:’(—-:]'—(')a—.’,ti(wl_*_wz_*_.”+wi+"'+wn)

aufgelost werden; nunmehr sind die Glieder, die die Variable x; enthalten,
herauszugreifen und zu differenzieren, was zu dem einfachen Endergebnis

Jd[AW] Jdag; ow; [w] dag [da % .
COw; =i 0z; + i s Oz, n T odx; n l Ox

[(]

(19)

= — g Qoi + o — = — y; flOi

fithrt. Der weitere Rechengang erfolgt analog dem letzten Kapitel, wodurch
man die fiir den mehrfachen Riickwirtsschnitt geltenden K{-Werte erhilt.
Es sind dies die Ausdriicke

K/ =+ . (Aa[BB] — By [AB)) (20)

und

I = + 1. (By [AA] — Ag [AB) (21)
mit D = [AA] [BB] — [AB][AB] ,
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die den gleichen Aufbau wie die Formeln (12c) und (13c) zeigen. Die Ver-
schiebung bzw. die Lagegenauigkeit eines mehrfach riickwérts eingeschnitte-
nen Punktes in Funktion der dx;, dy; und dgy; ist daher durch die Formeln
(14) bis (17) ausgedriickt, in die jedoch nun die I{-Werte der Gleichungen
(20) und (21) einzusetzen sind.

¢) Die Fehlerforlpflanzung beim kombinierten Einschneiden

Bei der Ableitung der entsprechenden Formeln fiir den kombinierten
Einschnitt ist zu beachten, daf sich die Koeffizienten der Normalgleichun-
gen jeweils aus zwei Produkt-Summen in der Form

2] = [aaly + [4A1e = [aaly + [aale — 53¢, (a)e (22)

zusammensetzen, worin der Index V die ,,vorwirts’, der Index R die ,,riick-
wirts’ schneidenden Strahlen anzeigt. Die Ableitungen nach den Variablen
#;, yi und ¢@q; lassen sich leicht angeben; so ist etwa die Differentiation von
[2IID] nach a; gleich der Summe der entsprechenden Ableitungen von [aw]y
und [AW]g, die schon in den vorhergehenden Kapiteln behandelt wurden,
so daf3 sich daher der Ausdruck

0[] _

Ot — (a0 ai)v — (aoi Aoi)r (23)

durch Zusammensetzung der Gleichungen (11) und (19) ergibt. Beachtet
man, daf3 fiir ein und dieselbe Richtung (¢y)v gleich (ay)r ist, so kann man
a,; in obiger Formel herausheben und erhilt als Ergebnis

IRW) _

om = o ((am)v + <Am)R) .

Fiir einen nur vorwirts beobachteten Strahl geht diese Gleichung in die
Formel (11) iiber, fiir einen nur riickwérts beobachteten Strahl hingegen
in Formel (19). Die K-Werte fiir den kombinierten Einschnitt sind somit
durch

o=t {(<am)v + (Aa)e) (58] — ((uly + (Bl [MBJ}
und

I {((boov o+ (Bule) [220] — ((am)v + <AOi>R) [m%]}
mit D = [RA] [BB] — [AB] [AB)]

gegeben; durch Einsetzen in Gleichung (14) und (15) oder Gleichung (16)
und (17) erhdlt man die gewlinschten Endformeln.

Die Er.ebnisse dieser Entwicklungen erlauben, die Fehlerfortpflanzung
bei mehrfach eingeschnittenen Punkten niherungsweise fiir jede gestellte
Aufgabe zu rechnen, da Beobachtungen nach Winkeln durch bekannte Um-
formungen auf die behandelten Fille zurtickgefiihrt werden konnen. Wihlt
man zweckmiflige Dimensionen, etwa Dezimeter fiir die Koordinatenfehler
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und Kilometer fiir die Punktentfernungen, so 148t sich die gesamte Be-
stimmung mit Hilfe des vorher gerechneten oder gezeichneten Ausgleichs
am Rechenschieber in relativ kurzer Zeit durchfithren, was fiir die Praxis
einen wesentlichen Vorteil bedeutet. Die Losung der behandelten Aufgabe
erlaubt eine Fiille von Anwendungen auf andere Gebiete, die weiteren Ar-
beiten vorbehalten bleiben miissen; als erste davon wird eine umfangreiche
Abhandlung iiber ,,Die Kontrolle langer offener Polygonziige durch Fern-
ziele'* als Sonderheft dieser Zeitschrift demnéchst erscheinen.

Anhang: Beispiel

Fiir das Beispiel wurden mit Absicht die einfachen Verhdltnisse eines
vierfachen Vorwdirtsschnittes gewidhlt, bei dem zwei Visuren nahezu mit
den Koordinatenrichtungen {iibereinstimmen, da die Fehlerfortpflanzung
dabeiam-leichtesten zu iibersehen ist. In der beigelegten Kartierung (Fig. 3)
sind die mittleren Fehler der Festpunkte stark vergroBert als positive
Strecken eingetragen, wihrend der mittlere Richtungsfehler jeweils schema-
tisiert dargestellt wurde.

1 km

Entfernungen

1dm
—tem
AN Hitttere Fenler

Fig. 3

Aus dem vorhandenen Ausgleich wurden die Richtungskoeffizienten
und deren Produkt-Summen entnommen, wihrend die Lagefehler der Fest-
punkte dlteren Manualen entstammen; auf Grund des verwendeten Instru-
mentes wurde schlieBlich m, mit 4 30c angenommen. Um die Ergebnisse
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b\e@onderS anschaulich zu machen, wurden die einzelnen Koeffizienten nach
den Formeln (12) und (13) gerechnet und dann erst in die entsprechenden
Endformeln eingesetzt.

Angaben:
(Punktentfernungen in /m, Lagegenauigkeit in dm)
P to; Doi (m,); (my); Produkt-Summen
P, —19,6 + 3,7 + 2,5 + 1,3 [aa] = 455
P, | + 22 | — 107 11,8 41,4 [ab] = — 106
Py | 4+ 65 | — 47 11,2 120 [bb] = 168
Py | o+ 49 | + 42 1 0,8 41,4 D= 652.10°
Ergebnisse:
l‘ ‘Xl )/I I{I A:\-'/I )‘,’// I{//
1 +0,87 | —0,17 | —0,045 || + 0,12 | —0,02 | — 0,006
2 — 0,03 40,13 | —0,012| —0,16 | + 0,76 | — 0,071
31 4006 | —o0,04 | 40009 —o0,14 | +0,10 | —0,022
4 L+ 010 | +008 | +0,019 | +018 | + 0,16 | + 0,037
Probe:| 1,00 | 0,00 | 0,00 1,00 |

4
(my)d = 2 (X2 ()2 + Y2 (my)? + G2 (mg)a?) =
=1
— (4,73 4 0,00 + 0,00 + 0,01) -+ (0,05 + 0,03 4 0,01 + 0,01) + (1,82 +
40,13 4 0,07 + 0,33) — 4,74 + 0,10 + 2,35 — 7,19
4 .
)3 = S () + Y () K% (mg)a?) =
i=1
— (0,09 + 0,08 + 0,03 + 0,02) + (0,00 + 1,13 + 0,04 + 0,05) + (0,03 +
4,54 4 0,44 4+ 1,23) = 0,22 + 1,22 + 6,24 — 7,68

Die mittleren Koordinatenfehler des mehrfach vorwirts eingeschnittenen
Punktes sind daher:

() = 4 2,7 dm

(my)g = + 2,8 dm
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