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Die Minimalsysteme der metrischen Reduktion

2. Berichl, vergelegl der Sludienkommission ,,Nivellemenl und Schwere i
Seplember 1952

Von K. Ledersteger, Wien
(Verd/[enllichuny der Osierr. ICommission fiir die Inlernalionale Erdmessung)

In meinem ersten Bericht: ,,Die einheitliche Begriindung der metri-
schen Hohendefinitionen‘‘?) habe ich kritisch zu priifen versucht, inwieweit
die drei Forderungen, die man billigerweise an die sogenannten metrischen
Hohen stellen kann, miteinander vertrdglich sind. Es zeigte sich, daf} sich
alle moglichen metrischen Héhen bei Ausgang von den dynamischen Hohen
auf eine Form bringen lassen, bei der die Reduktion aus dem Produkt der
jeweiligen Hohe in einen leicht berechenbaren Faktor besteht. Die erste
der drei Forderungen, ndmlich Einfachheit der Berechnung, ist fiir alle
metrischen Hohen mit Ausnahme der wahren Mecrcshohen gleicherweisc
erfiillbar. Hingegen widersprechen sich die beiden anderen Forderungen:
Kleinheit der metrischen Korrektionen und Wirklichkeitsndhe, Aus dieser
Erkenntnis ergab sich der zwingende SchluBl, daB die wohlbekannte H e 1-
n e r t’sche Gebirgsreduktion den wissenschaftlichen Anforderungen am
besten geniigt, wenn man die miihselige Berechnung der topographischen
Reduktionen vermeiden will.

Die Gedankengidnge des ersten Berichtes lassen sich auf folgende
kiirzeste Form bringen:

Da es derzeit keinerlei Schwierigkeiten mehr bietet, die Schwerewerte
in den Oberflichenpunkten mittels Gravimetermessungen in gentigender
Dichte zu bestimmen, kann die dynamische Hohendifferenz zwischen zwei
Punkten A und B aus den unmittelbaren Nivellementshéhen mit beliebiger
Schéirfe ermittelt werden:

B B
H'yp = 2& Ah + %”Yir‘m[}h. (D
Fa £ 45

Das Korrektionsglied, das sinngemdfl als ,,dynamischc Wegkorrektion
DK (AB)“von A nach B bezeichnet werden darf, ergibt sich dabei auf Grund
der bekannten Definition der dynamischen Hohen aus dem Differential
des Potentiales:

AW = gdh = y,dl, @)

wobei v,; die normale Schwerkraft im Meeresniveau unter 45" Breite dar-
stellt. Infolge der Unabhédngigkeit der dynamischen Hoéhenunterschiede
vom Wege:
H'g = H'yx + H'sp N )]
1) Vorgelegt der Studienkommission 4 der A. LI G, im Juni 19562, Bulletin géo-
désique Nr. 32, Juni 1954,
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findet man anschliefend die wahre Seehche [/ jedes beliebigen Punktes B
aus seiner dynamischen HGhenkote /1’ mittels eines fiktiven Nivellements
entlang seiner Lotlinie:

B
Hh:HBF/ﬂ;iiM W
o (45

Die hier auftretende Korrektion nennen wir die ,,\Wahre vertikale dynami-
sche Korrektion VDI( (B),'" des Punktes B. Ihre Berechnung ist ohne eine
hypothetische Annahme tiber die Schwereverteilung in der Erdkruste nicht
moglich,

Die Formeln (1) und (4) stellen bereits die gesamte Losung des Pro-
blemes dar. Ausgehend vom Meer gewinnt man nach (1) ein hypothesen-
freies System dynamischer Hohen. Vermindert man dann die jeweilige
dynamische Kote um die vertikale dynamische Korrektion, so ist die See-
hohe H unter Ausschaltung der iiblichen orthometrischen Reduktion auf
kiirzestem Wege gefunden.

Die Seehdhe stellt als Lotlinienlinge den Grundtyp der metrischen
Hohen dar. Ersetzt man die wahren Schwerewerte in den Punkten der Lot-
linien durch irgendwelche fiktive Werte ., so ist die zugehorige metrische
Hohe M durch die Relation:

dW =y, dV = pdm L (2a)
definiert. Analog (4) findet man sofort:
B
Hﬁ:MB#/E:LEML S ()
i Y45

Der zweite Term ist die zur Definition von . gehérige vertikale dynamische
Korrektion VDIC(B). Setzt man (4a) und (1)in (3) ein, so folgt unmittelbar:

M= (Muy+ 2A0) + VDIC(A)p + DIC(AB) — VDIC(B)p, . . . (b)
in welcher Gleichung die letzten drei Glieder die zugehdrige ,,mectrische
Korrektion darstellen. Der Ausdruck ,,orthometrische Korrektion‘ soll
fiir die wahren oder gendherten (Helmertschen) Seehdhen reserviert

bleiben. Die metrische Korrektion reduziert sich fiir jede geschlossene
Schleife B = A auf den negativen theoretischen SchluBfehler e:

A N . .

w Y — s 1 \
Y2 22 Ah=—0®gdh— & dh = —¢, A (¢

A Tas Yas d? g (&? (6)

da ja das Schlcifenintegral {iber ¢dh verschwinden muB, widhrend das
Nivellementsergebnis(& dh wegen der Nichtparallelitit der Niveaufldchen

von Null verschieden sein mul}. Mithin wird bei allen metrischen Hohen
der wahre Schleifen-SchluB3lehler getilgt.
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Zur Berechnung der vertikalen dynamischen Korrektionen darf man
fiir die Schwerewerte entlang der Lotlinien — {ibrigens auch fiir p = g,
d. h. fiir die wahren Meereshéhen! — in Analogie zur Freiluftreduktion ein
lineares Gefdlle annehmen. Dann braucht man hloB den fiir den Mittelpunkt
der Lotlinie geltenden Wert:

M Tas
Tas

mit der metrischen Hiéhe des Punktes zu multiplizieren und findet allgemein:

My = H'g— -2ZY85 pr,
Va5 _ s (7)

oder: pMy = v,H's = g Hp.

Im Korrektionsglied der ersten Form kann bei Vernachldssigung von Groflen
zweiter Ordnung die metrische Héhe M mit der wahren Seehéhe /1 oder mit
der dynamischen Hohe [1’ vertauscht werden.

Die metrischen Hiéhen zerfallen in zwei Gruppen, deren erste die wahren
Meereshthen im Sinne Niethammers und die Helm ert-Hohen
umfaBt. Diese beiden Hohen unterscheiden sich ndmlich lediglich um die
topographische Korrektion. Sieht man von dieser ab, so wird beidemale der
Schwerewert im Mittelpunkt der Lotlinie aus dem beobachteten Oberfldchen-
wert durch Addition der Freiluftreduktion fiir die halbe Seehéhe und durch
Subtraktion der Anziehung der B ou guerschen Platte gewonnen. Die
Abweichung zwischen den wahren Seehthen und den Helm er t-Hohen
erreicht dort ihr Maximum, wo das Gelinde am stdrksten von der idealen
Platte abweicht, also nicht auf den Bergesgipfeln, sondern auf den Berg-
hingen. Die Anziehung der B o u g u e r schen Platte verschwindet bei vor-
ausgesetzter Homogenitdt im Mittelpunkt der Lotlinie aus Symmetrie-
griinden. Mithin verbiirgt gerade die Plattenreduktion die Wirklichkeits-
ndhe der H el m e r t-H6hen. Durch diese Verringerung des Schweremittel-
wertes wird die weitere Ausbuchtung der iiber dem Geoid gelegenen Niveau-
flichen beriicksichtigt. Fiir die H e 1 m e r t-Hohen gewinnt man p aus dem
Oberfdchenwert gemaf:

= gp + 0.0414 I, myal Co(8)

Die orthometrischen Korrektionen sind zwar kleiner als die dynamischen,
jedoch fiir die Zwecke der Praxis, d. h. fiir den AnschluB} technischer Nivelle-
ments, noch immer zu grof.

Kleinere metrische Korrektionen erzielen die metrischen Hoéhen der
zweiten Gruppe, bei denen bloB} die Freiluftreduktion verwendet wird. Dies
ist physikalisch auch leicht einzusehen. Denn die Vernachldssigung der
Plattenreduktion bewirkt eine Einebnung der relativen Undulationen der
duBleren Niveauflichen gegeniiber dem Geoid. Je mehr aber die Niveau-
flichen parallel werden, desto geringer fallen natiirlich die metrischen
Korrektionen aus. Bisher sind zwei derartige Hohen definiert worden. Bei
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den orthodynamischen Hohen Vignals, die man auch als modifizierte
sphiroidische Hohen bezeichnen kann, wird p aus der normalen Schwere 7,
im FuBpunkt des Lotes durch Verminderung um die Freiluftreduktion fiir
die halbe Seehohe hergeleitet:

=", —0.1543 H, myal, )

wihrend fiir die Baran o v-Hohen p als das arithmetrische Mittel aus
dem beobachteten Oberflichenwert ¢ und der normalen Schwere v, im Full-
punkt des Lotes gebildet wird:

=13 (9 + va) - co (10)

Nachdem einmal feststeht, dal die Geoidforschung die wahren See-
hohen oderzumindest die H e ] m e r t-H6hen nicht entbehren kann, konnen
die metrischen Hohen der zweiten Gruppe hochstens eine praktische Be-
deutung beanspruchen, insofern sie sich wegen ihrer kleineren metrischen
Korrektionen besser als Gebrauchshohen fiir den Anschlu3 technischer
Nivellements eignen. Hier erhebt sich sofort die Frage nach den Minimal-
systemen der metrischen Korrektion, weil die zugehérigen metrischen Hohen
natiirlich die besten Gebrauchshohen abgeben wiirden. Leider lassen sich
aber diese Minimalsysteme nicht in voller Allgemeinheit definieren.

Fiir einflaches Land wird das Minimalsystem der metrischen Korrektio-
nen durch eine dritte Art metrischer Hohen repridsentiert, die wir als ,,modi-
fizierte sphdrische Hohen' bezeichnen diirfen. Man gewinnt sie leicht in
Analogiezu Vign alsorthodynamischen Hohen. Sind diese ndmlich modi-
fizierte sphiroidische Hohen, weil in den Oberflichenpunkten mit der wahren,
in den Punkten der Lotlinien aber mit der theoretischen Schwere operiert
wird, so wird bei den modifizierten sphirischen Héhen eine nur mit der Hohe
verdnderliche, also von der geographischen Breite unabhingige Schwere p
verwendet. Hat Vignal den fiktiven Ubergang auf das Normalsphiroid
der Erde vorgenommen, so liegt jetzt im Sinne dieses Kunstgriffes der Uber-
gang auf eine homogene oder geschichtete Kugel vor, fiir die die Schwere
(v im Meeresniveau passend gewdhlt wird. Es ist unmittelbar einzusehen, daf3
damit fiir flaches Geldnde das Minimalsystem der metrischen Korrektionen
vorliegt ; denn die Niveauflichen der Kugel liegen streng parallel. Hingegen
verschwinden die metrischen Korrektionen nicht vollstindig, weil wie bei
allen metrischen Hohen die dynamische Wegkorrektion mit den wahren
Schwerewerten berechnet wird, sodafl auch die modifizierten sphérischen
Hohen auf den wahren theoretischen Schleifen-Schlufifehler fiihren. Es sei
besonders betont, daf3 auf diesen Umstand grofiter Wert zu legen ist. Irgend-
welche Definitionen von Gebrauchshoéhen, die nicht den wahren SchluB-
fehler liefern, sind strikte abzulehnen.

Fiir ein von der geographischen Breite unabhidngiges | reduziert sich
die metrische Korrektion:

MK (AB)p = VDK (A)p + DK (AB) — VDK (B)p . . . (5a)
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g auf den Ausdruck:
B

MEK(AB)p — DK(AB)—] “—7‘£ dm; . . . (11)
45
Bl

8, denn die Unabhidngigkeit der fiktiven Schwere |+ von
der geographischen Breite bedingt wegen (2a), daf§ fiir
je zwei benachbarte Niveaufldchen

dm = L dW
v

konstant ist, also die Niveauflichen ,parallel*
gemacht werden.

A’ B

Die Differenz (11) wird umso kleiner ausfallen, je flacher das Land
ist und je weniger sich die fiktiven Schwerewerte j im Lotlinienschnitt B,B
von den wahren Schwerewerten ¢ auf dem Wege A — B unterscheiden.

Man wird also fiir ein kleineres flaches Land geringer Breitenausdeh-
nung ein mehr oder minder dichtes Netz moglichst gleichmidBig verteilter
beobachteter Schwerewerte mittels der Freiluftformel auf das Meeresniveau
reduzieren und den Mittelwert der Schwere v, an der Oberfliche der fik-
tiven Kugelgleichsetzen. Eventuell kann jt,auch mit der normalen Schwere vy
im Meeresniveau fiir die Mittelbreite des Landes identifiziert werden. Dann
ergeben sich die modifizierten sphédrischen Hohen S nach (7) aus den
dynamischen Hohen H’ mit:

= o — 0.15643 H,, mgal . .o (12)

Fiir noch kleinere Gebiete, etwa fiir bestimmte technische Projekte,
kann man tibrigens v als konstant annehmen und der mittleren Schwere ¢,
des Vermessungsgebietes gleichsetzen. Man erkennt sofort, dal die so
definierte metrische Hohe mit dem lokalen Minimalsystem dynamischer
Hdohen zusammenfillt:

]’I”AB: 123‘4 L\h—f— EM A’I . PP (13)
A A m

Strebt man aber ein flir das ganze Land einheitliches Netz von Ge-
brauchshshen an, dann werden sich fiir Linder groferer Breitenausdehnung
oder fiir gebirgige Ldnder die metrischen Hohen p = v, d. h. die Vignal-
schen Hohen besser als Gebrauchshchen empfehlen. Mit dieser Wahl wird
man ndmlich im allgemeinen die Differenzen (11) kleiner halten kénnen, die
ja auBer von den Hohenunterschieden Al wesentlich von den GroBen
(y — 1) abhdngen; dafiir aber muB man den Einflufl der Nichtparallelitit
der Niveauflichen des Normalsphdroides der Erde zwischen A’ und A in
Kauf nehmen. Mithin muB in jedem Einzelfalle individuell gepriift werden,
ob die modifizierten sphdroidischen oder die modifizierten sphérischen
Hohen die besseren Gebrauchshohen abgeben. Die Wahl der Gebrauchs-
hohen kann auch ohneweiters jedem Staat {iberlassen bleiben, wenn nur in



den Landesvermessungsdmtern neben den Gebrauchshéhen auch die dynami-
schen und die wahren oder Helmertschen SeehShen gefithrt werden.

Fiir eine erste numerische Erprobung ziehen wir wieder den Ubergang
tiber den S. Bernardino-PaB3 heran. Alle notigen Ausgangsdaten sind dem
ersten Bericht entnommen. Die wahre Seehthe der Ausgangsstation Rei-
chenau ist mit genau 600 m angenommen: o

4 = 600.0000 m .

Dic Héhen /Iy der ersten Kolonne der folgenden Tabelle gelten als unmittel-
bares Nivellementsergebnis:

Iy = 600.0m + X Ah.
A

Es folgen die dynamischen WWegkorrektionen zwischen dem jeweiligen
Punkt { und der Ausgangsstation 4 und sodann die dynamischen Hohen
H';in Metern. Fiir die vier im ersten Bericht behandelten metrischen Hohen
sind anschlieBend die vertikalen dynamischen Korrektionen und die metri-
schen Korrektionen nebeneinandergestellt. Letztere sind in allen Féllen
nach (5a) berechnet und mittels:

ME(AI) =M;—M, — (l; — 6060.0) m
tiberpriift.

Fiir die Berechnung der modifizierten spharischen Hohen S werden
die bereits von Baeschlin? interpolatorisch ermittelten Oberfldchen-
Schwerewerte benétigt, die fiktiv als direkt beobachtet gelten. Vermehrt
man ihre Summe um die Summe der Freiluftreduktionen:

‘%0 20
N g + 0.3086 ¥ i,
1 1

so liefert der 20. Teil dieser Summe bereits den Schwerewert 1, auf der Ober-
fliche unserer fiktiven Kugel:

e = 980.709 gal .

Zieht man sofort die normale Schwere v,; — 980.635 gal ab, so findet man
wegen (12): B
p— s = (+ 74 —0.1543 hy) mgal .

Die Produkte (p — v45) iy haben die Dimension mgal . m oder'gal . mm, sodaB
die Division durch 980.635 die vertikalen dynamischen Korrektionen in mm
ergibt. Subtrahiert man diese von den dynamischen Hdéhen, so sind die
modifizierten sphirischen Héhen S gefunden. Die zugehorigen orthometri-
schen Korrektionen sind wie oben angegeben gebildet. Sie erweisen sich
dank der kleinen Ausdehnung des Gebietes und der damit verbundenen
kleinen Differenzen (¢ — p) als die glinstigsten. Fiir die Wahl von Gebrauchs-
héhen wird die Spannung der metrischen Korrektionen mafBigebend sein.

?) C. F. Baeschlin: , Untersuchungen iiber die Reduktion des Prizisions-
Nivellements‘‘. Landestopographie Bern, 1925.
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Darum sind am FuBe der Tabelle fiir alle fiinf metrischen Hohen die Diffe-
renzen der Maxima und Minima der orthometrischen bzw. metrischen
Korrektionen ausgewiesen. Bezeichnenderweise liegen iibrigens die Extrem-
werte je nach der Wahl von v an verschiedenen Stellen.

Es braucht kaum betont zu werden, dafl alle bisherigen Berechnungen
nur den Charakter von Uberschlagsrechnungen besitzen. Definitive Ergeb-
nisse sind aus der Reduktion des Nivellements {iber die GlocknerstraBe 3)
zu erwarten, weil hier tatsdchlich Gravimetermessungen vorliegen. Doch
diirfte sich daraus kaum eine Revision der SchluBfolgerungen als notwendig
erweisen.

Die Ergebnisse der beiden Berichte lassen sich somit in folgende Siitze
zusammenfassen:

1. Alle nach (2) und (2a) definierten metrischen Héhen lassen sich auf
eine einheitliche und zugleich die einfachste' Form bringen, wenn der Aus-
gang von den dynamischen H&hen genommen wird.

2. Die metrischen Hohen zerfallen in zwei Gruppen, je nachdem die
Bouguersche Platte berticksichtigt wird oder nicht. Die erste .Gruppe
(wahre und Helmertsche SeehShen) ist durch Wirklichkeitsnidhe, die zweitc
durch kleinere metrische Korrektionen ausgezeichnet.

3. Der Unterschied zwischen den wahren Seehdhen im Sinne Nie t-
hammers und den Helmertschen Hohen ist verhdltnismdBig klein,
sodall sich die zeitraubende Berechnung der Geldndereduktionen kaum
lohnt.

4. Die Wissenschaft kann auf die dynamischen Hohen und auf die
Seeh6hen nicht verzichten. Es mul3 daher in internationaler Zusammenarbeit
ein einheitliches kontinentales System dynamischer Hohen geschaffen wer-
den, aus dem unter Umgehung der orthometrischen Korrektionen leicht die
Helmert-Hohen gewonnen werden.

5. Alle metrischen Hohen operieren mit der wahren Oberflichen-
Schwere und fiithren daher auf die wahren theoretischen SchluBfehler ge-
schlossener Schleifen. Die dlteren sphdroidischen Hohen und sphéroidischen
SchluBfehler gehoren der Vergangenheit an. Gebrauchshéhen, durch deren
metrische Korrektionen nicht die wahren Schleifen-SchluBfehler getilgt
werden, sind abzulehnen.

6. Die metrischen Hohen der zweiten Gruppe kénnen nur praktischen
Zwecken dienen. Die besten Gebrauchshéhen fiir den Anschlul technischer
Nivellements ergeben sich individuell aus dem Minimalsystem der metrischen
Korrektionen. Da eine einheitliche Definition dieser Minimalsysteme un-
moglich ist, muBl die Wahl der Gebrauchshohen den einzelnen Staaten iiber-
lassen bleiben. Im allgemeinen werden vermutlich die Vignalschen
Hohen die besten Gebrauchshéhen darstellen.

3) Inzwischen erschienen: IX. M ader: , Die orthometrische Schwerekorrektion
des Prizisions-Nivellementsin den Hohen Tauern*, Sonderheft 15der OZ{V., Wien 1954,



7. Die tiberaus leichte Berechnung aller metrischen Hohen aus den
dynamischen Héhen erméglicht die gleichzeitige Fiihrung dreier verschiede-
ner Hohen, ndmlich der dynamischen, der Helm er t schen und der Ge-
brauchshéhen. Um Verwirrungen zu vermeiden, wird vorgeschlagen, daf3 die
Landesvermessungsdmter lediglich die internen Gebrauchshohen bekannt
geben. Dies schlieB3t natiirlich nicht die Veroffentlichung der dynamischen
und der Seehdhen in wissenschaftlichen Werken aus.

Nachwort:

Das Problem der Gebrauchshohen ist derzeit nicht sehr aktuell. Den-
noch diirfte die vorstehende Arbeit nicht ganz wertlos sein, vor allem, weil
sie die denkbar kiirzeste und allgemeinste Definition der metrischen Héhen
enthdlt. Bis auf drei geringfiigige, nur dem leichteren Verstdndnis dienende
Erweiterungen ist der Originaltext aus dem Jahre 1952 unverdndert ge-
blieben. Es wurde lediglich iiber Anregung von Herrn Prof. Dr. Karl
Ramsayer zwischen orthometrischer und , ,metrischer’ Reduktion
unterschieden, fiir welch gliicklichen Vorschlag an dieser Stelle herzlichst

gedankt sei.

Beitrag zur geometrischen Bestimmung der Lotrichtung
in der Luftbildmessung

Von Ing. Karl Killian

Wenn auch in Zukunft physikalische Methoden zur Bestimmung der
Lotrichtung die geometrischen Methoden einschrdnken werden, werden von
letzteren doch sicher jene bestehen bleiben, bei denen keine Fehlerfort-
pflanzungen auftreten, die also Festpunkte voraussetzen, die in den Luft-
bildern identifizierbar sind. In vorliegender Arbeit werden einige den Be-
diirfnissen der Praxis entsprechende geometrische Aufgaben behandelt.
Unter A) und B) werden Einzel-Luftbilder vorausgesetzt. (Die Bildpunkt-
koordinaten der Festpunkte kénnen mit Hilfe des vorhergehenden und des
folgenden Bildes auf einem KK omparator stereoskopisch ausgemessen werden.)
Die Aufgaben unter ) und D) setzen zwei gegenseitig orientierte Luftbilder
voraus.

A) Eine bekannte Aufgabe der Luftbildmessung lautet: Gegeben isl
ein Luftbild mil bekannier innerer @rientierung, auf dem vier in einer horizon-
lalen Ebene gelegene Fesipunkle idenfifizierbar sind. Gesuchl: Bildnadir.

Diese Aufgabe ist geometrisch {iberbestimmt; denn es konnten z. B.
rdumliche Riickwértseinschnitte nach je drei der vier Festpunkte berechnet
werden [4 b]. LiBt man die Uberbestimmung unbeachtet und verzichtet man
somit auf eine Ausgleichung bzw. auf eine Kontrolle der gemessenen Gréf3en
und der Rechnungen, so kann man bekanntlich von der zwischen Karte
und Bild bestehenden Projektivitdt ausgehen und zunédchst den Bildhorizont
und dann den Bildnadir berechnen.



