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Beitrag zur rechnerischen Aerotriangulation ¥)

Von H. G. Jerie, Heerbrugy

Einleilung

Bereits eine ganze Reihe von Verdffentlichungen hat sich mit dem
Problem beschidftigt, die Elemente der duBeren Orientierung von Luft-
bildern und die rdumlichen Koordinaten von Punkten auf Grund von
Messungen in Prézisionsstereokomparatoren auf analytischem Wege zu
finden. Waren diese Methoden bisher in der Praxis fast nur fiir Versuchs-
arbeiten einsetzbar, so eréffnen sich ihnen mit zunehmender Verwendung
von Rechenautomaten breite Anwendungsmoglichkeiten.

Inhalt dieser Arbeit ist eine Weiterentwicklung der von Schréder
angegebenen Methode [1], mit dem Ziel der direkten Berechnung der ab-
soluten Orientierungselemente als ,,Folgebildanschluf** anstelle der dort
vorgeschlagenen Berechnung in Form von ,,unabhidngigen Bildpaaren®,
die dann in einem zweiten Arbeitsgang erst aneinander zu schlieBen sind.
Die von H. A. L. Shewell [2] gemachten Angaben lassen darauf schlieBen,
daB die vom Ordnance Survey of Great Britain bereits praktisch angewandte
Methode fast identisch mit der von Schréder angegebenen ist.

Die direkte Berechnung der absoluten Orientierungselemente wird
auch in der von Earl Church entwickelten Methode der Berechnung durch
Bildstreckenvergleiche [3] und in der erst kiirzlich von A. M. Wassef ver-
offentlichten Arbeit, in der die Bildelemente in Eulerschen Winkeln aus-
gedriickt werden [4], erreicht.

In der vorliegenden Arbeit werden die {iblichen Gréfen zur Fest-
legung der Kammernlage Verwendung finden. Weiter soll in dieser Arbeit

*) Der Originalartikel erscheint in englisch in ,,Photogrammetric Engineering".
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noch auf den Fall von Luftaufnahmen in kupiertem Geldnde eingegangen
werden.

Die bisher angegebenen Methoden — es handelt sich ja durchwegs
um Verfahren mit schrittweiser Anndherung — wiirden hier nur mehr sehr
schlecht konvergieren bzw. in gewissen Fédllen ganz versagen.

P(XY.2)

1. Einfluf3 von Anderungen der Ilemenle der dufleren Orienlicrung einer
Aufnahmekammer auf die Bildkoordinalen eines abgebildelen Punkles

Geht man von der Normalstellung der Kammer aus, wobei der Ur-
sprung des Koordinatensystems ins Projektionszentrum gelegt wird und
die tiblicherweise gewédhlten Winkelwerte w, ¢, » mit @ angenommen werden,
dann ergeben sich die Bildkoordinaten eines Punktes (z, y) mit:

o (1)

Nach einer Verschiebung der Kammer parallel zu den angenommenen
Koordinatenachsen um die Betrdge bz, by und bz dndern sich die Bild-
koordinaten nacheinander in:

2

2@)

23

X — b Y

7 | y! Z-f
=i§ﬂ,7=w<t) y(2)=.);by_f=!j(1)_{_b7y./
X — b bz A Y — Iy bz\ —!
=70 f_@(2)(1__Z_) y(;s)=_z__/ f= 1(2)(1_|_7)

(2)
(3)

(4)

Wird nun die Kammer der Reihe nach um die Winkelwerte w, ¢, x um die
entsprechenden Achsen gedreht, dann &dndern sich die Bildkoordinaten
schrittweise entsprechend den Ausdriicken:
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L) a® sec v o = g 4+ f.lg o (5)
lhﬁ.lqm l—y—(a).lg 0
[ f
I—T.[gsp I—T.Ig’p
2% = 20) cos # — y® sin »  y*F = y® cos » + 2® sin x (7)

Diese Werte a* und y* entsprechen also den tatsdchlich im Komparator
gemessenen Bildkoordinaten.

2. Reduklion der gemessenen Bildkoordinalen

Umgekehrt konnen aber die gemessenen Bildkoordinaten a*, y* wenn
die Orientierungselemente bekannt sind, durch Umkehrung der Formeln
(3) bis (7) in reduzierte Bildkoordinaten a2, y( zuriickgefiihrt werden.

20 = a* cos » 4+ y* sin % y® = y* cos »— x* sin % (8)
) = ﬂ_—#ﬁ y(4) — M (9)
ab a0
1+/.1g<,u 1+f.lgcp
, xW . sec v _ g —7.lgw
o = — g0 = 10)
].+l—f_.[g(l) 1”’—7.[!/(1)

Fiir die Umkehrung der Formeln (3) und (4) miissen noch einige Umformun-
gen durchgefiihrt werden, deren Ziel vor allem die Einfithrung von neuen
by bz
E und M
die Berechnung der Orientierungselemente den Maf@stabeinflul zu eli-
minieren.

Unbekannten anstelle von by und bz ist, um auf diese Weise fiir

(Ableitung siehe Anhang 1)

bz 1)
1— .=
wmzﬂa( b " f

bz a0 (12)
ﬁﬁ'*f)
. bz o —a® by

Unter 2*, y* sind also die gemessenen Bildkoordinaten in dem neu zu be-
stimmenden Bild zu verstehen, wahrend 2, y( die wegen o, ¢, %, by, bz
reduzierten Koordinaten der gleichen Punkte darstellen. 2 und y sind
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die reduzierten Bildkoordinaten der gleichen Punkte in dem vorhergehen-
den, bereits bestimmten Bild.

3. Parallazengleichung

Das Kriterium fiir richtige relative Orientierung eines Bildes zum
vorhergehenden ist

y© =y

Der Vorgang ist nun weiterhin so wie allgemein iiblich in allen analytischen
¥

Methoden: Es ist nicht moglich, die gesuchten Unbekannten direkt in
Funktion der gemessenen Bildkoordinaten z*, y* und der reduzierten
Bildkoordinaten des vorhergehenden Bildes , y auszudriicken, daher werden
Nidherungsformeln fiir die Bildordinatendifferenzen in Funktion der gesuchten
Unbekannten aufgestellt.

Mit Hilfe dieser Parallaxengleichungen werden Né&dherungswerte fiir
die Orientierungselemente errechnet.

Mit diesen werden die gemessenen Bildkoordinaten nach den stren-
gen Formeln (8), (9), (10), (12), (13) reduziert.

Aus den reduzierten Bildkoordinaten werden neuerliche Verbesserun-
gen fiir die Orientierungselemente errechnet. Und so wird das Verfahren
fortgesetzt, bis sich aus der Rechnung keine Verbesserung mehr ergibt.

Praktisch wird damit durch Rechnung das gleiche getan, was sonst
automatisch in den rdumlichen Auswertegerdten beim Vorgang der rela-
tiven Orientierung geschieht.

Aus den Ausdriicken (8), (9), (10) und (13) erhédlt man nach Reihen-
entwicklung und Vernachldssigung von Gliedern hoéherer Ordnung: die
,,Parallaxengleichung*‘.

g% g — g% I_*’f‘c e \ ;I:—.il:*ézﬁ
p=Yyr—y=a¥. %+ /—?+/-(1+/—2)m—|—y*, 7 b;v+
+ (2 — &*) . ZI:—’"]Z (14)

4. Mefpunkle

Als MeBpunkte werden jeweils der Hauptpunkt und zwei Punkte
auf der Hauptvertikalen moglichst mit gleichen Bildordinaten und die
diesen entsprechenden Punkte in den Nachbarbildern gewidhlt.

3) ob 3o b4
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5. Slereokomparalor

Fiir diese Messungen am geeignetsten erscheint ein Stereokomparator
mit einem z-ParallaxenmefBbereich in der Abmessung des Bildformates,
Doveprismen und eventuell einer Einrichtung fiir optische Bildvertausche,
damit nach dem Prinzip ,,Basis innen‘‘ — ,,Basis auBlen‘ gearbeitet werden
kann. Dann verschwinden die Einfliisse von exzentrischer Bildeinlegung bzw.
Parallaxen-Nullpunktfehlern auf die MaBstabiibertragung.

Auch die y-Parallaxen konnen natiirlich mit Hilfe der Doveprismen
schiarfer erfafit werden.

6. Berechnung von Ndherungswerlen fiir die Orienlierungselemenle

Werden die MeBpunkte wie oben angegeben gewéhlt, dann stehen fiir
die Berechnung der Ndaherungswerte der 5 Unbekannten jeweils 6 Gleichun-
gen zur Verfligung. Auf Grund der symmetrischen Anordnung der Me3punkte
vereinfacht sich das Gleichungssystem und die Unbekannten kénnen —
analog zu den von Hallert [5] angegebenen Formeln zur relativen Orien-
tierung — nach der Methode der kleinen Quadrate errechnet werden.

Die eine {iiberschiissige Beobachtung macht das Verfahren sym-
metrisch, erh6ht die Genauigkeit, besonders der ®w-Bestimmung, und gibt
gewisse Kontrollmoglichkeit.

IFiir den Fall des praktisch ebenen Geldndes gilt:

x—ax* =)
ly| (fiir Punkt 3 —6) =d

Nennt man y* — y = p, dann erhdlt man folgende Formeln, ohne auf
deren bereits bekannte Ableitung einzugehen:

1
FTTED (P14 Ps -+ Ps— e — Pa— Pe)
__ Dg — Ps — Pa + Do)
P gpg Ve
ru=—4/d2 (2 p1 + 2 Py — Ps— Pa— Ps— P (15)
bz f
bz~ 2 bd (s — pi)
by 1 1, 2(12)
m—’ﬂ([32+l)<1+1’6)_3 b(§/+ i ©

7. Berechnung der Nciherungswerie fiir die Orienlierungselemenie fiir den Fuall
des nichlebenen Geléindes

Die Annahme (x — @*) = b = const. ist nicht mehr erfiillt. Schon bei

verhdltnismdBig kleinen Hohendifferenzen (A h ~5 — 109% von h fiir
Normalwinkelaufnahmen) kann dies dazu fithren, dal das Verfahren der
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sukzessiven Naherung nur mehr sehr schlecht konvergiert, d. h., dal} eine
groBe Anzahl von Ndherungsrechnungen durchzufiihren sind und daf sogar
in manchen Fédllen bei gréeren Hohendifferenzen iiberhaupt keine Konver-
genz des Verfahrens eintritt.

Man kann das vermeiden, wenn fiir die Berechnung der Ndherungs-
werte Formeln verwendet werden, die analog zu der Verallgemeinerung des
Hallert’schen Orientierungsverfahrens fiir beliebiges Geldnde [6] diese
Hohenunterschiede berticksichtigen.

Dies ist umsomehr gerechtfertigt, weil auch in diesem Fall die Berech-
nung der Naherungswerte nur einen kleinen Teil der gesamten Berechnungs-
arbeit in Anspruch nimmt, wéihrend die nachfolgende Berechnung der redu-
zierten Bildkoordinaten nach den strengen Formeln weit mehr Arbeitsauf-
wand verlangt und also hauptsichlich hier die Anzahl der notwendigen
Wiederholungsrechnungen ins Gewicht fillt.

Wihlt man die MeBpunkte wieder in der oben angegebenen Weise und
fithrt man nun @ — a* = b als variabel ein, so geht die Parallaxenformel (14)
fiir die 6 Punkte {iber in:

bt
py=—"0by.% + [ oo ‘l‘blbf;{,
2

d o, d? d bz by
1)5:—b5-%+b5./.cp+/<1+7§)w—b57-m+b5b5 (16)

= + f.o +0 by

Pe = - 2 ba

d2 d bz by

Ps = +i<1+75>w+b47'b7;+b4ﬁ

d? d bz by

Ps = —I—/(l—I—F) (D—bGT.R-I-bi—m

Iriir die folgenden Ndherungen wird
b =2a —zW anstelle b = — z*

Um nun einigermafBen einfache Normalgleichungen zu bekommen,
kann man sich mit einem Kunstgriff helfen. Man gibt jeder Verbesserungs-
gleichung ein Gewicht = Dies hat natiirlich keinerlei theoretische Recht-

1
fertigung, ermoglicht aber eine leichte Auflésung des Normalgleichungs-
systems, ohne daf3 die dadurch entstehenden Fehler irgendeinen nennens-
werten Einflufl hdtten. Die b; &4ndern sich ja nur um relativ kleine Betréige,
anderseits ist es aber fehlertheoretisch ziemlich ohne Belang, wie der durch
nur ein e iiberschiissige Beobachtung auftretende Widerspruch auf die
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5 notwendigen Beobachtungen verteilt wird, Nur darauf hat aber die Ein-

fithrung von Gewichten fiir die Beobachtungen einen Einfluf.
Fithrt man nun noch einige Bezeichnungen ein:

¢ _ @
/ r

Verbesserungsgleichungen folgende Form:

kundl +—=1+ k=K

dann erhalten die

n=— + i+ Lo —
”3=‘%—k'@+k%+%+b—f3]( _’b)_:
Us=—*+k-¢—kf%+%+biﬁff _%ﬁ
Uy = +%+l{2.m —1;—:
Vg = +/‘%+%+TCK m—%‘:
Vg = —A-%+%+b—{;]( ”"5_2

(17)

Nach Aufstellung und L&sung der Normalgleichungen erhdlt
zu der Ableitung in (0)

man analog

u? v? .
= 18a wobei
O > + 2 op2 2 (18a)
_ LY fopL __Ps_ Ds 1 P:  Ps  Ps
wl — u (2 bl b3 b5 ) ('02 _ v 2 b2 l)4 i Tﬁ (18b) und
| Jaefx) f o
=|z--— L K1 K =9. L — L g1 18¢c
u (2 b, by b , 0 s » K e K (18¢)

darnach werden die Werte Di

<5 egen des w-Einflusses korrigiert
% = % — T/ v i=1,2
n (184)
—%z%—T.K.w [ =3 4,506
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und man erhidlt die anderen Elemente

_ A [Ps _Ps__ DPs  Pe
¢ = 2/1‘(1)3 by by T b,
_ Y {Pr  Ps  Ps D2 Ps__ Do
- "_3(b1+b3+b5 by by 1;,,)
by _ 1 [Py Ba, D (18¢)
vy L (P2 oy Pa 6
bm_+3(b2+b4+bc,)
bz 1 (ps  Pe
H—+ﬂ‘4 by

8. Berechnung von bx (Mafslabsiiberlragung)

r— a0
b =7 T (19)
f
Berechnung aus den reduzierten Bildkoordinaten eines oder mehrerer Punkte,
deren Hohe Z aus dem vorhergehenden Bildpaar bekannt ist, z. B. dem
Hauptpunkt des gemeinsamen Bildes.

9. Berechnung von by und bz

1y . by bz
aus den crrechneten Verhiltnissen b—J und I
HH Iug

10. Berechnung der Modellkoordinalen aller gemessenen Punkle

o / L T .
Z=br. —" o 4\f~/~.4, Y = 4 7 (20)

Die Modellkoordinaten sind noch jeweils auf das Projektionszentrum des
1. Bildes jedes Modelles bezogen.

11. Sireifenkoordinalen

Die Modellkoordinaten in einem einheitlichen Streifensystem, z. B.
bezogen auf das Projektionszentrum des 1. Bildes im Streifen ergeben sich
aus den unter 10. genannten Modellkoordinaten durch Addition von Kon-
stanten, die jeweils der Summe der Basiskomponenten b2, by und bz aller
vorhergehenden Modelle entsprechen.

12. Praklischer Vorgang

Zur Vorbereitung der Triangulationsstreifen werden die MeBpunkte
markiert, und zwar jeder Punkt nur einmal und nur in demjenigen Bild,
in dem er auf der Hauptvertikalenliegt. Eine Markierung des gleichen Punk-
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tesauch in den beiden Nachbarbildern ist nicht notwendig, weil die Messung
ja stereoskopisch erfolgt.

Die Bildkoordinaten werden in einem Stereokomparator gemessen,
wobei es, wie schon oben erwidhnt, wiinschenswert ist, ein Bild fiir die Mes-
sungen in den zwei aufeinanderfolgenden Modellen, denen es gemeinsam ist,
unverdndert in einem Plattentrdger zu belassen.

Berechnung:

Fiir das erste Modell werden die Elemente der relativen Orientierung
berechnet, entweder als ,,Unabhidngige Bildpaare’ nach der von Schroder
angegebenen Methode oder auch als ,,Folgebildanschlufl’’, wie im voran-
gehenden gezeigt, wobei vorliufig die Elemente des 1. Bildes mit Null an-
genommen werden.

Nach Einfiithrung eines Ndaherungswertes fiir b2 werden Raumkoordi-
naten der gegebenen PaBpunkte errechnet (20) und der genaue MaBstabs-
wert durch Raumstreckenvergleich bestimmt.

Damit erhdlt man die endgiiltigen Werte der Basiskomponenten.

Nach neuerlicher Berechnung der Raumkoordinaten kann man die
notwendigen Modelldrehungen @ und © berechnen. Entweder mit Hilfe
der bekannten graphischen Konstruktion zur absoluten Orientierung in
rdumlichen Auswertegerdten oder, wenn mehr als drei Papunkte gegeben
sind, durch Ausgleichung, indem jedem Punkt eine Verbesserung

vi=le + X0+ Y, Q— A Z

zugeordnet wird und die wahrscheinlichsten Werte von @, Q und iy gefunden
werden.

Im allgemeinen wird @ und £ geniigend klein sein, daf3 der Einfluf}
von vernachlissigten Gliedern héherer Ordnung nicht fithlbar wird. Ahn-
liches gilt auch fiir die Fehler, die dadurch entstehen, da man nicht be-
riicksichtigt, da3 eine der beiden Drehungen um eine Sekundidrachse er-
folgen sollte.

Die neuen Werte von ¢ und w erhdlt man aus den Elementen der
relativen Orientierung durch Hinzufiigung von ® und €. Auch die Basis
muB dieser Drehung unterworfen werden.

=9+ @ G =9y + P
w, =0, + w, = w, + Q
ba=bu' . cos & —bz' . sin @ (21)

by = by' . cos Q 4 bz". sin Q

bz = bz' . cos @ — ha' . sin @

Damit sind die Elemente der 4uBeren Orientierung des 1. und 2. Bildes
gefunden. Mit ihnen werden die MeBpunkte des 2. Bildes nach den Formeln
(8, 9, 10, 12, 13) reduziert.
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Dann werden die Differenzen zwischen den gemessenen Bildordinaten
im 3. Bild und den reduzierten Ordinaten im 2. Bild gebildet.

p = y* [3. Bild] — y [2. Bild]

Aus diesen Parallaxen werden mit Hilfe der Formeln (15) oder (18)
Néherungswerte fiir die gesuchten Orientierungselemente gefunden.

Diese Ndherungswerte werden fiir eine erste Reduktion der im 3. Bild
gemessenen Bildkoordinaten verwendet (Formel 8, 9, 10, 12, 13).

Mit Hilfe der Differenzen zwischen diesen erstmalig reduzierten Koor-
dinaten des 3. Bildes und den reduzierten Koordinaten des 2. Bildes erhdlt
man Verbesserungen zu den Ndherungswerten der Orientierungselemente.

Nun werden die urspriinglich gemessenen Bildkoordinaten erneut
wegen der verbesserten Werte der Orientierungselemente reduziert usw.

Dieser Proze wird so lange fortgesetzt, bis die iibrigbleibenden
Ordinatendifferenzen (y-Parallaxen) kleiner als ein vorgegebenesMal werden.

Mit den endgiiltigen Orientierungselementen werden auch alle anderen
im 3. Bild gemessenen Punkte reduziert.

Dann wird aus einem oder mehreren koordinatenméifBig aus dem Vor-
modell bekannten Punkte ba berechnet (MafBstabsiibertragung) (Formel 19).

Damit konnen auch by und bz und weiterhin die Modellkoordinaten
aller gemessenen Punkte gefunden werden (Formeln 20).

Als letztes sind diese Modellkoordinaten noch auf ein einheitliches
Streifensystem, z. B. auf das Projektionszentrum des 1. Bildes zu beziehen,
was jeweils nur die Addition der Summe der Basiskomponenten aller vorher-
gehenden Modelle zu den errechneten Modellkoordinaten erfordert.

Diese Streifenkoordinaten konnen nun einer der iiblichen Aus-
gleichungsmethoden unterworfen werden, wie wenn sie aus einer Aeropolygo-
nierung an einemraumlichen Auswertegerdt erhalten worden wéren.

Anhang 1:

Aus (1) und (2) erhdlt man die bekannte Gleichung fiir den Normalfall:

Y [
Z=by. (11)
setzt man diese in (4) nach einer Umformung ein
b
T—br

A

2 = 206, (] I E)

2B = 4:(1)

Z

i — (D
(y(‘):;)j(:“)_(]——ﬁ_—————l - v )

2 = 2 ®
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so erhdlt man nach Zusammenfassung der (")

1 bz«
a b [ ‘
alt) =@, : br 2 (12)
1L - m . _/_
Ahnlich erhdlt man aus (4)
Y —by
() —
WO ===/
bz\ } by by
(3) _——) = _ 1 fay (l) A
y (1 Z) (1/ f) y O+
daraus
bz by
() = 1 ®) I
yh =y ( 1) L
sctzt man wieder (I1) ein, so wird
, bz w— 2 by
y =y (1= 2 S e (13
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Uber das Riickwirtseinschneiden im Raum

Von Ing. K. Killian
(Schluf)

Zur numerischen Berechnung des rdumlichen Riickwéirtseinschnittes
nach obiger Methode ist es notwendig, die Koeffizienten der beiden Gln.
(8) und (9) zu berechnen. Wir bezeichnen die gemeinsame Seite der beiden
gewdhlten Pyramiden (1, 2, 3, 0 und 1, 2, 3, 0) mit b. Die anderen Seiten
heiBlen «, ¢ bzw. @, ¢ (Fig. 2). Beim rdumlichen Riickwirtseinschnitt nach
drei Festpunkten wird bekanntlich vorteilhaft das Verhdltnis zweier Kanten-



