Paper-1D: VGI_195513

Uber das Riickwirtseinschneiden im Raum

Karl Killian

Osterreichische Zeitschrift fiir Vermessungswesen 43 (4, 6), S. 97-104, 171-179

1955

BibTEX:

O@ARTICLE{Killian_VGI_195513,

Title = {{\"U}ber das R{\"ultckw{\"a}rtseinschneiden im Raum},

Author = {Killian, Karl},

Journal = {{\"O}sterreichische Zeitschrift f{\"u}r Vermessungswesen},
Pages = {97--104, 171--179},

Number = {4, 6},

Year = {1955},

Volume = {43}

}

L



OSTERREICHISCHE

TEITSCHRIET FUR VERMESSUNGSESEN

Herausgegeben vom

OSTERREICHISCHEN VEREIN FUR VERMESSUNGSWESEN
Offizielles Organ

des Bundesamtes fir Eich- und Vermessungswesen (Gruppen f.Vermessungswesen),
der Osterreichischen Kommission fiir die Internationale Erdmessung und
der Osterreichischen Gesellschaft fir Photogrammetrie

REDAKTION:
Prasident i. R. Dipl.-Ing. K. L e g o und o. 6. Professor Dipl.-Ing. Dr. H. Rohrer

Nr. 4 Baden bei Wien, Ende August 1955 XL Jg.

Uber das Riickwirtseinschneiden im Raum

Von Ing. K. Killian

Unter dem Riickwirtseinschneiden im Raum (= rdumliches Riick-
wartseinschneiden) versteht man bekanntlich die Aufgabe, ein gegebenes
Dreikant mit einer Ebene so zu schneiden, daB die Schnittfigur zu einem
gegebenen Dreieck, dem Festpunkte-Dreieck, kongruent wird,

G. Monge [11], der bedeutendste Schopfer der darstellenden Geo-
metrie, stellte erstmalig diese Aufgabe (1798) und I6ste sie graphisch, indem
er die Schnittpunkte von den drei Kreisringflichen (= geometrische Orter
aller Scheitel der drei Positionswinkel) bestimmte. Er nahm an, daf die
drei Positionswinkel zu den Festpunkten mit einem Sextanten gemessen
werden.

Mit der Entstehung der Luftbildmessung fand das Riickwirtseinschneiden
im Raum eine vielseitige Behandlung und seit ca. zwei Jahrzehnten wurde
es von der Doppelpunkteinschaltung im Raum verdringt.

Abgesehen von der wissenschaftlichen Seite des rdumlichen Riickwéirts-
einschneidens wird dieses nur noch in speziellen Féllen angewandt: Er-
ginzung von Karten aus Einzelbildern, Orientierung von Aufnahmen, die
nicht mit einem Auswertegerat orientiert werden konnen (Mehrfachkammern),
Orientierung von Aufnahmen zur Auswertung in einfachen Luftbildauswerte-
gerdten, Flugbahnbestimmungen, Priifung von Flugkurs- und Flughorizont-
gerdten u. a.

Die Tatsache, dal das mechanisch optische rdumliche Riickwairts-
einschneiden fiir manche Belange zu ungenaue Resultate liefert und daf
die rechnerische Behandlung auf eine Gleichung vierten Grades fiihrt,
sowie die Existenz des gefihrlichen Zylinders, in dessen N&dhe die Luft-
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aufnahmestandpunkte hdufig liegen, sind vorwiegend daran schuld, daf}
dem rdumlichen Riickwirtseinschneiden nur noch diese beschriankte prak-
tische Bedeutung zukommt.

Inzwischen sind jedoch Rechenmaschinen entwickelt worden, die
numerische Rechnungen mit aufBerordentlicher Geschwindigkeit durchzu-
fithren gestatten. Es sind auch Spezialgerdte zur Losung von algebraischen
Gleichungen hoheren Grades im Bau [6].

Gotthardt [4] und ebenso Wunderlich [13] zeigten ferner,
daB es keinen gefihrlichen Ort gibt, wenn ein vierter Festpunkt zur Ver-
fiigung steht, u. zw. auch dann nicht, wenn alle vier Festpunkte aul einem
Kreis liegen.

Gotthardt [5] hat iberdies die Genauigkeit des rdumlichen
Riickwartseinschneidens mit der Doppelpunkteinschaltung im Raum ver-
glichen und kam zu dem Ergebnis, dafl das zweite Verfahren dem ersten
an Genauigkeit nicht immer {iberlegen ist. Sind ndmlich genaue PaBpunkte
(= TFestpunkte) zur Verfligung, so werden vielmehr alle duBeren Orien-
tierungselemente durch das rdumliche Riickwdrtseinschneiden wesentlich
genauer bestimmt als durch die Doppelpunkteinschaltung.

Ist ein Bildstreifen auszuwerten, der etwa an seinen Enden und auch
dazwischen Stellen mit Festpunkten aufweist, so wird, wie heute {iblich ist,
der ganze Streifen nach der Doppelpunkteinschaltung orientiert. Rein aus
Griinden der Genauigkeit wire es aber besser, nach den Festpunkten
rdumliche Riickwdértseinschnitte auszufithren. Praktisch konnte die Mes-
sung der Bildkoordinaten der Festpunkte auf einem Stereokomparator vor-
genommen werden. Dadurch wiirden die Universal-Auswertegerdte ihrer
eigentlichen Aufgabe nicht entzogen werden und die Festpunkte kénnten
iiber die ganzen Bildflichen verteilt angenommen werden; wihrend die
Doppelpunkteinschaltung nur etwa 609, der Bildfliche zur Verfiigung hat.
Damit wire eine Genauigkeitssteigerung der duBeren Orientierungselemente
moglich ohne den Arbeitsgang der Doppelpunkteinschaltung zu stéren.
Es diirfte daher das rdumliche Riickwirtseinschneiden auch in diesem Fall
von praktischen Nutzen sein.

Seit G. M on ge hat die Literatur iiber das rdumliche Riickwérts-
einschneiden einen fast uniibersehbaren Umfang angenommen. Dafl nun
eine weitere Verdffentlichung daran gereiht wird, hat zwei Griinde:

1. Sind 4 Festpunkte gegeben, so ist das rdumliche Riickwirtsein-
schneiden geometrisch iiberbestimmt. Nimmt man zunédchst alle gegebenen
und gemessenen Grofen als fehlerfrei an, so ergibt sich ein neues geometri-
sches Problem. Dieses wird seiner Eigenart nach behandelt (siehe unter A).
Liegen die 4 Festpunkte in einer Ebene, so ist die Losung verhdltnismifig
einfach. Bei allgemeiner Lage der 4 Festpunkte ergeben sich zwei algebraische
Gleichungen 4. Grades, deren gemeinsame Losung durch eine lineare Glei-
chung direkt (ohne Ndherungswerte einzufithren) bestimmt wird. Die dabei
angewandte, vermutlich neue Methode, ist bei allen geometrisch iiberstimm-
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ten Problemen, die auf algebraische Gleichungen beliebig hohen Grades
fiihren, anwendbar. Zur Losung unserer Aufgabe wurde nach Tunlich-
keit die Vektorrechnung angewandt, diese fithrt zu praktisch gut brauch-
baren Formeln.

2. Eine geschlossene analytische Ableitung des beim rdumlichen
Riickwirtseinschnitt vorkommenden gefdhrlichen Ortes fehlt in der Lilera-
tur. Diese, sowie Folgerungen daraus, werden unter B. behandelt.

A. Das rdumliche Riickwirtseinschneiden nach 4 gegebenen Festpunkten
a) Voraussetzang: Die 4 Festpunkte liegen in einer horizontalen Ebene

Ist auBerdem das Geldnde horizontal, so kann bekanntlich infolge
der projektiven Beziehungen zwischen Bild- und Kartenebene die Aus-
wertung punktweise erfolgen, ohne dafB die dufBleren Orientierungselemente
gebraucht werden: Vierpunktverfahren, Mobiusnetlz, Berechnung nach den
projektiven Transformationsgleichungen.

Wird nach den Nadirpunkten und nach der Flughthe gefragt, so kann
man aus den genannten projektiven Beziehungen den Bildhorizont und aus
der gegebenen Lage des Hauptpunktes und der GréBe der Brennweite den
Bildnadir bestimmen. Seine projektive Ubertragung ergibt den Kartennadir.
Der Vergleich einer zum Bildhorizont parallelen Strecke mit seiner ent-
sprechenden Strecke in der Karte ergibt die Flughdhe.

Bei dieser Berechnung der Nadirpunkte und der FlughShe negiert
man stillschweigend die Tatsache, daB3 eine geome-
trisch {iberbestimmte Aufgabe vorliegt und verzichtet
somit auf die Ausgleichung oder, wenn man von dieser
absehen will, verzichtet man mindestens auf eine Kon-
trolle der gemessenen Groflen und der Rechnungen.

Unsere Aufgabe kann hingegen folgendermafBien
gelost werden: In Fig. 1 sind 1, 2, 3, 4 die Festpunkte
und 0 der Aufnahmestandpunkt. Durch je zwei
einander gegeniiberliegenden IKanten der vierseitigen
Pyramide denkt man sich eine Ebene gelegt. Ihre
Schnittgerade geht durch 0 und S. Der Punkt S
ist der Schnittpunkt der Schnittgeraden der beiden
Ebenen mit der Kartenebene. Fig. 1

0

@) Berechnung von Beslimmungssliicken der Pyramide

Wir berechnen der Reihe nach: aus den Festpunktkoordinaten die
Koordinaten von S und die Strecken «, a, sowie by, b,, aus den Bildkoordi-
naten die Koordinaten des Punktes S’ (= Bild von S) und aus den Bild-
koordinaten und [ die Positionswinkel «, @, B, B, Letztere werden zweck-
miBig nach GIL (17) berechnet.
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Nach Einfiihrung der HilfsgréBen r = 0S, v, ¢ folgen die aus Fig. 1
ablesbaren Gleichungen
rosin oy = «; sin (p + &)
rosin oy = a, sin (
rosin By = by sin (b + B
(

rosin Py = b, sin

(1)

Entwickelt man die Winkelsummen der sin und dividiert man die erste
der Gln. durch sin ¢, .sin ¢ und die anderen Gln. durch analoge Grofen,
so folgt:

Iz

= «; (cot o; + cot o)

sin @

sh: ® =y (col a, — cot ¢) |
§j=%®m&+mw L (2
sy =l (cot fr—cot §)

Die ersten zwei bzw. die letzten zwei Gln. der Gln. (2) erinnern an die
Gln. zur Brennweiten- und Hauptpunktbestimmung nach Prof. Schell.
Bemerkt sei, dal Traen kle [12] die vierseitige Pyramide (Fig. 1) eben-
falls mit den genannten Ebenen schneidet. Er behandelt jedoch keine
speziellen Gln. zur direkten Losung. Schon S, Finsterwalder wendete
diese Schnitte in einer allgemeineren Weise an und bestimmte auf graphi-
schem Wege Flughohe und Kartennadir. (,,Sebastian Finsterwalder zum
75. Geburtstage™, S. 38.)

Die 4 GIn. (2) beinhalten die drei Unbekannten: r, ¢, ¢. Aus den
beiden ersten Gln. folgt

ay cot «; 4 a; cot ¢ = a, cot o, — a, cot ¢

dy cot @, — ay cot o
ay + a,

cot ¢ = - (3)
Aus der ersten sowie aus der zweiten Gl. der Gln. (2) folgt #/sin ¢ und somit
r. Analog wird aus der dritten und vierten GL ¢ und sodann wieder r be-
rechnet.

Die beiden berechneten r-\Werte miif3ten dann gleich grof3 sein, wenn
keine Rechen- und Messungsfehler vorhanden wiren.

Oft wird man sich mit dem arithmetischen Mittel der beiden r-Werte
begntigen koénnen. Will man jedoch eine nach der Methode der kleinsten
Quadrate strenge Ausgleichung, so muf3 man wie folgt vorgehen:

Die berechneten Werte werden als Naherungswerte ry, ¢, ¢p in die
Gln. (1) eingefithrt. Setzt man r=ry+ Ar; ¢ = ¢+ A9; b=y + AY
und entwickelt man nach Taylor, so folgt:
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a, €08 (g + o) A® + ro sin og — @y sin (¢ + o) =
Sin oy AP — @y COS (g — %) AP + g SIN oy — @y SIN (g — o)
sin B; Ar— by cos (o + By) AY 4 rosin f;— by sin ($o + ;) =
sin By Ar— by cos (pg — By) AP + ro sin By — by sin (g — ) =

Bekanntlich kann es im allgemeinen fiir die Unbekannten A7, A9, A
keine Werte geben, die mehr als drei der vier Gln. befriedigen; denn o;,
oy, P1, Bp sind BeobachtungsgroBen (¢, ay, by, by nehmen wir als fehler-
los an). Setzt man fiir die Unbekannten beliebige Werte ein, so ergibt sich
ftr jede Funktion eine bestimmte Verbesserung v. Die der Bedingung [vv] =
Min. zugeordneten Werte konnen nicht als wahrscheinlichste Werte ange-
sehen werden. (In der Literatur findet man oft dhnliche Ausgleichungsauf-
gaben unrichtig behandelt.) Denkt man sich die wahren Werte eingesetzt,
so werden die Gln. ebenfalls nicht befriedigt; die entstehenden v haben
aber einen nicht nur von den Fehlern der Beobachtungsgréoflen, sondern
vom Einflul} dieser auf die Funktion abhidngigen Wert. Jene Gl., die sodann
das groBte v aufweisen wiirde, soll durch die wahrscheinlichsten Werte
am wenigsten befriedigt werden.

Es ist daher notwendig, die mittleren Fehler m; bis m, der Funktionen
zu berechnen; daraus konnen die Gewichte p; bis p, der Funktionen bestimmt
werden (Rechenschieber). Schreibt man die erste der Gln. (1) in der Form:

sin oy Ar

0
0

fi=rsin a,—a, sin. (¢ + og) =0
und berechnet man

( 9

o ) = ry COS @ — @y COS (g + ;)
1/0

Kon l.

o,

%

so ist: my :( ) . Mg, und somit das Gewicht p; = Analog findet
0

man die mittleren Fehler m,, my, in, und die Gewichte p,, p;, p, der anderen
drei Funktionen.

Die mittleren Fehler my,, mq, mg, mg, konnten mit Hilfe von Gln.
berechnet werden, die der Gl. (17) entsprechen. Es wird jedoch geniigen,
ihr Verhiltnis auf Grund der Lagen der Bildpunkte abzuschdtzen. Nimmt
man die mittleren Fehler gleich groB3 an: my, = m, = mg, = mg, so wer-
den die Gewichte davon unabhingig. Sodann sind die Gewichte nur von
den Diff.-Quotienten der Funktionen abhingig.

B) Berechnung der Flughéhe und der Nadirpunkle

Wir berechnen zunichst die Koordinaten der Punkte 1 und 2 (Fig. 1)
in bezug auf ein dem Karten-Koord.-S. paralleles Koord.-S., dessen Ur-
sprung Punkt S ist. Diese Koordinaten heiflen X;, Y; bzw. X,, ¥,. Die den
Strecken «;, b; und r entsprechenden Vektoren nennen wir a,, b, und r,
Somit ist

G .r =0, I CoS ¢ =

. (5)

bp.v =10, r cos b =g,
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¢; und ¢, sind also berechenbare Konstante. Nennt man die in den Koord.-
Achsen X, YV, Z gelegenen Einheitsvektoren i, j, ¥ und die gesuchten Koor-
dinaten des Standpunktes X, Y, Z,, so ist:

ap.v= (X i+ V) (Nt + Yoi + ZoF) = ¢
Somit ist X, Xo+ Y, YVo=¢

ebenso ist X, Xy + ¥, Y= ¢,

(6)

Aus diesen beiden Gln. konnen die Koordinaten des Kartennadirs X, 1,
berechnet werden. Die Flughthe ist somit

Z,=|rF —xi =73 G

Zur Bestimmung des Bildnadirs aus (em Kartennadir konnen be-
kanntlich alle Verfahren, die auf cer I rojektivitdt zwischen Bild und Karte
beruhen, angewandt werden. Liegt eine Aufnahme mit kleiner Nadirdistanz
vor, so kann man auch durch ebenes Riickwirtsschneiden den Bildnadir
finden, wie dies der Verfasser [7] beschrieben hat. Ein weiterer auch in
diesem Fall gangbarer Weg ist unter A. b) y) behandelt. Ebenso ist dort
die Berechnung der Lage der Blickrichtung in der Karte angegeben.

In diesem Zusammenhang sei noch folgende Aufgabe erwdhnt: Weist
ein Photogramm mindestens vier scharf erkennbare Punkte (die auf der
Bildfliche moglichst verteilt sein sollen) auf, deren Positionswinkel bekannt
sind bzw. aus Messungen bestimmt werden konnen, so lassen sich Brenn-
weite und Hauptpunkt sowie Kippung und Kantung (letztere konnen
beliebig groB sein) direkt berechnen: Die Bildkoordinaten der Bildpunkte
werden gemessen, u. zw. bezogen auf ein beliebiges rechtwinkeliges Koord.-S.
der Bildebene (z. B. Achsenkreuz des Photogrammes). Die Positionswinkel
werden z. B. aus gemessenen Horizontal- und Vertikalwinkel berechnet.
Nach den Gln. (2) bis (7) berechnet man die GroBen r, ¢, ¢ sowie X, ¥,
Zy. In diesem Fall sind X, Y, die Koordinaten des Hauptpunktes und 7, =
f. Kippung und Kantung gewinnt man zweckmiBig durch Auflésung von
sphirischen Dreiecken. An Stelle von Geldndepunkten konnen Fixsterne
treten. (Zur scharfen Definition der Zielstrahlen wird die Belichtung kurz
unterbrochen.) Aus ihren Rektaszensionen und Deklinationen werden die
Positionswinkel berechnet. Sind Zeit und Erdstandpunkt unbekannt, so
kénnen nur Brennweite und Hauptpunkt berechnet werden.

b) Voraussetzung: Die vier Festpunkte haben eine beliebige Lage im Raum
o) Berechnung der Kanlenlingen des Vierkanles

Greift man drei der vier Festpunkte heraus und wihlt man eine be-
liebige beim rdumlichen Riickwdartseinschneiden vorkommende Grofle a
als Unbekannte, so ergibt sich bekanntlich eine Gl. 4. Grades in 2. (Von den
zur Festpunkteebene symmetrisch gelegenen Dreikanten wird abgesehen.)
Verwendet man nun zum rdumlichen Riickwirtseinschneiden den vierten
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Festpunkt und zwei der bereits genannten Festpunkte, sowie dieselbe Grofe z,
so ergibt sich eine zweite Gl. 4. Grades in 2. Diese Gln. lauten in allgemeiner

Form:
4 a4 by a4 cgae+d =0 .o (8

ety ad by at e ax+dy=0 N )

Nimmt man zunédchst alle gegebenen und gemessenen GroBen als fehler-
frei an (d. h. algebraisch: die Resultante dieser GIn. = Null), so handelt
es sich um die Berechnung der gemeinsamen Losung z beider Gln. Somit ist

4+a 4024 cz+d =0

4y B+ by 224z +dy=0
Subtrahiert man die zweite von der ersten Gl., so folgt eine GL 3. Grades
(ag—ay) 28+ (by—0y) 22+ (e, —¢) 24+ dy—dy =0 . . . (8)

Multipliziert man die erste der beiden Gln. mit — d,, die zweite mit d; und
addiert diese Gln., so folgt:

(dy—dy) 2* + (dy ay— dy ay) 22 + (dy by — dy by) 22 + (dy ey — dyey) 2 =0
Da z im allgemeinen ungleich Null ist, muf3 sein:
(di—dy) 28 + (dyay—dyaq) .22 4 (dyby—dyby) z + (dycy—daey) = ¢ . . . (D)

Wir haben somit zwei Gln. (8’) und (9') gewonnen, die nur vom 3. Grad sind.
Schafft man in diesen Gln. die Koeffizienten von z® weg, so ist:

B4+A24+Bz+ 0 =0 oo (87)
B4+ A2+ Bz + 0, =0 e (9

Daraus folgen auf ganz analoge Weise die Gln.
(Ay—Ay) 224+ (By—By)z+ (€, — ) =0 . (8")

(C,— )22 (LA, —CyoA) 2+ (B, — (B =0, . (%)
oder
240, 24p5=0
224 a2+ p,=0

Subtrahiert man die zweite von der ersten Gl., so folgt:

e Bl ... (10)

0y Oy

Die soeben beschriebene Methode ist fiir zwei gegebene algebraische
Gln. beliebig hohen Grades anwendbar, Diese Methode ist daher auch
zur Losung aller geometrisch {iberbestimmter Aufgaben, die auf algebrai-
sche Gln. beliebig hohen Grades fithren, brauchbar.

Nebenbei bemerkt sei, da3 man diese Methode auch anwenden kann,
wenn die gegebenen Gln. ungleichen Grad haben. Man beginnt sodann
mit der beschriebenen Multiplikation der konstanten Glieder der Gln.
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Von den Gln. (8) und (9) kann man auch mit Verwendung der Wurzel-
faktoren zu den Gln. (8'') und (9’'’) gelangen. Dieser viel umstdndlichere
Weg wurde im Zuge dieser Arbeit urspriinglich beschritten und erst spéter
der obige ,,triviale’” Weg gefunden.

Zur Aufsuchung mehrfacher Wurzeln einer algebraischen GI. ist es
bekanntlich notwendig, zu zwei algebraischen Gln., deren Gradzahl sich
um eins unterscheidet, die gemeinsame Wurzel zu bestimmen. Es sei daran
erinnert, daB die Berechnung des gemeinsamen Teilers hochster Gradzahl
mit Hilfe der Kettendivision erfolgt. Fiir unsere Aufgabe wiirde die Anwen-
dung dieses Verfahrens jedoch dann auf Schwierigkeiten stoflen, wenn die
beiden Gln. zwei nicht vollig gleiche Losungen aufweisen. Dies ist aber gerade
bei den ins Auge gefaBten, durch Messungen erreichten Uberbestimmungen

immer der TFall.
(Fortsetzung folgt)

Die Tiefenmessung 1955 im Zellersee (Salzburg)
Von ORdAVD. Dipl.-Ing. Dr. techn. Karl Ulbrich
(Veréffentlichung des Bundesamies fiir Eich- und Vermessungswesen)

(SchluB)

7. Echoloimessung

Am 18. und 19. Februar 1955 konnte vom Bundesstrombauamt
(Wien) der ,,Atlas Echograph Typ 646 der Allaswerke (Bremen) versuchs-
weise eingesetzt werden, wobei 4 Profile (Nr. 9—12) mit 72 Einzellotpunkten
durchgemessen wurden, deren Tiefe jeweils kurz vorher mittels Drahtlotung
bestimmt worden war,

Das relativ schwere Gerit, das mit den Batterien ca. 300 kg wog, wurde
auf einen DPferdeschlitten montiert.

Die Temperatur des Wassers zeigte je nach der Tiefe folgenden Verlaul:

Oberfliche 0,20C
1 m Tiefe 1,9°C
5 m Tiefe 2,50C
10 m Tiefe 3,00
20 m Tiefe 3,6 9
60 m Tiefe 3,92
67 m Tiefe  4,08°

Der Salzgehalt betrug 180 mg je Liter, also ca. 0,2 ?/y. Der Echo-
graph wurde auf Grund dieser beiden Werte auf 1420 m/sek. Schallge-
schwindigkeit eingestellt,

In der Regel wurde der GrundmefBbereich 0—40 m und der Schwinger
1 m unter Wasser eingestellt.
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so erhdlt man nach Zusammenfassung der (")

1 bz«
a b [ ‘
alt) =@, : br 2 (12)
1L - m . _/_
Ahnlich erhdlt man aus (4)
Y —by
() —
WO ===/
bz\ } by by
(3) _——) = _ 1 fay (l) A
y (1 Z) (1/ f) y O+
daraus
bz by
() = 1 ®) I
yh =y ( 1) L
sctzt man wieder (I1) ein, so wird
, bz w— 2 by
y =y (1= 2 S e (13
Literatur:
(1) F. Schroder: Die rechnerische Orientierung von Luftbildaufnahmen auf Grund

von Messungen am Stereokomparator und ihr Verhdltnis zu den
optisch-mechanischen Vertahren. Diss. T. H. Hannover 1949.

(2) sShewell H. A. L.: Photogrammetric Record 1952 /2.

(3) Earl Church: Theory of Photogrammetry. Bull. Nr. 19.

(4) Wassef A. M.:  Somerecent Developmentin analytical Photogrammetry: The use
ofEulerian Angles and computational Procedure. Photogrammetria
1953 —54 /2.

(5) Hallert B.: Uber die Herstellung Photogrammetrischer Pline. Diss. T. H.
Stockholm 1944,
6) Jerie H. G.: Beitrag zu numerischen Orientierungsvertahren fiir gebirgiges

Geldnde. Photogrammetria 1953 —54/1.

Uber das Riickwirtseinschneiden im Raum

Von Ing. K. Killian
(Schluf)

Zur numerischen Berechnung des rdumlichen Riickwéirtseinschnittes
nach obiger Methode ist es notwendig, die Koeffizienten der beiden Gln.
(8) und (9) zu berechnen. Wir bezeichnen die gemeinsame Seite der beiden
gewdhlten Pyramiden (1, 2, 3, 0 und 1, 2, 3, 0) mit b. Die anderen Seiten
heiBlen «, ¢ bzw. @, ¢ (Fig. 2). Beim rdumlichen Riickwirtseinschnitt nach
drei Festpunkten wird bekanntlich vorteilhaft das Verhdltnis zweier Kanten-



172

lingen der Pyramide als Unbekannte eingcfithrt. Bezeichnet man das Ver-
héltnis der Kantenlingen:

RL R o (1D
Iy

so folgt
v [1—2 A 4+ B+ 4 € sin? o]

+ v3 [—coszcosy 4 A (cosacosy + cos ) —
— B cosf§— 2 ( sin? o cos {3}

4+ 2 02 [1 4 2 (cos? o — sin? ) —
—2A (1 4+ 2 cosa cosP cosy) +

+ B (1 4+ 2 sin?p) + % (a sin?y 4+ ¢% sin? )]

+ 4 v [— cosacosy + A (cos e cosy + cos ) —
— B cos— 2 D sin? vy cos 3]

+1—2A+4+B+4Dsin2y=0 .. .(12)

Diese Gl. wurde von F. J. Miller (Allg. Verm.-Nachr. 1925, Nr. 16)
abgeleitet. Thre Koeffizienten sind symmetrisch in bezug auf den dritten
Koeffizienten als ,,Symmetrieachse”. In dieser Gl. bedeutet:

a® + ¢ a? — ¢2\? . c? a? Y
Die Koeffizienten der Gl., die der Pyramide 1, 2, 3, 0 zugeordnet ist, erhilt
man, wenn man in den Gln. (12), (13) an Stelle von «, b, «, § die Gréfen
a b, w, E setzt.

Zur raschen Berechnung der Koeffizienten beider Gln. ist es nétig,
Tabellen anzulegen, die erst im Laufe der praktischen Verwendung ent-
sprechend verbessert werden kénnen.

Nach obiger Methode wird aus beiden Gln. v berechnet. Mit diesem
berechneten v wird im allgemeinen keine der beiden Gln. vollkommen be-
friedigt.

Will man eine Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate
vornehmen, so ist der Vorgang analog dem unter A. a) ) Gesagten. Die Ge-
wichte beider Gln. miissen wieder berechnet bzw. abgeschitzt werden:

o _ (9L
s = (2]

9/, 91

2 2 Konst.
2 Zi 2 i 2 — e L (14
m? + (0@ )o m; + (07 )0 m’ und p,; (14)

2
m?

Ebenso erhélt man m? bzw. p,, wenn man f, durch f, und «, §, v durch 2,
p, v ersetzt. Nach Vereinfachung der differentiierten Funktionen folgen
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die Gln. (15):

O —susinga (24 1) . (1—4) 2Ly 20{a ¢

0s Y . .
o o5 o8 p4+C 1) —+

4+ 2 02 (v — 2 cos f)

g—,f}:i v sin {5[(02—{—1).(13—‘4) + 2 € »? sin?a 4
‘.)

+ 20 (A cosau cosy — B cosp) + 2D sin®y

.

oy o | _ cos o cos a .
a»y——fzvsm,‘z ([(u2 +1). (I —A) cos 7 —{—20(/1 cos 7 .cosﬁ-{—D—l)—{—

+ 2D(%— 2 cos {i)]

[) Berechnung der Posilionsiwinkel aus den gemessenen Bildlkoordinalen

Der Aufnahmestandpunkt O sei der Ursprung z
eines zum Bild-Koordinaten- parallelen Koordi- :
natensystems (Fig. 3). p; und p, sind die in den
Zielstrahlen gelegenen Ortsvektoren, die bis zu
den Bildpunkten 1’, 2’ reichen. Das innere Pro-
dukt dieser Vektoren ist definitionsgemdf :

PPy = [P1] . [Pe] cosy
Daher

pl'p2 (16)

COSY —m —ri . .
£ ] Tp,] Fig. 3

Die in den Koord.-Achsen gelegenen Einheitsvektoren werden jetzt und
in der Folge i, j, f genannt. Somit ist
pr=a i+ yj—/*

Po =i+ yo] —/[F
Nach GI1. (16) ist:

o "
cos y = T“_ij,l—gv’z‘tyl !/.g +/ ‘ o
'@ =y + /7). @+ g3 £ /)

) Berechnung der Flughéhe und der Nadirpunkie

Wir berechnen zundchst die Koordinaten der Punkte 2, 3, 2 (Fig. 2)
in bezug auf einen dem Karten-Koordinaten- parallelen Koordinatensystem,
dessen Ursprung Punkt 1 ist. Diese Koordinaten heien X,, YV, Z,; X,
Y,, Z3; X+, Y3, Z3. Ferner berechnen wir aus den Dreiecken 1,2,0; 1, 3,0;
und 1, 2, 0 die den Kanten ry, 1y, 17 gegeniiberliegenden Winkel 8,, 85, 63
(Sinussatz) oder wir berechnen die folgenden Produkte nach dem Kosinussatz,
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ﬂDie den Strecken ¢, b, ¢, r; entsprechenden Vektoren nennen wir
¢, b, ¢, v;, Wir bilden die folgenden numerisch leicht berechenbaren Produkte
C.¥ = ¢€ Py COS 8y = Cy
b.vy=>0r cos 0, =cy4 ... (18)
C.ry=1¢r;cos dy=cy
Bezeichnet man die Koordinaten von 0 mit X, Y, Z,, so ist
oy =X i+ Vo) +Z,8) . (Xt + Vo) + ZpF)
Unter Beachtung der Gln. (18) ergeben sich die erste und die dieser analogen
zwei weiteren Gln.
XX+ YVLY, + 27,2, =c,
Xe Xo + Y, Y+ 2,2y =cy oL (19)
NeXo+ YV 4+ 2572, = ¢y

Aus diesen drei linearen Gln. berechnet man X, Y, Z, und kontrol-
liert das Ergebnis: r} = X% 4+ Y3 4 Z2.

Die Berechnung der Koordinaten des Bildnadirs (beliebig grole Nadir-
distanz sei vorausgesetzt) beginnt mit der Berechnung der Winkel ¢;, ¢,, ¢,
die die Lotrichtung mit den Pyramidenkanten einschliefen:
cos & = Zo—2

A
z Als Index i/ ist I, 2, 3 zu setzen (Z, = 0).
0 ist wieder der Ursprung eines zum Bild-
Koord.-S. parallelen Koord.-S. (Fig. 4). Die
Vektoren pq, p,, P5 liegen in den Zielstrahlen.
¢ ist der in der Lotrichtung gelegene Ein-
heitsvektor. Wir bilden

pr.e=|py.1.cos g =¢

Da |p,| = /@2 + y? + [? ist, kann ¢, leicht
numerisch berechnet werden. Die Koordi-
naten des Einheitsvektors ¢ sollen Xy, ¥, 2
heiflen. Es ist also

proe=(@it+yl—/ 1. Xi+ Y]+ 2zof)

Somit folgen die erste Gl. und die zwei weiteren dieser analogen Gln.:
@y X + Y — 2=
Ty Xo + Yo Jo — 20 = ... (20)
w3 Xo + Ys Yo— 20 = Cs
Aus diesen drei linearen Gln. berechnet man X,, 3, z, und kontrolliert

das Ergebnis: X2 + y% 4+ z} = 1. Eine weitere Kontrolle wiirde die dem
4. Bildpunkt entsprechende Gl. ergeben.



Zur Berechnung der Nadirdistanz v bilden wir
—e¢.F=1.1.cosv
oder — (X1 + Yol + 75 F) . F=cos v
also ——Zy = COS Vv .. (21)

Aus der Fig. 4 erkennt man die Beziehungen:

To = X, . _E/;

o = Yo - ;ZL
0

und als Kontrolle folgt: [.tan v= |a2 + yz.

Will man noch die Blickrichtung in der Karte angeben, so mufl der
dem Hauptpunkt H entsprechende Punkt in der Karte bestimmt werden.
Dies kann ganz analog der soeben durchgefithrten Bestimmung des Bild-

-

nadirs erfolgen: Anstelle der Winkel ¢, g,, g5 treten die Winkel §;, §,, G,
die die Zielstrahlen mit der Kammerhauptachse einschlieBen. Diese kénnen
aus den Bild-Koord. und f leicht berechnet werden. An Stelle von f und den
Vektoren p,, p,, py treten die FlughShe bzw. Vektoren die von O bis zu den
Festpunkten reichen.

In obigen Berechnungen kommt es wiederholt zur Auflésung von
drei linearen Gln. Ist dazu keine spezielle Rechenmaschine zur Verfiigung,
so wird man etwa nach C. Runge: ,Praxis der Gleichungen®, Verlag
Walter de Gruyter, vorgehen. Auf den etwas lingeren, aber dafiir ganz
mechanisch ausfithrbaren Vorgang sei erinnert: Man dividiert jede GI.
durch den Koeffizient ihrer ersten Unbekannten und subtrahiert die erste
Gl. von den anderen. Diesen Vorgang wiederholt man, bis man eine Un-
bekannte bestimmt hat usw.

B. Analytische Ableitung des ,gefdhrlichen Zylinders“ und Folgerungen

Der rdumliche Riickwirtseinschnitt fithrt, wie erwdhnt wurde, zu
einer Gl. 4. Grades. Die Bedingung, daBl mindestens zwei ihrer L&sungen
zusammenfallen, definiert jene dem gegebenen Festpunktdreieck zugeordnete
Dreikante, deren Scheitel auf dem bekannten gefdhrlichen Zylinder liegen.

S. Finsterwalder [1], [2], Krames [10] und Wunder-
lTich [13] lieferten rein geometrische Ableitungen des gefihrlichen Zylin-
ders und der Unsicherheitsrichtungen. Die Unsicherheitsrichtungen unter-
suchte auch Gotthard [4]. Teilweise analytische Ableitungen des ge-
fdhrlichen Zylinders gaben Forg [3] und K6rner [9] in ihren Disser-
tationen.

Eine analytische Ableitung der GIl. des gefdhrlichen Zylinders wird
in der Folge bis zur Darstellung dieser Gln. in Cartesischen Koordinaten
gefithrt, woran sich geometrische Uberlegungen anschliefBen.

Die soeben erwidhnte Eigenschaft aller Punkte der gefdhrlichen Fliche
legt den Gedanken nahe, die Diskriminante zu einer dem rdumlichen Riick-



176

wirtseinschnitt zugeordneten Gl. 4. Grades zu bilden. Dabei kommt man
aber zu sehr unitibersichtlichen Gln. Folgender Weg fithrt jedoch zum Ziele:
Fiir die Pyramide 1, 2, 3, 0 (Fig. 2) gelten die Gln.

a@=rs+ri—2 I'y '3 COS 0
b2 =rf + r} — 2 ryr cos o (23)

2 9
2 =r{ +r,—2rr,cos-
172

Wir stellen uns die Frage: Welche Bedingungen miissen zwischen den
in diesen Gln. vorkommenden GroBen bestehen, damit oo kleine Anderungen
von 1y, ry, ry die Winkel «, §, v nur um oo kleine Betrdge von zweiter
und hoéherer Ordnung verdindern. Diesen Bedingungen entsprechen die
differentiierten Gln. (23), wenn «, b, ¢, «, B, v als Konstante angesehen
werden:

2rydry + 2rydrg— 21y c08 o dry — 2 15 cos o dry = 0

oder (ry —— rgcos a) dry + (13 —rycos a)dry =10
(rg—rycos ) drs + (r,—rycos B)dry =0 oo (24
(ry —rycosy)dry + (rg— rycos y) dry =0

Die zweite und dritte Gl. ergeben sich einfach durch zyklische Ver-
tauschung der Indices.

Fat man dr,, dr,, dry als Unbekannte auf, so bilden die Gln. (24) ein
System linearer homogener Gln. Aufihre triviale Losung: dr; = dry, = dry = 0
kommen wir spidter zuriick. Da alle Zdhlerdeterminanten Null sind, kénnen
dry, dry, dry nur dann nicht Null sein, wenn die Nennerdeterminante

0 ry—rycosary— rycCosa
rp—rgcosf O rg—rycosf | = 0 .. (20)
ry—recosy pry,—rycosy 0O
oder
(rg — rgcos a) . (rg —-ry cos B) . (11, — ry cOS ¥) -+ (g — 1y COS %) .

.(rp—rzcosB). (ry—rycosy) =0

Berechnet man cos «, cos §, cos v aus den Gln. (23) und setzt man diese in
die vorhergehende Gl. ein, so folgt

(j—’2+(l)'(13—"+b2)'(’f
== ) D) (— (P —13) 4 e2) =0 L (6)

Diese Gl. stellt die gesuchte Fliache in tripolaren Koordinaten dar, und zwar
in Bezug auf das feste Dreieck mit den Seiten «, b, ¢. Aus der ungewohnten
Darstellung der gefdhrlichen Fldche in tripolaren Koordinaten kénnen ihre
Eigenschaften nicht unmittelbar erkannt werden. Wir legen nun in die
Ebene des Festpunktedreieckes ein rechtwinkeliges Koord.-S., dessen Ur-
sprung mit Punkt 1 zusammenfédllt und dessen z-Achse durch Punkt 3 geht
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(Fig. 2). Die Koordinaten des Punktes 2 heillen @,, y,. Die laufenden IKo-
ordinaten des Dreikantscheitels heilen @, y, z. Sodann ist

=2t + 4 2

ry = (@ —2)2 + (y — yo)? + 2 ce (27)
L)

r

r

Daraus ergeben sich die in Gl. 26 vorkommenden Differenzen

Pt —pp = —2bx + b2
"‘f_"g=2*”32"’3+2U2U_m§_!]3 co (28)

Ko
oo

i =2ba—2a,m—2 gy — b2+ a5 +

Iz

Diese Differenzen sind von z unabhingig. Die gesuchte Fliche ist daher ein
Zylinder, dessen Erzeugenden zur Festpunkteebene normal stehen. Zur
Bestimmung der Gl. des Normalschnittes dieses Zylinders driicken wir die
Seiten @ und ¢ durch =, und y, aus: .

)

@ =(b—= {
1( 21 I (29)

2 =a; —y
Setzt man die GroBen aus den Gln. (28) und (29) in die Gl. (26) ein und
dividiert man durch &.0, so folgt:

(b — g — Yoy + @y -y — by (—x +b) . (e + yyy) +
b(—bafmr b gy 02 —bay) . a . (— e — gy s + ys) =0

Man multipliziert in beiden Produkten die ersten Faktoren mit ihren zweiten
Faktoren. Das weitere Multiplizieren wird vereinfacht, wenn man beachtet,
daf3 die ersten drei Glieder in den ersten FFaktoren des ersten und zweiten
Produktes einander gleich sind und daf3 der zweite Faktor im ersten Produkt
bis auf das Vorzeichen gleich ist, den ersten zwei Gliedern des zweiten Faktors
im zweiten Produkt. Sodann folgt die Gl. des Normalschnittes
2 2
m2+y2—bm—ﬁ?-i'—”§—_—b3’2—.y=o .. (30)
Es ist dies die Gl. eines Kreises; denn die Koeffizienten von 22 und y2 sind
einander gleich und das Glied a: . y fehlt. Dieser Kreis geht durch den Ur-
sprung des Koord.-S. und somit durch den Festpunkt 1. Da dieser Punkt
gegeniiber den anderen Festpunkten keinen Vorzug haben kann, mufl der
Kreis auch durch die beiden anderen Festpunkte gehen. (Daraus ergibt sich
eine Verifikation der Gl. (30), wenn man in dieser die Koordinaten der
Punkte 2 und 3 einsetzt). Damit ist der gefdhrliche Zylinder analytisch
abgeleitet.
Die Frage, ob der gefihrliche Zylinder der einzige gefdhrliche Ort ist,
146t sich wie folgt beantworten: Definiert man die Aufgabe des rdumlichen
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Riickwirtseinschneidens, so wie dies mit dem ersten Satz der vorliegenden
Arbeit geschehen ist, so ist der gefdhrliche Zylinder tatsichlich der einzige
gefdhrliche Ort. Nach dieser Definition nimmt man ndmlich an, daf3 die
Fldchenwinkel des Dreikantes von Null verschieden sind. Oft definiert man
jedoch die Aufgabe des rdumlichen Riickwdirtseinschneidens folgendermafBen :
Gegeben ist ein Festpunktedreieck, gesucht ist jener Punkt, von dem aus
die Seiten des Festpunktedreieckes unter vorgegebenen Winkeln erscheinen.
Dann ist auBler dem gefdhrlichen Zylinder noch die durch die Festpunkte
bestimmte Ebene ein gefdhrlicher Ort.

Die GIn. (23) und damit alle daraus abgeleiteten Gln. entsprechen
der zweiten Definition. Die erwdhnte triviale Losung: dr; = dry, = drg = 0
1aBt die Frage offen, ob nicht eine unendlich kleine Verschiebung des
Standpunktes moglich ist, wenn sich ry, r,, 73 nur um unendlich kleine Gréfen
zweiter und hoherer Ordnung verdndern. Dies ist in der Tat der Fall, wenn
der Standpunkt in der FFestpunkteebene liegt. Unendlich kleine Bewegungen
des Standpunktes senkrecht zu dieser Ebene dndern ry, ry, r; und damit die
Winkel e, 8, ¥ nur von zweiter und hoherer Kleinheitsordnung. Daran wird
auch nichts gedndert, wenn beliebig viele in der genannten Ebene liegende
Festpunkte zur Verfiigung sind. Dall die Festpunkteebene der einzige Ort
dieser Eigenschaft ist, kann folgendermaflen bewiesen werden: Man differen-
tiiert die Gln. (27) und setzt dr; = dr, = drg = 0. Wird die Nennerdetermi-
nante wieder Null gesetzt und hebt man z heraus, so erkennt man, daf
z = Null sein muB.

An einen beachtenswerten Sonderfall des gefihrlichen Zylinders sei
erinnert. Entfernt sich einer der drei Festpunkte, z. B. Punkt 2, in einer
beliebigen Richtung unendlich weit, so wird der Radius des gefihrlichen
Zylinders unendlich grofl. Der gefdhrliche Zylinder wird zu einer durch die
Festpunkte 1 und 3 gehenden Ebene, die auf der Richtung nach Punkt 2
normal stehen muB. In der Luftbildmessung kann die Sonne oder der Erd-
mittelpunkt (Horizontkreisel) der praktisch unendlich ferne Festpunkt sein.
In der Erdbildmessung bzw. bei speziellen Punktbestimmungen mit einem
Universalinstrument (rdumliches Riickwértseinschneiden nach zwei Fest-
punkten) ist der Erdmittelpunkt der praktisch unendlich ferne Punkt.
Eine geometrische Ableitung dieses gefdhrlichen Ortes behandelte der
Verfasser [8].

Die Unsicherheitsrichtung eines auf den gefdhrlichen Zylinder ge-
legenen Standpunktes kann aus den Gln. (23) und (24) erkannt werden.
Das Festpunktedreieck und die tripolaren Koordinaten des Standpunktes
bestimmen eindeutig die Winkel o, {, © (Gln. 23). Bei gegebenem Fest-
punktedreieck sind somit jedem Punkt des gefdhrlichen Zylinders bestimmte
Koeffizienten der Differentiale dr;, dry, drs in den Gln. (24) zugeordnet.
Diese bestimmen eindeutig die Verhdltnisse von dry, dr,, drs.

Wird daher »; um dr; verdndert, so dndert sich r, und r; um bestimmte
GroBen dr, bzw. drg, d. h. der Standpunkt O geht in einen unendlich benach-
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barten Punkt 0’ iiber. Beide Punkte miissen allen drei Kreisringflichen
angehoren; denn die Koordinaten dieser befriedigen die Gln. (24). Die
Punkte 0 und 0’ bestimmen daher eine gemeinsame Tangente der drei
Kreisringflichen, die Unsicherheitsrichtung in O.

Bei der trivialen Losung der Gln. (24) ist, wie erwdhnt wurde, die Un-
sicherheitsrichtung normal zur Ebene durch die Festpunkte. Die Kreis-
ringflichen werden in diesem Fall von der Festpunkteebene normal ge-
schnitten. Die Tangentialebenen, und somit die genannten Tangenten, stehen
zur Festpunkteebene normal.

In der Luftbildmessung ist die genannte erste Definition der Aufgabe
des rdumlichen Riickwirtseinschneidens mafigebend, d. h. die triviale
Losung ist bedeutungslos. Hat man noch einen vierten Festpunkt (Fig. 2)
zur Verfiigung, so kommen zu den drei Gln. (24) noch zwei weitere dazu,
die der ersten und dritten Gl. analog sind. Diese fiinf linearen und homogenen
Gln. haben nur vier Unbekannte. Sie haben daher keine nichttriviale Losung
und daher gibt es in diesem Fall auch keine Unsicherheitsrichtungen, also
auch keinen gefdhrlichen Ort.
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