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fiihrungsarbeiten fiir sich wirtschaftlich zu gestalten, ohne Riicksicht darauf,
ob die Art und Weise ihrer temporédren Arbeit dem sdkularen Wert des
Werkes gerecht wurde. Einem an einer Vermessung wirtschaftlich interessier-
ten Unternehmer kann kaum zugemutet werden, daf3 ihm der Mehraufwand
fiir eine Arbeit, z. B. wie sie die Verwirklichung des sogenannten wachsen-
den Katasters erfordert, ohne entsprechende Gegenleistung aus 6ffentlicher
Hand abverlangt wird.

2. Die auf dem Gebiet der Grundbuchsvermessung mehr oder minder
freiberuflich tdtigen Berufsangehdrigen konnten ihre Existenz nur in wirt-
schaftlich regen Gebieten sichern. In wirtschaftlich drmeren Gebieten war
es ihnen kaum moglich, ihren Lebensunterhalt zu verdienen. Grofler Verdienst-
moglichkeit auf der einen Seite stand ebenso grofler Einnahmeausfall auf
der anderen Seite gegeniiber. Es ist beachtenswert, dall die damaligen
Berufsangehorigen die Neuregelung selbst anstrebten, obwohl sie sich be-
wul3t waren, daBl dadurch manchem von ihnen bessere Verdienstmoglich-

keiten verloren gingen.
(Fortsetzung folgt)

Zur Entwicklung der Gauss’'schen Mittelbreitenformeln
Von Karl Hubeny, Graz

L.

Die beiden Hauptaufgaben der Rechnung auf der Bezugsfliche be-
stehen, geometrisch betrachtet, in der Transformation geoditischer Polar-
koordinaten in orthogonale, krummlinige Ioordinaten (erste Hauptauf-
gabe) und in der inversen Operation, in der Transformation krummliniger
Orthogonalkoordinaten in Polarkoordinaten (zweite Hauptaufgabe).

Die direkte Losung der ersten Hauptaufgabe folgt aus der Integration
der Differentialgleichungen der geoditischen Kurve durch Reihenentwick-
lungen im Anfangspunkt; mit
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In den obigen Ausdriicken bedeutet, wie iiblich, s die Bogenldnge der
geoddtischen Kurve, « deren Azimut, M den Meridiankriimmungshalb-
messer, N den Normalkriimmungshalbmesser, ¢ die geographische Breite



und X die geographische Liange. Der Index 1 bezeichnet den Anfangspunkt
12, der Index 2 den Endpunkt P’, der geoddtischen Strecke.

Bildet man aus (1) die in (2) angezeigten Ableitungen nach s, so er-
geben sich nach deren Einsetzung die bekannten Potenzreihen nach Potenzen
VON § €COS 2g ==y, & SIN oy =1,

AQrg ==y 1y F ayy 02 = gy 02 - gy 0 4 @y vy 24+ . 0 . (32)
ANhpg = Uy Uy = ayq tig 0y - gy 13 vy 4 g0 + . 0 (3b)
Nty == Ty Uy 4 Ay 0+ Ay 03 0y 4= dggvd - 0 0 . (3¢)

Die Koeffizienten ay, a, dieser, auf Legendre zuriickgehenden Ent-
wicklungen sind Funktionen der geographischen Breite und beziehen sich
auf den Anfangspunkt.

In den Gleichungen (3a, b) liegt auch bereits dic Lésung der zweiten
Hauptaufgabe vor, da deren Umkehrung fiir die iibliche GréBenordnung
des Breiten- und Lédngenunterschiedes zu konvergierenden, nach Potenzen
von /vy, A fortschreitenden Potenzreihen fithrt [1]). Fir die direkte
Losung der zweiten Hauptaufgabe ergeben sich demnach die Potenzreihen

ty =8 o8 oy = byy NPy + bag AP1" + by Ak + bag A91s* +
+ b A Adg* (4a)

M=oy Sin oy == gy Adyy b by A Adgy + by A@p* Adgy -

4 by AN+ L (4b)
Die Eintragung der Gleichungen (4a, b) in (3¢) ergibt noch
A%y =00y Ay 01y A1, Adyg + Doy 512 Adgy + By A L (4c)

Die Koeffizienten by, b, beziehen sich, dem Ansatz von (2) ent-
sprechend, cbenso wie in (3) die Koeffizienten a,, @, auf den Anfangs-
punkt P;. Sie sind gleichfalls [Funktionen allein der geographischen Breite.

Durchlduft man die geodétische Strecke P, PP, von PP, nach P;, also im
entgegengesetzten Sinn, so wird der urspriingliche Endpunkt zum An-
fangspunkt; fiir diesen lassen sich die Reihen (4) nochmals anschreiben.
Es ist

Uy =5 COS &y = byg Ay + byg APy1* + boy Dgr® +
v, =5 8in oy = by Adgy + Uiy In§yy Ny +
JACZY = by Dby + by Oy Dy +

Hierin beziehen sich nunmehr die Koeffizienten b, b, auf den neuen
Anfangspunkt, ndmlich auf P,; wir erhalten mit dem vorstehenden Ansatz
eine vollig unabhingige IKontrolle der mit dem Anfangspunkt P, aus-
geltihrten Rechnung. Nachstehend geben wir, als Ergebnis der Umkehrung
von (3a, b) die Bedeutung der Koeffizienten der Formeln (4) an. Mit den
tiblichen Abkiirzungen { = tg o, 2 = ¢’2 cos? ¢ ergibt sich:
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In der geodédtischen Literatur wird, abgesehen von [2] und einigen
gelegentlichen Erwidhnungen (z. B. [3]), auf diese direkte Losung der zweiten
Hauptaufgabe kaum eingegangen. Dieser Umstand mag seine Erklirung
darin finden, dafB3 fiir die zweite Hauptaufgabe in den Gauss’schen Mittel-
breitenformeln wohl die schénste Lésung vorliegt. Eine direkte Entwick-
lung der obigen Formeln findet sich in [8].

Trotz der gegeniiber den Gauss’schen Mittelbreitenformeln groBeren
Gliederzahl und schwicheren Konvergenz der Reihen (4) kommt diesen
doch — zundchst nur vom rechentechnischen Standpunkt aus gesehen —
eine gewisse Bedeutung zu. Wie schon erw#hnt, gestatten sie eine durch-



greifende Rechenkontrolle in Forin eines doppelten Ansatzes im Anfangs-
und Endpunkt; fiir die Berechnung mehrerer, von einem Punkt ausgehenden
Strecken geniigt eine einmalige Berechnung der Koeffizienten im Zentral-
punkt. Dariiber hinaus ergibt sich aus den Formeln (4a, b), wie wir nach-
folgend zeigen wollen, eine einfache Ableitung der Gauss’schen Mittel-
breitenformeln. ’

II.

Die Gauss’'schen Mittelbreitenformeln werden immer aus den Formeln
(3) entwickelt, wobei man zundchst vom Halbierungspunkt der geoddtischen
Strecke P, /°, ausgeht und dann schrittweise alle auf diesen Punkt hezogenen
GroBen auf die mittlere Breite tiberfiihrt [4], [5].

Hievon abweichend gehen wir von den Reihen (4a, b) aus und schreiben
diese fiir den Anfangspunkt P, und den Endpunkt P, einer geoditischen
Strecke an. Wir zdhlen die Kurvenldnge positiv im Sinne P, P,; als Azimute
7, (in ;) und e, (in P,) bezeichnen wir die positiv im Uhrzeigersinn gezihlten
Winkel zwischen jener Richtung des Meridians und der Kurve, in der
der Parameter ¢ und die Kurvenlidnge s positiv zunimmt, Indem wir als
Breiten- und Lingenunterschied einfithren
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Die bei den Koeffizienten nach dem Komma angeschriebenen Indices

zeigen jenen Punkt an, fiir den die Koeffizienten 4, zu nehmen sind.

Wir nehmen nun die Koeffizienten by flir die mittlere Breite ¢, =

,_]) (¢, + =, und entwickeln daraus die auf P, (y,) und P, (v,) bezogenen

Koeffizienten b, der vorstehenden Gleichungen durch Potenzreihen, fort-

o . . e L
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Hierin bezeichnen die Akzente Ableitungen nach der Breite; sollen
die Formeln bis zu einer Ordnungszahl v von Produkten der Potenzen in
A, A entwickelt werden, so ist ein Koeffizient der urspriinglichen Ord-
nungszahl n = { + & bis zur Ordnungszahl v -- n seiner Ableitungen zu

entwickeln.

Wir denken uns nun die obigen Entwicklungen in (6) und (7) ein-

getragen und daraus gebildet
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(D)

(8d)

Das allgemeine Bildungsgesetz eines Klammerausdruckes vor einem

Produkt At ANk folgt leicht aus

' i, 1, .
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Wir bilden nun die in (8) angezeigten Ableitungen der in (5a, b) zu.
sammengestellten Koeffizienten O, und erhalten damit

1
§ COS i COS - Ao =N(1 =2+ 7 =15 Ny + 5 N (72 — 1202 Agd

. \
_I_E‘"\ COS2(<P (__] - 3/2_|_ 3/2'{‘2) ACP 1{&/\2 (ga)

. 1 \
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. , N 1 . .
s sin o, cos — Aa =N cos ¢ AJ. + i Nocoseg (I —02 —9 242 Ag? A
+ Qll N cos®g (— 4 (3) /A3 (9c)

‘
& ]

% COS %y Sin ) Aa::i) Nlcos g (I —72 4 14 Ne AL
+ :LL‘% Nicos o (34292 =3 8492 Aod N

+ Iix; Nlcos? g (—4 12441292 A AN
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Aus diesen Formeln ergeben sich jeweils doppelt die gesamten
Mittelbreitenformeln; der Grundgedanke dieser Entwicklung und das —

auf einem anderen Weg hergeleitete — Formelsystem (9) findet sich schon
in der unter [6] erwdhnten Abhandlung von Kriiger,

Wir dividieren nunmehr (9d) durch (9a) oder (9bh) durch (9¢) und
erhalten

tg% Ao :% lcoso A +£ lcoso (3 4 272) Ag2 AL+
-1—4—1% lcosto (24 282+ 215 AN (10)
Aus dem Ubergang von der Tangente auf den Bogen folgt die Azimut-
differenz mit

1 :
Aw=1tcosp Al + ﬁt cosq (3 + 293 Ag® AN+

+Lreoso e a0




Wir bilden noch aus (11)

1 —! 1
(cos 5 O 7.) =] - 3 12 cos? ¢ A2 (12)
und
1 —1 ] -1
(sm 35 _’\f/) = (—ér[cos;c A l)
_ T 9 2 2 ] 2. (s 2 0 9.2 \’27 2
[ — 30 3+ 273 A'p“—iﬂ cos?y (2 - [2 4= 292) AR (13)

Indem wir die Gleichungen (9a, ¢) mit (12) oder die Gleichungen
(9d, b) mit (13) multiplizieren, erhalten wir — in vélliger Ubereinstimmung
der Ergebnisse —

' 9 N N I LS S DR LI N
§ COS Ty = I\ (I =4t — '/1(’) A 7 A (B2 =3P 71‘> g (li{ﬂ)
[ v 9 S LI 59
-+ ﬂ‘\ cos?y (—2 — 3 124 31247 Ay AW
§ sin oy = N coso AL+ fl Ncosg (92 =92 Aw? )
24 (11b)
- \
+ 31 N cos® g (— %) /.25
Die Umkehrung dieser Formeln ergibt
Ay = 1 (I + 12 s cos op 1 (— 37 4 324 % cos®
_ N m T 94 NG ' ‘ ™ (15a)

+§7il]ﬁ 24+ 3024 4724 31292 $3C0S oy SN2 6y
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. 1 .
A= x sin 2 S
- w 24 N3 cos g
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4

Damit ist die Entwicklung der Mittelbreitenformeln beendet; wir be-
merken hiezu, daB3 die Formeln (14), (15) mit den in der Literatur [4], [5]
angegebenen Formeln voéllig iibereinstimmen, wenn man von der dort etwas
anderen Anschreibung absieht.,



111.

Eine Rechenkontrolle kénnen wir durch die Division von (i4b) durch
(14a) schaffen; wir erhalten

tgam=2—;coscp . (16)
r 2 1 D2 2 2 1 2 P 2 2 ¢ 2,2 2’
. L(1+7‘)+ﬂ(1_'57‘ — 61212 Ny ~{—ﬂcos Q24 224492+ 21242 A

Die gleiche Formel ergibt sich, wenn wir (8c) durch (8d) dividieren
und in den Quotienten die Gleichung (10) eintragen.

Dartiber hinaus wollen wir noch eine andere Rechenkontrolle ent-
wickeln, wobei wir — um einen moglichst weiten Kontrollbereich zu er-
halten — auch die Glieder fiinfter Ordnung mitfithren werden.

Es ergibt sich aus dem Satze von Clairaut

sin o, N, cos o,

= (17)

1 \ .
sin #, N, cos g

Wir erweitern diese Proportion in (siehe, in etwas anderem Zusammen-
hang, [6])
sin ¢; —— sin « N, cos ¢, — N} cos
1 b AVe Po — ‘M1 %1
; . = 7
sin oy + sin @, NN, cos ¢, + N} cos ¢,

und erhalten daraus
N, cos ¢, — Ny cos ¢,
N, cos @, + N, cos o,

1 1
tg 5 (ag — o) == — tg—Q—Aa = tgdy (18)

Wir denken uns nun wieder die Groflen /N; cos ¢; und IV, cos ¢,, die
Parallelkreisradien in P, und P, , durch je eine in der Mittelbreite ent-

. . 1 1 .
- wickelte und in Potenzen von — 35 Agund - 3 /Ao fortschreitende Potenz-

reihe entwickelt. Fiir diese Operation geben wir die Ableitungen von :V cos ¢
nach der Breite an: es ist

5)3 Ncosog == Ncosgl (—1 72—t 475 .)

92

J()cp_z Nocoso =Ncosy (— 1 +12=302022—1* + 603204 + 0° — 9%9)
3

()ijc;f\’ cos o = N cos el (1 — 1072+ 31242 4 19978 — 21 [242)

4
()%41\’ cos ¢ = N cos ¢ (1 — 1072 4 30 (242 4 19 48 — 150 2yt + 45 [10?)
()Tp"’j\T cos g = N cos gl (— | 4 91 12— 30 (%2

Die Aufstellung der erwidhnten Potenzreihen mit Hilfe der obigen
Ableitungen, deren Eintragung in (i8) und weiterhin die Entwicklung des
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Nenners von (18) nach dem binomischen Satz ergibt — alle von der Breite
abhidngigen Grolen beziehen sich auf die Mittelbreite —

1 1 ;
tg 5 A% = tg % l‘j/([ —® ot =) A

I

Fogpl (U420 33— 5yt — 3 2%) A (19)
1 22 5_

‘1‘2?)](1 +f))L\<P. .

Mit dieser Gleichung, die nur eine Umformung von (17) darstellt, ist
eine Kontrolle der Rechnung der ersten und der zweiten Hauptaufgabe
gegeben, Unter Voraussetzung der iiblichen Rechengenauigkeit in Breite
und Azimut (10— bzw. 10— sec) kann sie bei Bogenldngen der geoditischen
Kurve bis zu 1000 km angewendet werden,

Brechen wir die Entwicklung (19) nach den Gliedern dritter Ordnung
ab und gehen wir von der Tangente auf den Bogen {iber, wobei wir hohere
Potenzen von tg «, mit Hilfe von (16) eliminieren, so erhalten wir

; |
NG = tg o [T (L —12+ 14 —1°) Av -+ s ! (L4 22 -£ 31247 Ag?

1 20
+ iT) 3 COSZ’\O (—— I + '/]2> Afp YAVSE B ( )

Diese Gleichung konnen wir dem System der Mittelbreitenformeln
(14) (15), mit dem sie in Aufbau und Konvergenz iibereinstimmt, als Er-
gidnzung zur Kontrolle der Rechnung beifiigen. Tragen wir hierin (1fia, b)
ein, so ergibt sich ebenso wie aus der Eintragung dieser Gleichungen in (11)

{ . { i . o
A= 88N oy - e (2 F T2 4 9 P 1?) s3 cos oy sin o, 7
1]\ G (V" (2[)
[ .
+ 51 N3 (2 4+ 12 4 2 72) &3 sind .

no

IV.

In den vorstehenden Abschnitten haben wir eine vollstindige Ent-
wicklung der Gauss’schen Mittelbreitenformeln auf anderer als sonst tiblicher
Grundlage gegeben. Eine kritische Betrachtung zeigt, dafl sich damit eine
gedanklich einfachere und glattere Entwicklung der Gauss’schen Formeln
ergibt, wobei, wie wir gesehen haben, jedes Ergebnis {iberdies doppelt
gewonnen wird.

Die Berechnung der Glieder fiinfter Ordnung der Mittelbreitenformeln
— in der Literatur als ,,recht umstédndlich'* bezeichnet [7] — gelingt eben-
falls leicht, wenn man (8a, c) um diese Glieder erweitert und zur Berechnung
der Azimutdifferenz die Gleichung (19) heranzieht.

Graz, am 30. April 1951,
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Die Reduktion des astronomischen und ellipsoidischen Azimutes
auf den geoidischen Zielpunkt

Von Karl Ledersteger, Wien

(Verdf[enllichuny der Oslerr. Kommission [ie «ie Inlernalioncle Erdmessung)

Zusammenfassuny: Der neuen Formel von Vening Meinesz fir die Re-
duktion des astronomischen Azimutes wegen der NMeereshdhe des Zielpunktes wird eine
analoge Reduktion des ellipsoidischen Azimutes auf den geoidischen Zielpunkt gegen-
ibergestellt, in welcher die Reduktion wegen cer Meereshohe des Zielpunktes mit der
Reduktion vom astronomischen auf das ellipsoidische Zenit zusammengefal3t ist. Aus
der Gegeniiberstellung des reduzierten astronomischen und ellipsoidischen Azimutes
ergibt sich eine azimutale Lotabweichungskomponente, die einen theoretischen La-
p!l aceschen Widerspruch erzeugt. Dieser Widerspruch hingt allein von der [Lot-
abweichung des Standpunktes und der Meereshohe eines zur Distanz s gehorigen und
im Horizont des Standpunktes erscheinenden Zielpunktes ab.

Summary: The new formula of Vening Meinesz for the correction of
astronomic azimuths for skew normals will be comparecl with an analogous reduction
of the spheroidal azimuths, in which the correction for skew normals and the correction
for deviation of the vertical are counected. The difference of the reduced astronomic
and spheroidal azimuth produces an azimuthal component of deviation and also a
T.aplaces discrapency which depends only on the deviation of the vertical at the
station and of the height of a target in the horizon of P, and in the distance to P,.

Résum é: A la nouvelle fornule de Vening Meines z servant & la réduction
de T'azimut astronomique en raison du niveau de la mer du point de visée on oppose
une réduction analogue de l'azimut ellipsoidique au point de visée geoidique, dans
laquelle la réduction en raison du niveau de la mer du point de visée est réunie a la
réduction du zénith astronomique au zénith ellipsoidique. Dela confrontation des azimuts
astronomique et ellipsoidique réduits il résulte une composante azimutale de déviation
de la verticale, engendrant une contradiction théorique de L. a place Cette contra-
diction dépend uniquement de la déviation de la verticale en la station, et de I’altitude
d’un point de visée appartenant & la distance ,,s‘* el apparaissant dans I’horizon de la
station.



