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Zur Bestimmung von Funktionsgewichten in überbestimmten 
symmetrischen Streckenketten 

Von G. S c h e l l i n g, T. H. Graz 

1 .  
Es liege eine Dreieckskette vor, die durch Aneinanderreihung von gleich­

artigen ,  symmetrisch gebauten Zentralsystemen gebildet wurde; sämtliche Seiten 
der Ke.tte seien direkt gemessen und jedes Zentralsystem einfach überbestimmt 
(einfach zusammenhängende symmetrische Kette). :Ferner sei die Einführung 
weiterer Strecken in die Kette und die damit verbundenen zusätzlichen Über­
bestimmungen zugelassen, falls die Sym1netrie der Kette bezüglich ihrer Längs­
nnd Querachse gewahrt bleibt (mehrfach zusammenhängende symmetrische Kette). 
Eine Kette im. definierten Sinne ist in Fig. 1 dargestellt. 

Bei der Bearbeitung der Fehlertheorie der Streckenketten ,  die im wesent­
lichen die Bestimmung des Gewichtes verschiedener Funktionen der ausgeglichenen 
Meßstrecken beinhaltet, traten ein1ge mathematische Gesetzmäßigkeiten auf, die 
ihre Ursache in der Symmetrie der Ketten haben und die zur Bestimmung der 
Unsicherheit aller untersuchten Funktionen - des Längs- und Querfehlers, sowie 
der Unsicherheit der Richtungsübertragung - nutzbringend verwendet werden 
können. Sie seien nachfolgend kurz dargestellt. 

+y 
Sn,2 B 

Fig. 1: Einfach zusammenhängende symmetrische Kette 

2. 
Über die Ausgleichung von Zentralsystemen und Dreiecksnetzet; mit direkt 

gemessenen Seiten schreibt K. Hubeny in einem Beitrag [l], der dieser Arbeit als 
Gnmdlage dient. 

Für das Verständnis der folgenden Zeilen ist lediglich von Bedeutung, daß 
der Ausgleich der Kette nach bedingten Beobachtungen erfolgt, wobei für jedes 
einfach über bestimmte Zentralsystem eine Bedingungsgleichung angesetzt wird; 

F = [ o:i] '. = 
0 - 2 7t = 0; sie besagt, daß die Summe der von den Seiten eines 1=1 

Zentralsystems in  dessen Zentralpunkt gebildeten Winkel O::j gleich 2 7t sein muß. 
Stellt man diese Winkel o:i als Funktion der gemessenen Seiten unter Verwendung 
des Cosinus-Satzes dar, so erhält man die Bedingungsgleichung in der Form: 

l /'� 1 + /'� - l1i=n · 
F = arc cos •- ' . ' - 2 rc = 0. 2 l'j -1 lj i = t 

. . . (l) 



Aus dieser Gleichung leite t man die Koeffizienten der Verbesserungen tJr, i und v., i 

1 d. o·a- · 1 . r)F 
d
iJF 

b d 1 1 a s 1e 111erent1a quot1entcn dr �= a,, i un a. = a.,i a un er 1ä t :  

clr, i =--..: 
1 s, 1 

l'j - 1 cos Cl.j -· /'j 

sign sin ai 2 ]i 
Sj 

+ /'j + 1 cos Cl.j + 1 - /'j 

sign sin a; + 1 2 ]i + 1 

cls, i =.: -------sign sin ai 2 ]i · 
. . . (2) 

Mit }i ist in (2) der Flächeninhalt des von den Seiten r;, ri-i und si gebildeten Drei­
eckes bezeichnet. 

Eine kurze Zus:unmcnfassung der eben dargestellten Verhältnisse findet sich 
1ll [2]. 

:\. 
Wir betrachten nun drei Funktionen der ausgeglichenen Strecken einer aus 

11 Zentralsystemen zusammengesetzten, einfach zusammenhängenden symmetri­
schen Kette : 
1) Die Länge der Kette, dargestellt durch die Funktion 

2) Die Nomdprojektion des Endpunktes B der Kette auf die Richtung der 
Seite s12 

r . lj =II 
H (sjk) = Sj2 Slll 't'j j =c l 

3) Die Richtungsübertragung durch die Kette, dargestellt durch die Funktion 

r lj = 11-l 
K (sik) = Jli _ j = 1 · 

Den mittleren Fehler dieser Funktionen bezeichnen wir als den Längsfehler, 
den Querfehler und den Fehler der Richtungsübertragung. Die Bestimmung des 
mittleren Fehlers dieser Funktionen von nach bedingten Beobachtungen aus­
geglichenen Größen erfolgt nach [3]. Für gleichgewichtige Beobachtungen gilt: 

_1 =[ff] - ran� - jlf. J]2 kf. 2]2 
P ·· [aa] [bb.l]

-[ cc.2f- [.'(f. II - 1 )2 
[.YX. 11-l] . . (3) 

Um die auftretenden Gestezmäßigkeiten klar übersehen zu können, schreiben 
wir in Hinkunft : 

oder noch kürzer : 
1 
p 

. . . (3 b) 
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Um <lie Bestimmung der Gewichtszahl--} der betrachteten Funktion mög-

1. 1 . f 1 d l b d' A d „ k Bi2 · 1c 1st zu verc1n ac ien, wur c untcrsuc it, o 1e us ruc e A gegen einen 
1 

Grenzwert 
ß2 

---=- konvergieren. Wenn dies der Fal l  ist, können Wlr schreiben: 
A -} = [§] lBi2r=p + (11 ß2 

(4) p) ---=-· Ai i=l A 

Die Zahl p ist lediglich von der Genauigkeit abhängig, mit der man die Gewichts­

zahl ermitteln will. Soll die Unsicherheit von � < ± e sein, so ist dies siehe r 

( ß2 B 2) der Fall, wenn 
A - JP (11 -p) < s und die U11sichcrheit in der Berechnung 

der Koeffizienten (( e ist. ß.2 
Wir fohren den Nachweis der Konvergenz der Folge A1· in drei Schritten. 

! 
Zuerst untersuchen wir die Konvergenz der Folge Ai --+ A, die nur von den Koef­
fizienten der Bedingungsgleichungen der Kette abhängt, also von der jeweils 
betrachteten Funktion G, H oder K unabhängig ist. Anschließend betrachten wir 
die Konvergenz der Folge Bi--+ B; das Bildungsgesetz dieser Folge wird durch 
die jeweilige Funktion bestimmt, während verschiedene Kettenformen - soweit 
sie die Voraussetzungen unter 1. erfüllen - den mathematischen Aufbau nicht 
verändern. Anschließend folgen einige Zusammenhänge über die Konvergenz der ß2 ß2 
Folge -A1 --+ ---=-, welche das Ziel der Untersuchung darstellen. 

i A 
4. 

Wir untersuchen zunächst die Folge Ai: 

A1 = [1111] 

A3 = [ cc . 2 J = [ cc . 1] -

A2 = [bb. 1] = [1111] -_[[
ab

]
] [ab] aa ' 

[bc . 1] [ bc] 
[bb.I] [bc.I]=[cc]-[bb.I] [bc]. 

[ab ]2 
Wegen der Kongruenz der Zentralsysteme wird A3 = [1111] - [ bb . 1] 
Das Bildungsgesetz der Folge Ai ist daraus bereits ersichtlich: 

[(2 
Ai=A1-�· j-1 ' . (5) 

Dabei b�dcutet K = [ab] eine für die Form der Zentralsysteme und ihre 
A neinandcrreihung charakteristische Konstante. Ai konvergiert offensichtlich 
gegen A, wenn gilt: 



Daraus folgt 

und damit 

](2 
A = A1 - -_ _  - , 

A 

A 2 - A 1 A + K2 = 0 

)[ = A1 ± 1 /Ai - J(2 
2 , , 4 . 

13\) 

. (6) 

Die Folge A·1 konvergiert gegen ein reelles A, wenn (Af - K2) ) 0. <J -

Daraus leitet sich die Konvergenzbedingung ab: 

J(2 <__, A f ____:_ 4 
. 

5. 

. . . (7) 

Zur Darstellung der Konvergenz der Folge [afl, [/:(. J J, kf. 2 J usw„ die 
wir durch die Ausdrücke B1, B2, B3 usw„ allgemein durch Bi, bezeichnet haben, 
benötigen wir noch die Folge der gleichen Ausdrücke in der nullten Reduktions­
stufe, also die Folge [af], [lif], [cf] usw„ die wir mit Bj,o bezeichnen. 

Die Symmetrieverhältnisse der Ketten äußern sich in den Bildungsgesetzen 
der för die drei betrachteten Funktionen bestehenden Folgen Bi. 
Wir erhalten flir die Funktionen 

i=n G = [si,z] : 
i= l 

H =-= fsi.2 . sin 'tj] 
j = 11 

: Bi =, 11i (11 -j) + 11i i= l 

''i= 

1 i= n 

j=l 

1 i=11 -1 
. j=2 

(8) 

(D) 

(Da) 

(Db) 

. . . (10) 
Die Folgen Bi der Funktion G und K lassen sich gemeinsam beschreiben durch den 
Ausdruck: 

ß. = B - KBi-1 J m,o Aj- l 

die Folcre II· der Funktion H durch b l 

I '.= n_- m +t' 

1=m 
. . . (11) 

. . . (12) 

Die Größen B und /1 sind wie ersichtlich völlig homolog, während sich för die 
Folge /Jj nur eine geringfügige Abweichung ergibt, die eine kurze spezielle Behand-
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lung erfordern wird. Die itl (11) und (12) enthaltene Zahl 111 besagt, daß vom 
111-ten Zentralsystem an alle Werte Bj,o einander gleich sind; für die Folge Bi (G) 
mit 111 =l, bedeutet dies: 

B1,0 = B2,0 = B3,0 usw., oder ausführlich angeschrieben: 
[aIJ = [lf] = [�f] usw., 

[ür die Folge Bi (H) mit 111 = 2: 

B1,0 # Bz,o = B3,o usw., oder ausführlich 
[aIJ # [bf] =� kfJ usw., 

und für die folge Bi (K) mit 111 = 2: 

B1,o = Bn,o # B1,0 = B3,0 usw. oder 
[l'.fJ = [.\J] # [bf] =[cf] usw. 

. . . (l:Ja) 

(l 3c) 
Wir führen nun die einfache Konvergenzentwicklung für die Folge Bi: 

B 
Konvergiert Bi->- B, dann muß B = B111,0 - K sein, woraus sich ergibt: A 

Wir formen Gleichung (14) noch um: Eine Erweiterung mit (X + /?) gibt 

B = 
Bm,o . A (A + Kl_ 

(A + K)2 
Unter Verwendung von (G) erhalten wir: 

(A + K)2 = A (A1 + 2 K). 
Die Gleichung (Hi) in (L4a) eingesetzt, gibt 

Völlig homolog dazu: 

B = 
Bm,o ( A + K) 
A1 -f-2 K . 

- llm,o (A + K) 
II = Al + 2 K . 

Bei analoger Herleitung erhält man 

, . . (14a) 

. . . (15) 

(l Ga) 

(lGb) 

-; _ Pm,o (A + K) - K 11111,0 
1 - A1 + 2  K . . . (IG c) 

Dc11 Fall, daß das Schlußglied der Folge B. 0 1 i =" , nämlich B11 0 _,L 
]' i=1 '/ 

Brn,o ist, wie dies in (13 c) vorkommt, beriicksichtigen wir durch die Bildung 

von B„ = B11 0 - K � . Bei mehreren von B111 0 verschiedenen und am Ende ' A ' 
der Folge liegenden Gliedern wird analog verfahren. 
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6. 
Um zu  dem gesuchten Ergebnis zu  gelangen, haben wir den Konvergenz-

ß.2 ß2 
wert der Folge A· , also den Ausdruck--=- zu bilden. 

1 A 
Fiir die Funktionen G (sik) und K (sik) gibt dies: 

B2 B�.0 (A + K)2 
A A (Ai+ 2 K)2 

Bei Brdicksichtigung von (15) geht dieser Ausdruck iibcr in 

ß2 B2 m,o . . . (17) A 
Fiir die Funktion H (sjk) erhalten wir wegen B = 11 (11 -j) +- Vj nach längerer, 
jedoch einfacher Rechnung den Ausdruck 

ß2 
A 

l f '' ( ')2 1 0 ( v II� o ) ( ') _I_ l 11� 11 - J --- ,_, 11 11 - ,,_ ' 11 - ) 1 A 1 + 2 ]( m,o _ , m,o m,o A + [( 
+ ( 2 �o 11m,o [(2 11� ,o ) l 

/Jm,o - 2 K A + ]( 
+ 

(A + K)2 J . . . . ( 18) 

Es bleibt nur mehr die Autgabe, nach Festsetzung einer tolerierten Unsicher­
hci t in der Ermittlung des Funktionsgewichtes, die durch ( 4) mgezeigte S um rnati on 
cl urchzuföhren . 

7. 
Liegen nicht einfach, sondern mehrfach zusammenhängende symmetrische 

Ketten vor, dann kann man die a ufgezeigte Entwicklung durchführen, wenn man 
die Zentralsysteme in Gruppen trennt; die A ufteilung hat so z u  geschehen, daß 
durch Abspaltung von Zentralsystemen eine einfach zusammenhängende Kette 
verbleibt. Die darüber hinaus vorhandenen Zentralsysteme sind zunächst auf dem 
üblichen Wege nach (3) oder, falls auch sie eine einfach zusammenhängende Kette 
bilden, nach der dargelegten Methode in die Gewichtsfunktion einzubeziehen. Es 
ergeben sich dann für die verbleibende einfach z usammenhängende Kette neue 
Ausgangswerte A1, Kund B1, bzw. Bm,o> für welche die hier dargelegte Entwick­
l ung zulässig ist. Die Bearbeitung einer mehrfach zusammenhängenden Kette ist 
einfach, wenn die abgespaltenen Zentralsysteme voneinander unabhängig sind; 
dies war bei einer in [2] bearbeiteten Kette der Fall. 

Bei der in [2] erfolgten B�handlung des Längsfehlers verschiedener Strecken-

ketten wurden die Konvergenzausdrücke �2 teilweise empirisch ermittelt. Die . A 
vorliegende Arbeit ermöglichte eine bequern.e Kontrolle der angegebenen Werte, 
die bis auf einen in seiner Wirkung unbedeutenden Irrtum in der Anschreibung 
des Bildungsgesetzes der Folge Bi (G) völlige Übereinstimmung ergab. 
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Die Anwendung dieses Konvcrgcnzprinzipes für die Ermittlung von Funk­
tionsgewichten in Streckenketten ist nur dann von Bedeutung, wenn die Werte 
ß.2 A· sehr schnell konvergieren. Fiir die Raschheit der Konvergenz ist, wie aus (7) 

l 

und (14) ersichtlich ist, das Verhältnis �1 = f :�� hauptsächlich maßgebend. 

Bei den für die praktische Verwendung in Frage kommenden Kettenformen , die 
in der zitierten Arbeit (2] ausführlich behandelt sind, war die Konvergenz äußerst 
stark; zur Einlultung einer G�nanigkeit von ca. 5% der Gewichtsfunktion ge­
nügten gewöhnlich drei bis vier Glieder der Folge, während alle weiteren durch 

den Konvergcnzausdruck �2 
aproximiert werden konnten. 

A 
Bei Verwendung dieses Ergebnisses kann nun auch die Darstellung des Quer­

fehlers und des Fehlers der Richtungsübertragung einfach und übersichtlich er­
folgen. 
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Vom Steuerkataster zum Rechtskataster 

(Ein Beitrag z11r Reform des Gm11dstc11erk11t11stcrs) 

vo11 Dipl.-!11,�. Stcph1111 N 11 g y 
(Vcröffe11tlic/11111g des B1111desa111tes fiir Eich- 1111d Ver111ess1111gs1vese11) 

(Schluß) 

I I I. V o r s c h 1 ä g e z u r  E i  n f ü h r n n g d e  s R e  c h t s k a t a s t e r s 

Als Grundsatz für die Einführung des Rechtskatasters muß gelten , daß die 
Einrichtung des Grundbuches unverändert bleibe und das materielle Liegenschafts­
recht nur so weit abgeändert wird, als unbedingt erforderlich ist; eine umfassende 
Abänderung der Katastergesetzgebnng wird sich wegen des Überganges vom 
Grundsteuerkataster zum Rechtskataster nicht vermeiden lassen , wobei allerdings 
die Einrichtung des Grundkatasters möglichst wenig verändert werden soll. 

Über die Notwendigkeit der Ei11fiihn111g einer Ver11111rk1111gspjlicht und eines 
Schutzes für die Grenzzeichen bestehen vor allem ans volkswirtschaftlichen Gründen 
keine Zweifel. Schon um die Jahrhundertwende haben die Abgeordneten S i  1 b e­
r e r und Dr. G e  ß m a n  n mehrmals in Zeitabständen Initiativanträge über Ge­
setze zur Vermarkung der Grenzlinien zur parlamentarischen Behandlung ein­
gebracht; sie blieben aber ebenso unberücksichtigt wie der vom Bundesamt fiir 
Eich- und Vermessungswesen im Jahre 1923 verfaßte Entwurf eines Gesetzes ii ber 
eine fakultative Grenzvermarkung. Das Ge biet Österreichs enthält über 11 Millionen 


