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Beitrdge zur Loésung der Einschneideaufgaben
Von Rudolf G uby, Wien

Im folgenden sollen mehrere Rechenverfahren erliutert werden, welche sich
auf Gleichungen aufbauen, die den Zusammenhang zwischen orientierten Richtun-
gen, Seitenlingen, Richtungsdifferenzen und den rechtw. Standpunkts-, bzw. Ziel-
punktskoordinaten in einem Dreieck gleichzeitig zum Ausdruck bringen. Je nach
der Art der Unbekannten sind daher mit Hilfe dieser Gleichungen die Aufgaben
des Vorwirtseinschneidens, desRiickwirtseinschneidens
und des Bogenschnittes durch entsprechende Gleichungsauflssung prin-
zipiell 18sbar.
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Fig. 1
Aus Fig. 1 ergibt sich nach dem Sinussatz
a.sin ¢ = s .sin &
Da aber 6=v,, — R, ergibt sich weiter
a (sin vy . cos Ry —cos Vyy . sinRy) =g .sine .. . . (1)
Nun ist aber
) — Y, : — ¥ Xy — Xg
tan 1)21:u unda:Sm:yl. Y2 _ %
Ny — X sin vy, COS gy
daher
. — Ny —
sin vy, =1 =% ynd cos Vgy = 2 2
a a

Aus Gl. (1) wird daher

a_(()’1 :)'2) cos Rz_(ﬁl:_x?) sin Rz) =5 .sin &
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Durch Kiirzung von a auf der linken Seite der Gleichung und durch Ver-
tauschung derIndices in den Zihlern erhilt man die endgiiltige Form der Gleichung
(2) und durch zyklische Vertauschung die fiinf weiteren:

(xg —xy) .sin Ry — (yp — yy) . cos R, =3, .sin =s,.sin (R — Ry) (2)
(x3 —x,) . sin Ry — (y3 — ya) - cOs Ry =5, . sin f =s5,.5in (Rg — Ry) (3)
(x5 —p) .sin Ry — (y3 — yp) - cos Ry =s5.sin f =s3.sin (R — R,) (4)
(x5 —x) .sin R] (Vs = 1) . cos Ry = 3. sin (@ +B) = s5.sin (Ry —Ry) (5)
(g —xy).sin Ry — (yy — ;) . cos Ry =35 . sin a =3, .sin (R, — R,) (6)
(vg — ) .sin Ry — (y3 — ;) . cos Rg =s; .sin (x +f) =s; . sin (Ry —R,) (7)

L. Punktbestimmmmg durch ,Vorwdrtseinschneiden®

Beim Vorwirtseinschneiden sind die Koordinaten der Standpunkte und die
orientierten Richtungen zum Neupunkt gegeben. Werden diese GréBen in die
Gleichungen (2) und (7) eingesetzt, so bleiben die Seitenlingen sy, s,, s3 als Un-
bekannte iiber.

_ (% — ) sin Ry — (y, — ) cos Ry 8
5 = 5 B )
in (R; — Ry)

_ (g — xy) sin Rg — (yg — y;) cos Ry~ o)
sin (R —Ry) R

(xp — y) sin Ry — (y, — yy) cos R,

Sg = sin (R, — R;) e (10
= (g — ) sin Ry — (y3 — ys) cos Ry (11)
sin (R3 _Rz) T
B (x3 — .\‘2) sin R, — ()'3 — )’2) cos Ry
\ = Ay . (12)
_ (vg—ay) sin Ry — (y3 — yy) cos Ry . (13)

sin (R; — Ry)

Damit sind die unbekannten Seitenlingen berechnet und der Neupunkt ist
nach Polarkoordinaten bestimmt. Die Ermittlung der rechtw. Koordinaten kann
somitnachirgendeinem der bekannten Verfahren vorsich gehen. Dasich jede Seite
aus zwei Schnitten berechnen liBt, ergeben sich bei einem durch drei (duBere)
Richtungen gegebenen Vorwirtseinschnitt sechs Lésungen. Ganz allgemein ist die
Anzahl z der theoretisch mdglichen Lésungen eines durch 12 (duBere) Richtungen
gegebenem Vorwirtseinschnittes

z=un.(n—1) e (14)

Beispielsweise wire bei n =6 2z =30 (!), womit aber nicht gesagt sein soll,
daB alle Lésungen fehlertheoretisch brauchbar sind.
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a) Der allgemeine Vorwdrtseinschitt

Werden in die bekannte Formel zur Umwandlung der Polarkoordinaten in
rechtw. Koordinaten

yN=7}i + si.sin R; und xny =x; + ;. cos R;
die vorhin nach Gl. (8) bis GL (13) erhaltenen Seiten eingesetzt, so erhilt man als

erste Losung

(g —vy) sin Ry — (yp — 91) cos Ry

YN=Yy sin R : :
) hit 1 sin R, cosR, —sin R, cos R,

und . . (15)

(xy — ) sin Ry — (yp — yy) cos Ry

AN =N cos R - -
L ! sin R, cos Ry — sin R, cos R,

. (16)

Im folgenden sei nun eine Symbolik eingefiihrt, deren ZweckmiBigkeit sich
insbesonders im zweiten Teil dieses Aufsatzes zeigen wird. Es bedeuten

S; =k;.sin R; und C; = ki . cos R;

Die Werte S; und C; bedeuten also im allgemeinen Sinus-, bzw. Cosinus-
produkte, nur im speziellen Fall, bei £ =1 sind S; und C; mit der Sinus-, bzw.
Cosinusfunktion der entsprechenden Richtung identisch.

Die sechs Lésungen des durch dreiRichtungen gegebenen Vorwirtseinschnit-
tes lauten in der neuen Symbolik:

(g —27) Sy — (o — n) C

W=rn+5 S, C,—GC S, E=p+S, T A‘N:xl—i—Cl.W )
L N N I
crbs TG g WL g Y
=y3+sa(“’3‘f;f§j:%j§2“) Gt Sy | =t G

b) Die Sinusform des Vorwdrtseinschuittes

Fiir den speziellen Fall, da3 S; =sin R; und C; = cos R; haben wir es mit
der Sinusform des Vorwirtseinschnittes zu tun. Es ist dann zweckmiBig, fiir den
Nenner den Sinus der Richtungsdifferenz zu nehmen. Die speziellen Eigenschaften
der Sinusform werden zum AbschluB dieses Abschnittes noch erwihnt werden.



c) Die Tangentenform des Vorwirtseinschnittes
Nimmt man fiir S; = tan R; und C; =1, so wird aus Gl. (17)

(v, —xy) tan Ry — (y2 — 1)

YTARE tan R, —tan R, (23)
und da {—-—i}i =tanR, ist y —y; = (v—xy)tan Ry . . . (24)
. Y 1
d) Die Cotangentenform des Vorwdrtseinschnittes
Ebenso wird aus GL. (17) wenn C;=cotR; und § =1

o (ya— 1) cot Ry — (xy —x) 5
! =h= cot R, — cot R, - (29)
lllld da Y—=% = cot Rl ist x — X = ()’ - }11) cot Rl e (26)

y—h

Heute wird allgemein die Tangenten- und Cotangentenform des Vorwirts-
einschneidens angewendet. Als ,,Schnittmethoden® wurden sowohl fiir Einfach-
als auch Doppelrechenmaschinen rechendkonomisch vorziiglich arbeitende Rechen-
verfahren ausgearbeitet (Heckmann, Morpurgo usw.). Trotz der rechendkonomi-
schen Vorziigeist jedoch zu beachten, daB alle Rechenverfahren, die mit Tangenten,
bzw. Cotangenten arbeiten, versagen, wenn die Funktionswerte gegen « gehen,
Es besteht also eine Abhingigkeit von der Lage des Koordinatensystems. Gliick-
licherweise sind nun die Fille, wo diese Versahren versagen, sehr selten, trotzdem
ist die Abhingigkeit vom Koordinatensystem ein theoretischer Mangel. Es ist
daher durchaus mdglich, daB mit zunehmender Weiterentwicklung der Rechen-
behelfe zur Berechnung von Vorwirtsschnitten die Sinusform herangezogen
werden wird. Unter anderem seien hier erwihntRechengerite nach dem Koorapid-
System von A van cini und die Funktionsrechenmaschinen von Ramsayer.

Im folgenden Rechenschema fiir Doppelrechenmaschine soll nun gezeigt
werden, daBl auch schon mit den heute zur Verfiigung stehenden Rechenmaschinen
prinzipielldieSinusform der Schnittmethode anwendbar ist und die Koordi-
naten des Neupunktes ohne zusitzliche Schreibarbeit erhalten werden kénnen
wie bei den bekannten Verfahren von Heckmann und Morpurgo.

Schnittmethode nach der Sinusform fiir Doppelrechemmaschine

Geg.: Py (1 %1), Po (o xg)s Ry, Ry
Ges.: PN ()’N’ .\‘N)

Formeln: yyn =y, + 57 .5in Ry

XN = 7. cos Ry

PR (Ve —y) sin Ry -+ () — ys) cos Ry
1 sin (R, — R,)
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Einstellwerk
Folge Zahlwerk s Resultatwerk
links rechts .
1 || x, einkurbeln 0 0 0
2 sin R, einstellen
3 | bis x; kurbeln erscheint (x,—x,) sin R,
4 1&schen
5 I y, einkurbeln
6 cos R, einstellen
. $ t in R
7 { bis y, kurbeln erscheint  (x;—xy)sin Ry
+ (y1— o) cos Ry
. . t in R
8 18schen léschen, sin (R, — R;) einst. erscheint - (v;—x,) sin R,
+ (p1— ys) cos Ry
9 erscheint s, leer kurbeln
. ink rechts x
10 bleibt 18schen }1‘11 > 1, TECHE T
cindrehen
11 bleibt sin R, cos R, einst.
12 leer kurbeln erscheint yy und xy

I1. Punktbestimmumg durch Riickwiértseinschueidei

Sind die Koordinaten von drei Festpunkten P;, P, und P, bekannt sowie die
Differenzen («, B) der Richtungen vom Neupunkt P zu diesen drei Punkten, so
lassen sich die Neupunktkoordinaten durch ,Riickwirtseinschneiden® berechnen.

Auf die Gleichungen (2) bis (7) zuriickgreifend, handelt essich jetzt darum,
die Unbekannten Ry, R, und R, aus den gegebenen GroBen xy, xy, Xg, ¥y, o» ¥ und
a, B, (@ +B) zu berechnen. Wenn dies gelingt, so kann die weitere Berechnung
der Neupunktkoordinaten nach irgendeinem der bekannten Verfahren des,,Vor-
wirtseinschneidens” durchgefiihrt werden.

Und nun zur Berechnung von R;:
Da (R, —R,) =a und (R; —R,) =f ist nach Gl. (10) und (I1)

(X —ay) sin Ry — (y, — 1) cosRy (x5 — ) 5in Ry — (yp — Js) cOs Ry

2 sin o sin

und (xg —ay) sin § sin Ry — (y, — ;) sin B cos Ry =
N —c—— - —— —7,___4 P (273)
a )
= (x5 — Xy).sin o sin Ry — (y3 — y,) sin & cos Ry
—_— e —
¢ d
Wenn a ==m . cos ¢, b =m.sin ¢, c =n.cos ¢ und d =un.sin ¢
so ist m=sin B (xg —x7)% + (yp — y1)2 =sin . sy
I =sinc. sy
cos ¢ = (g — ) sin ¢ = (12— 11)

S12 S12
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)

(i\i_ﬂ sin § = 2 L%

CcoS$ ==
Y=
“23 23

Mo i sin
T S SIn o

Gl. (27a) geht dann iiber in
m.sin (Ry — @) =n.sin (Ry; —¢)  und

Sin(Ra—‘l’)_i_l
sin(Ry —¢)

nun ist aber Ry =Ry + (« + B)
Ry— =Ry +(a 4B = =R~ [b— (e +P] =Ry—p, p =d— (e ) =d—e

sin(Rg — )  sin(R; —p) 3 - sin Ry cos b — cos Ry sin p

sin(Ry —¢)  sin (R, —¢) ~  sin R, cos ¢ — cos R, sin ¢

Zihler und Nenner durch sin R; durchdividiert ergibt

cos L — cot Ry sin . .
A= a 1 P’,)\coscp—)\cotRlsuup:cosp—cotRlunp
cos ¢ — cot R, sin ¢ ’

cot Ry (Asin ¢ —sin p) =X cos ¢ — cos [ und
cot R, — A COS — COS [ . (@)

~ Asing — sin

cos p = cos ($—e) = cos ¢ cose 4 sin ¢ sine _ (=) cose+w sin &

323 523
sinp =sin (—e) = sin¢ cose— cos ¢ sine == (s = 1) cose — (ﬁ;\}’) sin €
So3 523
Sz s%n@ (g —xy) _ (x3 — ) COS & — (s — 12) sin e
cot R, — e S1mC S12 S23 : S23 —
' Sip. Sl.nﬁ (rz—r1) (¥ 1) cos e - (g — ) sine
S35 Sina Syp Sag Sog
(g —x )—ﬂ— — (¥g — ) cote — (yg — )
2 "Visinasine 3 e 82
sin 8
(e = 11) 5 sime — (s — 22) cote + (g —xy)

dae=oa+p und f=e—aist

sin 8 sin (e—a)  sinecosa — cosesina

s . . . . = (cot & — cote)
sinasine sina sine sin o sin e




Xy — ) cot e— (x3— &) cot € — (y3 — »)

(

cote — (, — 1) cot €= (15— Ja) cote F (3 — )
(
(

In analoger Weise lieBen sich nun auch cot R, und cot Ry berechnen. Eleganter
kommt man aber durch zyklische Vertauschung der Indices zum Ziel, wobei es
notwendig ist, y = 4002 — (« 4 B) =400z — ¢ und cot y = — cot ¢ einzu-
fiihren. Man erhilt dann als endgiiltige Gleichungen:

(xg — ) cot e + (xg —xy) coty —{y3 —yu) _ G
cor (o —y1) cota + (ya —py) coty + (v —x,) S #5)
— (v —xp) cot B+ (g =) cot & — (yy — '1) G,
t R, = —= . (29
O Ry = ) cot Bt (1o —n) cote T (e — ) S, )
—(vg—xy) coty — (g —xp) cot B—(py —14) Gy
t Ry = — L 2 . (30
corHe = (ya — 1) coty — (s — o) cot B+ (v — X)) S (0)

Damitist die Aufgabe desRiickwirtseinschneidens prinzipiell geldst, denn mit
Hilfe der nun bekannten cot-Werte lassen sich die Neupunktkoordinaten nach
einem beliebigen Verfahren des Vorwirtseinschneidens (Heckmann, Morpurgo
usw.) berechnen.

Man kann aber dasVerfahren konsequent weiterfiihren und erhilt, da ent-
sprechend
C;

S
nun auch die C- uad S-Werte bekannt sind, die sechs Lésungen des durch drei
(innere) Richtungen gegebenen Riickwirtseinschnitts identisch den Glei-

chungen (17) bis (22).
(g =) Sy — (o — 1) Co - i I ) I

cot R; =

y=nts 5 C — G, S, ThoE S Xy =+ G
=) +31( «ng:g q—}') —)']+Sl%, :'\‘1+C1“£/V—1
R L A P
=r+% %ﬁ%”*gﬂ—%:n 8 s —x%, + G
—r+s \S])(‘] (éis )CIZ)'3+SSY%, :,\»3+c3‘c_111

(vg =) Sy — (1a —12) G v v

=Y 1+ Ss Sy Gy — Cy S, 4)’3+‘Ss—ﬁ(—, :~\'3+C3“5<—
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Jetzt wird also der groBe Vorteil der vorhin eingefiihrten Symbolik
besonders augenfillig. Rechenékonomisch wire es nun nicht zweckmiBig, die
C- und S-Werte der Cotangenten der gegebenen drei (inneren) Richtungen von-
einander unabhingig nach GI. (28), (29) und (30) zu berechnen. Vielmehr ist der
Gedanke naheliegend, die C-, bzw. S-Werte nur fiir eine Richtung zu berechnen
und die iibrigen in Anwendung der Bezichungen

R, — R, =« und Ry —R, =
zu ermitteln.
DaR, =R, —u

cot Ry cot & 41

ist cot Ry = cot (R, —a) = ot % — cot R
2

G

= cot « +1
S + _Geota+S G (31)
C, Sy cot o — G, S
cot o — —=*
Sy

Auf die gleiche Weise erhilt man

% t B —1
cot R, cot § —1 _TS‘;CO

cot § 4 cot R,

cot Ry = cot (R, 4 @) = G
2
Sy

cot B+

Gyt =8 C

=2 2. 3 . (32
Sy cot B+ G, S, (32)

Wenn man von der Herleitung absieht, lehntsich das angegebene Verfahren
eng an diesogenannte Cassini-Methode an, besonders wenn man noch die Produkt-
differenz 11 == S, C; — C, S; aus Gl. (17) und (19) durch die rechendkonomisch
vorteilhaftere Quadratsamme S2 4 C2 ersetzt, da nach Gl (31) und (32)

C,=Cycoto+t+S und § =S5, cot u—Cy ist

S C—GC 8§ =38 (G cot &+ 8) — Cy (Sy cot & — C,) =
=8,Cycot a +S; —S C, cot 2 4 C} =82 4 C} cooe (33)

In der Praxis wird man natiirlich niemals alle theoretisch méglichen sechs
Losungen des einfachen Riickwirtsschnittes berechnen. Ein zweites Resultat wird
jedoch, wenn es nicht einem erheblich gréBerenRechenaufwand verbunden ist, fiir
Kontrollzwecke von groBem Vorteil sein. Aus diesem Beweggrund wurde
daher nachstehendes Rechenschema entworfen, in dem dic Gl. (17) und (19) mit
der Abinderung des Nenners nach Gl. (33) Anwendung finden.




Riickwirtseinschneiden:

B o 39g 3667 cot o |+ 1-405 576
o Pul B 128 9438 cot B |+‘ 4-850 377
Pyt Pyt Pz
o/// yi.cota | ’ 188-741 ‘ xp.c0t o | 203345
P PN 2 —ys.cot B || 29199 —xg.cotf |—| 479751
! 3 3 —| 276406
| Yw  |—| 22206 | Xy |—| 33262 +x, + | 243-580 — 7, '— 128-260
S, |+ ] 461520 | C, |—|  404-666
S, I/l |4+| 33860 | C.I/I |—| 3448
Y, — 1| 56076 X, —| 99814 C,.cota ‘— 568-789 l S, . cot o ‘—l— I 648-701
Y, |—| 43250 X, |—| 54356 IC =Cycotat+S,|—]| 107260 [$;=35,.cota—GCyl+ | 1053-367
Y, |—| 42648 X, |—| 15347
S, . II/1II 4| 20432 | G, .1y —| 17915 x1.Ss ‘+ 66.768°1 ‘ x-Sy ‘+ ‘ 152.3906
— -G + | 54.338°6 —1-G + | 1440471
] Y |—| 22216 | Xy |—| 33262 I |+ | 121.106-7 | 11 |+ | 166.794-7
n=Y,—Y |+]| 13428 | x =X,—X, |+]| 14467 ‘+ ‘ 163.754-6 I[: 111 |+ 0321 447
Yo=Y, — Y, |+ | 12826 | x, =X,—X;, |+ | 24358 +C + | 213.0007 11 : 111 + | 0442 714
ys =Y, —Y, |+ °02 | xp=X;—X, |+ 9891 111 |+ 376.755°3 | Si: C =tan y;

08



Gemeinsame Formeln:

Zusammenstellung

Ax Sy — Ay Gy Ax S, — Ay G,
— 2 2 = =2 L= L. 17
mw=nt+hge—cs o wnTutGge—cs, (17)
Im speziellen Fall haben S; und C; nachstehend angefiihrte Bedeutung:
Allgem. Vorwdrtseinschnite Riickwartseinschnitt
‘ Y=Y = Xy =X =x
Sinusform Tangensform Cotangentenform Y, — Y, =7, X;— X, =%,
Heckmann, Morpurgo Y,—Y,=y,, Xz—X,=x;
1
S, = sin R tan R, 1 S, cot & — Cy
C, = cos Ry 1 cot R, Cycota + S,
S, = sin R, tan R, 1 Y1 cot & — y5 cot B 42,
C, = cos R, 1 cot R, X, cot & — x3 cot 3 — ¥,
Anmerkg. XN —X; = IN—V1 =

$;C,—G, S, =
=sin (R, —R,)

(xy — ;) tanRy— (y,— ¥;

(Yo— ¥1) cOtR,— (x5 — xy)

tan R, — tan R,

INTY1 = (xN_xl) tan Ry

cot R,— cot R;

xN—2x; = (yN—,) cot Ry

(Sy C; — Cy S;) kann auch

durch (S; + Cj) ersetzt werden.




1. Zusammenfassing

Vorliegender Aufsatzistein Auszug auseiner umfangreicheren Arbeit, betitelt
»Vorschlige zur Koordinatenrechnung®, die im August 1950 eingereicht wurde.

Vom Sinussatz ausgehend wurden zunichst lediglich durch goniometrische
Umformungen die einzelnen Formen des Vorwirtseinschneidens (Sinus-, Tangens-
und Cotangensform) abgeleitet. Dabei wurde auf den theoretischen Vorzug der
Sinusform zufolge deren Unabhingigkeit vom Koordinaten-
¢y st em hingewiesen. Durch Riickfiihrung des Riickwirtseinschneidens auf das
Vorwirtseinschneiden wurde es moglich, die gleichen Endformeln fiir beide Ein-
schneidemethoden zu verwenden. Durch die Einfiihrung einer besonderen Sym-
bolik (S- und C-Werte) wurde der Vergleich der verschiedenen Rechenverfahren
wesentlich erleichtert und durch die cyklische Anordnung der abgeleiteten Formeln
Formeln dasVorhandenseinvonn . (n — 1) Lésungen fiir jeden durch n Richtungen
gegebenen Vorwirts- un d Riickwirtseinschnitt vor Augen gefiihrt.

Die Besprechung des in diesem Auszug nicht enthaltenen Abschnittsiiber die
Ermittlung der Rechtwinkelkoordinaten aus Polarkoordinaten sowie die Ableitung
des Bogenschnitts soll einem spiteren Artikel vorbehalten sein.

Festschrift Eduard Dolezal

i nennzigsten Geburrsmg

Um ihrem beriihmten ehemaligen Lehrer Hofrat Dr.mult.h.c. E. DoleZal
zuseinem 90. Geburtsfest am 2. Mai 1952 eine besondere Ehrung zu bereiten, die
ihn nicht aus dem GleichmaB seines gewohnten Lebens bringen sollte, beschloB
eine Gruppe seiner Schiiler und Freunde die Herausgabe einer Festschrift, begleitet
von einem ausfiihrlichen Lebensbild des geliebten Lehrers.

Es bildete sich ein Komitee ausihrem Kreise, das die Verwirklichung dieses
Wunsches in die Tat umsetzte. Diesem Komitee gehdrten an: Dipl.-Ing. Dr. H.
Rohrer, o. Professor der Technischen Hochschule Wien, als Vorsitzender;
Dipl.-Ing. Dr. A. Bar vir, Oberrat, Abteilungsleiter im Bundesamt fiir Eich-
und Vermessungswesen; Dipl.-Ing. L. Candido, Senatsrat, Leiter der Ver-
messungsabteilung des Wiener Stadtbauamtes; Dipl.-Ing. Dr. F. Hauer, o. Pro-
fessor der Technischen Hochschule Wien, Ingenieurkonsulent; Dip.-Ing. Dr. K.
H u b e ny,Professor der Technischen Hochschule Graz; Dr. K. Ledersteger,
Oberratim Bundesamt fiir Eich- und Vermessungswesen, Privatdozent der Tech-
nischen Hochschule Wien; Dipl.-Ing. K. L e g o, Prisident des Bundesamtes fiir
Eich- und Vermessungswesen i. R., Prisident der Osterreichischen Kommission
fiir die Internationale Erdmessung; Dipl.-Ing. Dr. F. Meixner, Ingenieur-
konsulent; Ing. K. N eum ai e r, w. Hofrat, Hauptabteilungsleiter im Bundesamt
fiir Eich- und Vermessungswesen; Dipl.-Ing. Dr. F. Pongratz, o. Professor
der Technischen Hochschule Wien, Prisident der Ingenieurkammer fiir Wien,
Niederdsterreich und das Burgenland; Dipl.-Ing. Dr. jur. F. Schiffmann,
w. Hofrat, Hauptabteilungsleiterim Bundesamt fiir Eich- und Vermessungswesen;



