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Bezeichnen hy h, die Hohen zweier aufeinanderfolgender Spurparallelen, pj
pe die im Luftbild gemessenen No:malentfernungen vom Hauptpunkt auf diese,
so kann der Neigungswinkel nach

hy — I

H c e 1 c ¢
2 = i (ps —pi) — ]_ (hy p5 == Iy p3) ' (17)

)

tg o =

berechnet werden. Die Neigungsverhiltnisse lassensichsomitauslauterim Luftbild
meBbaren GréBen ermitteln.

Da eine Anderung von Al oder i um dh in der GréBenordnung dh/H in k
eingeht, kénnen bei Zerlegung des Gelindes in Ebenen Abweichungen zugelassen
werden. Z. B. wirktsich fiir H =4000 m eine Abweichung von dh = 10 m erst
in der 3. Dezimalstelle von k aus.

Zusanmenfassung.

Die Bestimmung der GrundriBfliche aus der vom perspektiven UmriBl be-
grenzten Fliche eines allgemeinen Gelindestiickes kann in den folgenden Arbeits-
gingen durchgefiihrt werden:

1. Einzeichnen der perspektiven Schichtenlinien in das Luftbild oder dessen
VergroBerung. Voraussetzung hiczu sind entzerrte Luftbilder oder Pal-
punkte.

2. Zerlegung des Gelindcs in seine ebenen Flichen.

3. Bestimmung der Reduktionsfaktoren k fiir jede ebene Figur.

4. Planimetrieren der in den verschiedenen Ebenen liegenden Flichentcile.

5. Berechnung der Gesamtfliche nach F' = EZ AF.

Die Entzerrung der Luftbilder kann im Zuge der VergréBerung der Bilder
erfolgen, wobei als EinpaBunterlage der Kataster verwendet werden kann. Zum
Zeichnen der perspektiven Schichtenlinien sind lediglich Zeichenstereometer mit
Parallaxschraubenerforderlich.Die Arbeitsginge kénnen getrennt voneinanderaus-
gefiihrewerden, was die gleichzeitige Verwendung mehrerer Hilfskrifte ermdglicht.

Anmerkung: In Abb. 1 wurdeirrtiimlichdie Strecke MFan Stellevon PFmits kotiert.

Ein besonderer Zusammenhang von Vorwérts- und Riickwérts-
einschnitt im kombinierten Einschneiden

Von J.Kovarik

(Veriffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungsiwesen)

A. Mehtfaches Vorwdrtseinschuneiden unter Voraussetzung gleicher Gewichte

W urde ein Neupunkt von mehr als zwei gegebenen Punkten aus beobachtet,
so fiihrt die Berechnung der wahrscheinlichsten Koordinatenwerte (bei der Aus-
gleichung nach vermittelnden Beobachtungen) nach Herstellung der Beziehung
zwischen den Winkel-, bzw. Richtungsinderungen einerseits und den Koordinaten-
verschiebungen andererseits durch die Verbesserungsgleichungen mit der be-
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kannten GauB’schen Relation auf Grund der Bedingung [vr] = Minimum zu den
Gleichungen

[aa], dx, + [ab], dy, + [aw]s =01) ()
[abla dx, + [bb]s dy, + [bw], =0 2)
Diese werden bekanntlich als Normalgleichungen bezeichnet und liefern die Ver-

schiebungen dx und dy des Neupunktes von dem zuerst gerechneten Niherungswert
auf den wahrscheinlichsten.

B. Mehrfaches Riickwidrtseinschneiden, chenfalls gleichgewichiig
Beobachtet man von einem Neupunkt aus mehr als drei gegebene Fest-
punkte, dann haben bei dieser Ausgleichung die Verbesserungsgleichungen die

Form v = a dx - b dy 4+ z + w, wobei 2 = 0o’ — o ist, der Unterschied zwischen
der vorliufigen und der endgiiltigen Orientierung.

. _ v J
[vr] =Minimum ist dann gegcben, wenn ——[ ] =0 un Ilev] 0 gesetzt

wird. Verfolgt man die . Bedingung, WObCl man beachtet, dal3

0z _ 0 (o, _ ["“R]) _ 9 <* M) __ L Il

ddx  ddx w ] ddy " n o ddv
ist, und man nach Einfiihrung von
Toy = )’_(}’ o Hdy) n=r) =4y _ cpr 9D
101 = arc tg (\0 T I ) = arctg ( — \0) A =arctg ¢, Jdv
darstellen kann als
0vg, , 092 iy 0V g2 _Qarctg §;
S R o N A P S
darctgly | _*L__()’l_—)_’i);")ﬁ) N =
e d dx Foe= 14 C'f( [(v; — xo) —dx]? (=0 =
B Oy B 1 Y (e N I et s A
¢ sty [(vy — ') —dv]? Fe.=e St ¢ Siie te
== S—m—vl—'%—ps—in&r +.. . =ag Fagd ..,
So1 So2
dz 1 dz !
sich also e1g1btad - [a] und analog ady =T [b],

so erhilt man die erste Normalgleichung in der Form

k= L o~ L) (g — L) o
and ([t} — L) e (i1, =LY e - o, — PL) —0 g

n

aus der zweiten Minimumsbedingung.

1 [...]. bedeutet AuBenrichtungen V = Vorwiirts-
[...]; ” Innenrichtungen R = Riickwirts- Einschneiden
K = kombiniertes
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FaBt man z neben dx und dy als dritte Unbekannte auf, so fiihrt die Forderung
0 [vv]
0z

von dv und dy ausdriicken kann. Dic Verbesserungsgleichungen nehmen dann

=0 zu der Gleichung [r]; = 0, aus der man bekanntlich z als Funktion

die Form an v — A dx + B dy 4+ W, wobei A =-a — L{:]i, B=V0,— [% und
W= w— [_’;}/_]_l ist. Die daraus abgeleiteten Normalgleichungen lauten dann

[AA]; dvg + [AB]; dyg + [AW]; =0 (32)
[AB]; dvg + [BB]; dygr + [BW]; =0 (4a)

deren Summenglieder gleich sind den in (3) und (4) gewonnenen, wie sich leicht
unter Beachtung der vorher genannten Beziehungen nachweisen 14Bt.

C. Kombiniertes Einschneiden, wenn sowohl den Aufen- als auch den Innenrichtungen
das gleiche Gewicht znugeorduet wird

Wird nun cin Neupunkt sowohl von auBen als auch von innen beobachtet,
o haben die beiden Normalgleichungen, nach Elimination von z, die Form

{[(m]“ + [AA],-} dvg + {[n/)]a -+ [AB]'} dyx + J[mv] - [AI/V]~} =0 (»)
{[(’”]a + [AB];} dxg {[[’[’]a [B ]} dyk + I[luu] + [BV’] d =0 (6)

Betrachtet man jetzt dic drei Normalgleichungsgruppen in A, B und C, so
dringt sich die Frage nach dem Zusammenhang der drei Fille auf. Mit anderen
Worten: in welchem Verhiltnis stehen die Lésungen dv und dy von A (Vorwirts-)
und B (Riickwirtseinschneiden) zu den Werten aus C (Kombinierter Einschnitt) :

Stellt man die beiden Gleichungen (1) und (2) graphisch dar, ebenso (3)
und (4) (Figur 1) #), so sieht man sofort, daB die Gleichungen (5) und (6) (Fall C)
im allgemeinen einen Punkt Py geben, der nicht in der Verbindungslinie von P,
und Pg liegt, also nicht einem qualifizierten Mittel der beiden Werte entspricht.
Nur wenn das Verhiltnis besteht

dvg —dy,  dvg —dvg  dvg —dv, 1 (1)

d}’K_d)'v . (/)’R—!f}’K - (/)'R—d}'v T

licgt Px in der Verbindung P, mit Pg.

s (1) ergibtsich dv, = [a] ) A[””f]g
Aus (1) ergibt sich dv, = [adl. 2 dy, faal.

_ [4B]; [AW];

aus (3a) dvg = [ /1]] dyg 144,

_ [ab)a + [AB]; gy _ [aw]a + [AW];
[rm] —l—[AA] Tk [aa] + [AA);

und aus () dvg =

%) Dic zugehdrigen Normalgleichungskocffizienten stehen auf Seite 19,
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Fig. 1

Gleichung (7) (die ersten beiden Quotienten) nimmt damit die Form an

- o ik o - (b -

. [AB]; (AW [ [abla+4- [AB)i ,  [aw]a+ [AW],
*({ [AA]; g R—A[;@] U aa). + [AA|id)K [aa]. + [AA]); j) (dye—dyk)
(72)

Im Zihler miissen dic Kocffizienten von dyg und dy, einerseits, sowie von dyg und
dyg andererseits gleich sein, wenn ein Verhiltnis (i: 1) bestchen soll:

[ab], -+ [AB]; B [ab], d_ [AB] ~ [ab , 4 [AB];

[ab]
]

foalo - TAAL T faa)e ™ T AA) T faalu [ AA]
Daraus ergibt sich die Bedingung

fab). _ [AB) @)
[aa], — [AA]: '
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Neben diesem Verhiltnis muB ferner in (7a) noch sein:

[aw].+ [AW]i_ [a11]a (AW];  [aw],+ [AW];

[aala + [AA]i  [aa]a  [AA];  [aa], 1 [AA4];

dygx — dy, dyr — dyk

Vereinfacht man diese Gleichung, so nimmt sie die Form an

d)’R —_ d)’K . ML‘*_ (9)
dye — dy,  [44];

Bildet man aus (2)  dv, = — [[[:71;)]]: dy, — {ﬁ;)p]]:

[BBJ; [BW);
[4B], ¢ ™ [4B]
__[bb]a + [BB]; o — [bw]. + [BW];
[ab]s + [AB]: "% [ab]. + [AB];’

sctzt diesc Werte wieder in die Gleichung (7) ein, so ergibt sich analog der vorher-

gehenden Entwicklung

aus (4a)  dvg = —

und aus (6)  dxg =

__[bb]a 4 [BB]; o [bb]. and — [BB]i _ [bb]. 4 [BBI;
[ab]. -} [AB]; [ab], [AB];  [ab], + [AB];
Daraus folgt {f:[j]]: _ gg}}l‘ (10)

Ferner muBl ebenso wie friiher

[bw]. + [BW];i  [bw]a (BW], _ [biw]. -+ [BW];

(bl + [AB]; _[abl, _ [AB); _ [ab]. + [AB];

— sein.

d}’K — (/)’v ([)'R — ﬂ’)’K

Durch Umformung erhilt man daraus

dyr — dyk _ [ab]a
dyx —dy, — [AB]; ()

In den Gleichungen (8) und (10) hat man somit die Bedingungen erhalten,
unter denen Pg inderVerbindung von P, und Pgliegt. Dabei geben die Gleichungen
(9) und (11) das Verhiltnis von (Pgr — Px) zu (Px — P,), da die Teilung fiir dv ebenso
gilt, wie fiir dy (aus [7]), wobei noch zu bemerken ist, daB8 (9) und (11) dicselbe
Aussage machen, da (9) mit (8) in (11) iibergeht.

Betrachtet man die graphische Darstellung, so erkennt man, daB %Z(lg“
o . . . [AB);
gleich ist der (negativen) Steigung (— tg¢) der Gleichung (1), ebenso 4]
gleich derselben GroBe der Gleichung (3a) ist, [[_ﬁ[[),% = (—) tg ¢ der Gleichung (2)
und 51113;%1 = (—) tg ¢ der Gleichung (4a). Somit bringen die Gleichungen (8)

und (10) nichts anderes zum Ausdruck, als daB die Darstellungen der korrespon-
dierenden Gleichungen in den Fillen A. und B. parallel sein miissen, wenn Pk in
der Verbindung Pg und P, liegen soll, also (1) und (3a) sowie (2) und (4a).



Figur 1 zeigt einen allgemeinen Fall:

A |

|
. |

400 dx 4200 dy — 8000 =0 . . .
200 dx 4600 dy —12.000 =0 . . .

600 dx — 700 dy — 42.000 =0 . . .
— 700 dx + 200 dy + 14.000 =0 . . .

K
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o
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Pg

|
(42) |

Werden nun die inneren und duBeren Beobachtungen zusammen ausgeglichen,
so haben die Normalgleichungen die Werte

C. [

1000 dv —5C0 dy — 50.060 =0

() ) P

| —5C0 dv +800 dy + 200 =0 .. .(6) |

Py hat in diesem Fall keine augenfillige Bezichung zu P, und Pg! ((1) und (3a),
sowie (2) und (4a) sind nicht parallel.)

Figur 2 zeigt einen besonderen Fall:

N

Damit ergibt sich

- |

400 dx 4-200 dy — 80C0 =0 ... (i) | b
200 dx 4 6C0 dy —12.C0 =0...(2) | "V
200 dv + 100 dy — 8600 =0 ... (3a) | P
100 dv 300 dy — 9CCO =0 . . . (4a) | 'R
600 dy 4300 dy —16.660 =0 ... (5) | P
300 dv 49060 dy —21.00 =0, . (6) | K

s+

[/ /

-3

Fig. 2
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Da die Bedingungen (8) und (10) jetzt von A. und B. erfiillt werden,
[ab]l.  +200 [AB]; _ 4100 1

[aa]l, 400 [AA]; 200 Ty (%)
[bb], _ [BBJi _ 300
[ab], — + 200 " [AB];  + 100 =3 (10)

also die Bilder der Normalgleichungen (1) und (3a), so wie die von (2) und (4a)
parallel sind, ergibt sich Pk als Schnittpunkt der beiden Geraden (5) und (6), die
natiirlich jeweils wieder parallel sind, in der geradlinigen Verbindung von P, und
Pg, und zwar im Abstand

[bb], 600

[ab]ls _ 4200 _ [aa],
[AB]; ~ 100  [AA], Aoo ~ [BB]; ~ 300

=2:1

R
s

von (Pg — PX): (Px — P,).
Zusanunenfassiing

Wird ein Neupunkt sowohl durch AuBenrichtungen als auch durch Innen-
richtungen bestimmt, so licgt der unter Verwendung s i m t1i c her Richtungen
ermittelte Punkt nur dannzwischen P, (dem nur aus den AuBenrichtungen bestimm-
ten Punkt) und Pg (nur aus Innenrichtungen bestimmt), wenn sich aus den beiden
zugehdrigen Normalgleichungssystemen die Beziehungen (8) und (10) herstellen
lassen. Dabei wird P, — Pg durch Pg im Verhiltnis (9), bzw. (11) geteilt.

Auhang

Fiir den Fall, daB man zur duBcren und inneren Beobachtung diesclben Punkte
verwendet hat, kann man die Bedingungen (8) und (10) noch weiter verfolgen.

Es ist dann [ab],: [aa], = [AB]i: [AA]; Z([al)]a — [a] [ la ) ([ ala — [a] [a ]a) ,
daraus ergibt sich [a]a ([ab]. [a)a — [aa]a [b]) =0 (Ba)

Ebenso ist [bb],: [ab], = [BB];: [AB]; = ([bb]a [0 ”[b]a) : ([ﬂb]a _ [il_l»]a) ’
daraus wieder [b]a ([bb] [a]a — [ab]4 [b],) =0 (10a)

Aus (8a) und (10a) ersieht man, daBl auch unter der eingangs gemachten Vor-
aussetzung Pg nur in zwei Fillen zwischen P, und Pgliegt. Die eine Méglichkeit
setzt [a]a =0 und [b], =0 voraus, wodurch das Teilungsverhiltnis dann auf1: 1
vereinfacht wird, so daB P identisch ist mit dem Halbierungspunkt der Strecke
PV — PR.

Die andere M8glichkeit setzt die Klammerausdriicke in (8a) und (10a) gleich
Null, so daB daraus die Verhiltnisse [aa],: [ab]. = [a]a: [b]a und [ab],: [bD], =
[a]a: [b]a folgen. Diese wiirden aber nur erfiillt werden, wenn dic Koeflizienten-
determinante D der Normalgleichungen Null wirc. Das ist jedoch unmdglich, da
bekanntlich D immer positiv ist!
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Unterschiedliche Gewichte

Sind die beobachteten Richtungen verschieden gewichtig, dann treten an die
Stelle der Summen [aa], ... die Summen [paa], ... Die Bedingungen (8) und (10)
crfahren dann analoge Verdnderungen, ebenso das Teilungsverhiltnis (9), bzw. (11).
EinsolcherFallist jedochleicht auf den urspriinglichen, gleichgewichtigen zuriick-

zufithren, wenn man die jeweiligen Seitenlingen durch das zugehorige |/ p dividiert.
, 1 T , — .
Dann ist nimlich (p P | siny = Vp.a=(p:s) . sinv=d, ..., daher auch
p

[paa] = [« "], . . .. (Die Konstruktion der fchlerzeigenden Figuren crfolgt
normal mit den gegebencn Werten!)

Nutzanwendung

Eine der wichtigsten praktischen Anwendungen dieser Erkenntnis ist der
graphischen Ausgleichung eines kombinierten Einschnittes vorbehalten! Wurde
doch bisher cine solche Aufgabe meistens in der Form geldst, daBB man die duBeren
und die inneren Richtungen vollkommen getrennt fiir sich ausglich und aus den
beiden wahrscheinlichsten Punkten Py und Py der beiden fehlerzeigenden Figuren
den Punkt Pk durch Unterteilung der Verbindungslinic, z. B. im Verhiltnis
(1, — 1)z ug ®), bestimmte. Wie am folgenden Beispiel gezeigt wird, kann diese
Ausgleichung zu ganz falschen Ergebnissen fiihren!

Ein Neupunkt Py sei von den Punkten 1 —4 (Entfernungen 2’00, 1’88, 3’70,
1’61 km) beobachtet worden. Die Widerspriiche (v'—R®) seien — 46”1, — 40,
— 18”6, - 44”9. Die damit konstruierte fehlerzeigende Figur gibtals wahrschein-
lichsten Punkt Py mit dy = — 0,06 m und dx = —0,51 .

Ferner scien vom Neupunkt aus die Punkte 5—8 beobachtet worden (Ent-
fernungen 10’68, 6’69, 8’53, 6’57 k). Die auf Nullreduzierten Widerspriiche seien
4974, —2"3, — 9”1, 4 2"”0. Die graphische Ausgleichung dieses Riickwirts-
einschnittes gibt Pg, mitdy = — 0,48 w und dv = — 0,11 .

Wire Pynun sowohldurch die duBeren als auch durch die inneren Richtungen
bestimmt worden, so wiirde die Vereinigung der beiden Punkte P, und Pg den
Punkt P¢’ mit dy = —0,24 m und dv = — 0,34 m geben. Die Berechnung des
kombinierten Einschnittes ergibt Pg mit dy = — 0,085 m und dx = — 0,435 m,
so daf sich gegeniiber P¢’ eine Differenz in derPunktlage von 2 dm einstellen wiirde!

Stellt man die Normalgleichungen fiir Py und Pg graphisch dar4), so sieht
man, daf sie nicht die im allgemeinen Teil erkannten Bedingungen der Parallelitit
erfiillen und daBl daher Pgnichtin derVerbindungslinie von Py und Pgliegen kann!

Will man also den der Minimumsbedingung entsprechenden Punkt Pg auch
aus der graphischen Ausgleichung (mit fehlerzeigenden Figuren) richtig erhalten,

3) n = Anzahl der Strahlen.
) N, —N,.
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somuBman gleichzeitig simtliche Richtungen zur Bestimmung dieses
einzigen Punktes heranziehen, sowohl die Strahlen des Vorwirtsschnittes als auch
dic reduzierten Richtungen des Riickwirtseinschnittes mit den zugehérigen redu-

zierten Entfernungen, die wie Richtungen eines Vorwirtsschnittes zu behandeln
sind!

Im vorliegenden Beispiel sind daher 8 Richtungen eines Vorwirtsschnittes
auszugleichen, diealsMinimumspunktschlieBlich P¢ geben. (Kontrolle der Summen
[vv]: fiir Pk ..1514, hingegen fiir Py’ ..2340. Rechnungswert: 1502.)

Bildet man graphisch die Normalgleichungskoeflizienten, arbeitet also ohne
fchlerzeigende Figuren, dann wird man ebenfalls duBere und innere Beobachtungen
vereinen, da man nur so einer Beantwortung der Frage nach der Parallelitit der

Normalgleichungsbilder von Vorwirts- und Riickwirtseinschnitt von vornherein
enthoben ist.



