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Projektion und Lotabweichung

Von K. Ledersteger, Wien

(Verdffentlichung der Osterreichischen Kommission fiir die Internationale Erdmessung)

Zusammenfassung: Fiir die iibliche Netzausgleichungist He I m er t's Defini-
tion der relativen Lotabweichungen dic allein richtige. Hingegen crfordert die
exakte Definition der absoluten Lotabweichungen die Projektion der Geoidpunkte
auf das mittlere Erdellipsoid. Nur fiir diese Projektion im Sinne Vening-
Meinesz gilt in aller Strenge das Theorem von Laplace. Bei genauer
Kenntnis der Geoidundulationen kommt nach entsprechenden Reduktionen die
astronomisch-geoditische Netzausgleichung der Projektion hinreichend nahe.

Summary: For the usual adjustment of nets Helmert’s definition of
relative deflections of the plumbline is all correct. But the exact definition of
absolute deflections of the plumbline nceds a projection of the points of geoid
to the meanellipsoid of the earth. Only for this projection in the sense of Venin g-
Meineszthetheoremof Laplaceisexactly valid. With complete knowledge
of the undulations of geoid and after corresponding reductions the astronomic-
geodetic adjustment of nets sufticiently approaches to a projection.

Résumé: Pour la compensation usueile des réseaux, la définitionde Helmert
surles déviationsrelatives dela verticale estlaseule correcte. Cependantla définition
cxacte des déviations absolues dc la verticale exige la projection des points du
géoide sur’ellipsoide terrestrc moyen. Ce n’est que pour cette projection dans le
sensvoulu parVening-Meineszquele théoréme de L aplace vaut dans
toute sa rigueur. A supposer la connaissance exacte des ondulations du géoide, la
compensation astronomico-géodésique des réseaux, une fois les réductions con-
venablement effectuées, approche suffisamment de la projection.

1.

In jiingster Zeit wurde neuerdings das Problem der exakten Definition der
Lotabweichungen aufgerollt. Dieses Problem ist aufs engste mit der Frage ver-
kniipft, ob und inwieweit die iibliche Ausgleichung rein geoditischer oder astro-
nomisch-geoditischer Netze auf einem bis zu einem gewissen Grade willkiirlichen
Referenzellipsoid als eine Projektion der Geoidpunkte auf diese Bezugsfliche inter-
pretiert werden darf. Wir verfolgen zunichst die Helmer tschen Gedanken-
ginge, wobei es allerdings auf die Herausstellung jener bisher wenig oder gar nicht



beachteter Gesichtspunkte ankommt, die die spitere Synthese mit der neuen Auf-
fassung von Vening-Meinesz?!) ermdglichen. '

Es sei ein Triangulierungsnetz 1. Ordnung auf einem Referenzellipsoid nach
seinen rein geometrischen Bedingungen ausgeglichen worden, indem die den
NetzmalBstab bestimmende Grundlinie und die Winkelbeobachtungen vorher auf
das Geoid reduziert und unverindert auf die Referenzfliche tibernommen wurden.
Werden nun die im Triangulierungshauptpunkt oder Fundamentalpunkt astro-
nomisch bestimmten Elemente, nimlich die Linge, die Breite und das Azimut
einer Ausgangsscite unverindert beibehalten, so kann das ganze Netz mittels
geoditischer Ubertragungen koordiniert werden. Sobald dann in irgendeinem
Netzpunkt abermals die Polhdhe, die Linge und das Azimut einer Netzseite
astronomisch ermittelt werden, lassen sich aus der Gegeniiberstellung der astro-
nomischen (¢’, ¥, ') und geoditischen Koordinaten (v, A, o) die Komponenten
der ,relativen” Lotabweichung definieren:

(¢'—9); (=) (o'—a). (1)

Nach der exakteren Auftassung Pizzettis miissen dazu die astronomischen
Beobachtungen auf das Geoid reduzicrt werden, und zwar die Breite wegen der
Kriimmung der Lotlinie und das Azimut des Vertikalschnittes wegen der Meeres-
hdhe des Zielpunktes.

Geoid und Referenzellipsoid kdnnen jetzt in cine derartige gegenseitige Lage
gebracht werden, daBl der Hauptpunkt mit seinem Bildpunkt zusammenfillt und
sowohl die physische Lotrichtung in diesem Punkt mit der Ellipsoidnormalen wie
auch die beiden Meridianebenen zur Deckung gelangen. Dann sind zwangsliufig
die Rotationsachse der Erde und die Figurenachse des Rotationsellipsoides einander
parallel. Da ferner die auf das Geoid reduzierte Basis mit unverinderter Linge
auf die Referenzfliche iibernommen wurde, miissen wir diese noch entlang der
gemeinsamen Lotrichtung des Hauptpunktes solange verschieben, bis sie die Basis
in ihrem Mittelpunkt schncidet. Damit ist auch iiber die Héhenlage des Bezugs-
ellipsoides verfiigt. Bei dieser gegenseitigen Festlegung der beiden Flichen licgen
dic korrespondierenden Punkte nicht in ihrer Lotlinie streng iibereinander. Denn
die Netzausgleichung hat nichts mit einer Projektion zu tun. Infolge der weit-
gehenden Unabhingigkeit der Dreiecksexzesse von den Kriimmungsverhiltnissen
der Rechenfliche werden vielmehr die Netzseiten gleichsam unverindert vom
Geoid auf das Referenzellipsoid iibertragen. Anders ausgedriickt, bleibt bei der
Netzausgleichung der variable Neigungsunterschied zwischen Geoid und Ellipsoid
ginzlich unberiicksichtigt.

Die Lotabweichungen (1) sind bekanntlich in zweierlei Hinsicht relativ. Sie
hingen ja nicht nur von den Konstanten des willkiirlich gewihlten Referenz-
ellipsoides ab; ebenso willkiirlich ist auch dic Gleichsetzung der astronomischen
und geoditischen Ausgangswerte im Fundamentalpunkt, derzufolge daselbst dic

EF. A, Vening-Meinesz: Nicuwe Formules voor Schictloodatwijkings-
system en het Theorema van Laplace, Proceedings of the Netherlands Acadeniy of Science,
Vol, LIII, No. 4, 1944 und: New Formulas for Systems of Deflections of the Plumbline
and Laplace’s Theorem, Bulletin Géodésique No. 15, Miirz 19s0.
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Lotabweichung Null ist. Neben diesen willkiirlichen Systemen relativer Lot-
abweichungen lassen sich grundsitzlich leicht die ,absoluten Lotabweichungen
definieren. Mit groBer Anniherung diirfen wir der Normalfigur der Erde eine
rotationsellipsoidische Gestalt zuschreiben; die Bestimmung von Achse und Ab-
plattung dieses sogenannten ,mittleren Erdellipsoides” ist eine der vornehmsten
Aufgaben der physikalischen Geodisie. Das mittlere Erdellipsoid ist vor allem
dadurch ausgezeichnet, daBl sein Mittelpunkt mit dem Erdschwerpunkt und seine
Figurenachse mit der Rotationsachse der Erde zusammenfillt. Geoid und mittleres
Erdellipsoid liegen somit von vornherein eindeutig gegeneinander fest und man
darf das Endziel der kontinentalen GroBraumvermessungen darin erblicken, daB
die Geoidpunkte auf das mittlere Erdellipsoid projiziert werden. Die mathematische
Erdfigur kann dann gegeniiber dem mittleren Erdellipsoid durch seine vertikalen
Hebungen und Senkungen, die sogenannten Geoidundulationen, punktweise fest-
gelegt werden.

Der Unterschied zwischen den Richtungen der beiden Lote in den korrespon-
dierenden Punkten von Geoid und mittlerem Erdellipsoid definicrt nun die absolute
Lotabweichung. Wegen der cmpirischen Kleinheit der Geoidundulationen (im
Mittel + 30 m) und der Lotabweichungen — letztere diirften kaum 20” iiber-
steigen —, ist es praktisch bedeutungslos, ob man sich die erwihnte Projektion
der Geoidpunkte mittels der physischen Lotrichtung oder mittels der Ellipsoid-
normalen vorgenommen denkt; eine Lotabweichung von 10" bewirkt bei einer
Undualation von 1C0 m ersteine Lageunsicherheit von5 mm. Der absolute Charakter
der so definierten Lotabweichungen, deren Komponenten zum Unterschied von
denrelativen Lotabweichungen mit A, AX und A« bezeichnet sein sollen, ist nicht
nur in der eindeutigen gegenseitigen Lage von Geoid und mittlerem Erdellipsoid,
sondernauchin der durch die Projektion bedingten ,,absoluten Lage der Dreiecks-
netze und der dadurch — zunichst rein gedanklich! — erzielten Unabhingigkeit
der einzelnen Punkte von einem Fundamentalpunkt gelegen.

Diese Unabhingigkeit gestattet es, jeden Punkt fiir sich zu betrachten. LifBit
man durch eine Parallelverschiebung des mittleren Erdellipsoideseinen Geoidpunkt
P, mit seinem Bildpunkt P’; auf dem Ellipsoid zusammenfallen, so kann man um
diesen Punkt eine G a u B sche Richtungskugel schlagen. Die beiden Lot- oder
Zenitrichtungen schlieBen dann miteinander den Lotabweichungswinkel 9 ein, der
in eine meridionale () und eine Ostwest-Komponente () zerlegt werden kann.
Zihlen wir diese beiden Komponenten positiv nach Nord und Ost und auch das
auf die Ellipsoidnormale bezogene Azimut A der astronomischen Zenitrichtung
nordostlich, so ist vorerst:

=% cos A; 7 =9 sin A (2)

In nachstehender Figur 1 stellt Z das ellipsoidische, Z’ das astronomische Zenit
dar. Beide Lotabweichungskomponenten sind positiv, also A ein Winkel des ersten
Quadranten. Da auch dic Lingen positiv nach Osten gezihlt werden, ist 2’ groBer
als A und das sphirische Dreieck ZZ'P liefert bei Vernachlissigung von GrdBen
héherer Ordnung den Sinussatz:

n="%sin A = AN cos ¢ (3)
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Fig. 1

Ferner wird die Tangentialebene an die Einheitskugel in Z vom ellipsoidischen
und astronomischen Meridian in zwei Geraden geschnitten, die sich in der ver-
lingerten Rotationsachse unter dem Winkel e treffen; dabei ist die Strecke ZQ
gleich cotg 9. Um denselben Winkel ¢ weicht die Spur des astronomischen Meri-
dianes in der Horizontebene vom Nordpunkt in westlicher Richtung ab, so daB3
fiir alle Punkte des Horizontes die Differenzzwischenastronomischem und ellipsoi-
dischem Azimut dem Winkel e gleichist: e = (¢’ — «). Dabei hingt ¢ mit der 7~
Komponente der Lotabweichung durch die einfache Beziechung 7 = ¢ cotg ¢
zusanmimen.

Liegtaber ein Ziel punkt P, iiber dem Horizont von Py, sowird sein astronomi-
sches Azimut um den Winkel 8« zu groB beobachtet. Bezeichnet man in dem Drei-
eck ZZ'P, den Winkel bei P, mit %, soliefert der Sinussatz die Relation:

sin 2’5, sin % =9 sin (o, —A) =& sin a;, — 7 cos oy,

Andererseits gibt das rechtwinklige Dreieck zwischen P, und den beiden FuB-
punkten F und F’ dhnlich:

cos 215 sin % = Soy
und man findet durch Division der beiden letzten Gleichungen:
S S (E o .
Soyy = cotg 2’1y (€ sin oy — ) COS 0yy).

Daraus folgt fiir die azimutale Lotabweichungskomponente:

~!

() —o) = Aw=c¢ + 3 =Ecotg 2’ sin & + 7 (tge — cotg 2’ cos a). (4)

Im Triangulierungsnetz 1. O. sind aber die Visuren gliicklicherweise zumeist fast
horizontal, so dal im allgemeinen cotg 2’ ~ 0 gesetzt werden darf. Dann reduziert
sich (4) auf den Ausdruck:

N = Aa cotg ¢ (5)
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Aus der Gleichsctzung der beiden Ausdriicke (3) und (5) ergibt sich somit
zwischen der longitudinalen und azimutalen Komponente der absoluten Lot-
abweichung bei Vernachlissigung von Gliedern héherer Ordnung das beriihmte
Theorem von Laplace:

Ao = AX sin ¢. (6)

Dic Laplacesche Gleichung ist von groBer Wichtigkeit, weil ihr empirisch
auftretender Widerspruch:

w o= Ao — Aksin ¢ (7)

Beobachtungsfehlern und deren Anhiufung zur Last gelegt werden kann. Sic
eignet sich daher vorziiglich zur Orientierungskontrolle geoditischer Netze und
wird zur wichtigsten Bedingung bei der astronomisch-geoditischen Netzausglei-
chung.

Zu beachten ist aber, da3 hier die L apla cesche Gleichung nur fiir die
absoluten Lotabweichungen abgeleitet wurde. Dieselbe Figur kann nun zwar auch
denrelativen Lotabweichungen zugrundegelegt werden, weil infolge der Parallelitit
derRotationsachse und der Figurenachse des Referenzellipsoides die Richtungskugel
abermals nur einen Pol aufweist. Trotzdem darf aber streng genommen fiir die
relativen Lotabweichungen die Giiltigkeit der Laplaceschen Gleichung nicht be-
hauptet werden. Denn hier handelt essich nicht um die L a p1 a ¢ e sche Gleichung
einesisolierten Punktes, sondern um die L a pl a ¢ e sche Gleichung jener geoditi-
schen Linie, die den betrachteten Punkt mit dem Fundamentalpunkt der Triangu-
lierung verbindet, wobei mit zunehmender Linge dieser Linie die auftretenden
Glieder zweiter Ordnung nicht mehr vernachlissigt werden diirfen. Selbstver-
stindlich kann man jedoch fiir die relativen Lotabweichungen dieselben Ausdriicke
wie oben bilden und dic Differenz:

(o' — o) — (N — N sin g = wy, (8)

als den Laplaceschen Widerspruch der Linie zwischen dem Hauptpunkt P,
und dem laufenden Punkt P, bezeichnen. Weil aber diese Differenz theoretisch
gar nicht verschwindet, ist die iibliche Bezeichnung als ,,Widerspruch® logisch
nicht ganzeinwandfrei; siezwingtzur Anerkennung ,,theoretischer Widerspriiche®,

Die Frage der Lotabweichungen ist untrennbar mit dem Problem der Lage
eines Dreiecksnetzes auf der Rechenfliche verbunden. Jede Lagesinderung besteht
nun in einer differentialen Verschiebung und Verdrehung, bei der die Koordinaten-
und Orienticrungsinderung jedes Punktes Py : doy, dy. und dey. in Funktion der
drei VerschiebungsgrdBen deg, d) und doy in einem Bezugspunkt Py zu berechnen
sind. Grundsitzlich kann man als viertc Unbekannte noch einen MaBstabfaktor k
cinfithren, der so zu verstechenist, daBl jede Netzseite eine zuihrer Linge proportio-
nale Anderungds = ks, also (s -+ ds) = (1 -+ k) s, erfihrt. SchlieBlichsteht noch die
Moglichkeit eines Ellipsoidiiberganges, d. h. einer Anderung der Ellipsoidkonstan-

da . . .
ten — und da offen. Der funktionale Zusammenhang dieser GroBen ist durch

Helmerts fundamentale Differentialgleichungen der geoditischen Linie ge-
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geben; sie seien sofort in jener Form angeschrieben, bei der die Koeflizienten der
sechs Elemente weder die Linge der geoditischen Linie noch deren beide Azimute

cnthalten:
M . da N
dgy == =2cos | dpy’ 4 pslk ——) — ——cos ¢, sin | dea,"
i A /1’; Po - Ps a M Yo [y
420" cos? gy — p; sin? gpr) da
. M . da
AN = dhy' - 50 tg gy sin [ dpy 41" cos ¢ scc gy (k— —
N I a
X .
- ~5; sec gy, doy’ — 1" cos =y secqy, sin? g, . da (9)

! : PRSI o da
doy!' =sin [ sec g (I — ¢ sin2 gy cos®q,) dp,” - 1" cos ¢ tg fg,\.(k — 7)

e2 b
| / i dog?
-~ cos §q |cos | sec g — —5— St @) dog T —
‘ 4

b
— 1" cos ¢, (tg Pk SIN® ¢y — —5 cos? .»,;0) da.
o
In diesen Gleichungen bedcuten A und N den Meridian- und Querkriim-
mungsradius, [ dic Lingendifferenz der beiden Endpunkte der Linic (A — Xy),
b und " die Breiten- und Lingendifterenz in Bogensekunden, ¢ die Exzentrizitiit
der Meridianellipse und

1112
P_ sin g cos «.

Nl
Py — b —

"

(8]

Dort, wo M, N und ¢ ohnc Index vorkommen, kann ohne Genauigkeitsverlust
irgendein Wert zwischen o und k verwendet werden. Die Koeffizienten gelten bis

auf GroBen 3. Ordnung, wenn man ¢ und die Linge (=| der Linie als kleine GréBen
a

1. O. auffaBt. Wie man sieht, erniedrigt sich die Zahl der Elemente von 6 auf 3,
weil selbstverstindlich die Koeflizienten der MaBstabinderung uid der Achsen-
verbesserung entgegengesetzt gleich sind.

Inden Helmertschen Gleichungen sind dypg, dhy und de, drei unabhingige
VerschiebungsgroBen auf der Fliche. Dabei nimmt d), begreiflicherweise eine
Sondcrstellung ein, weil wir es miteiner Rotationsfliche zu tun haben. Eine alleinige
Verschiebung im Parallelkreis liuft auf eine bloBc Umbezifferung der Meridiane
hinaus, die ohne EinfluB} auf die Breiten und "Azimute bleibt. Anders licgen dic
" Verhiltnisse, wenn wir entgegen der bisherigen Festlegung des Dreiecksnetzes auch
im Fundamentalpunkt eine Lotabweichung zulassen. Soll dabei nachtriglich im
Fundamentalpunkt kein 1. a pla cescher Widerspruch auftreten, so sind dic
Lingen~ und Azimutverschiebung nicht mehr unabhingig voneinander, sondern
miissen der Bedingung:

(?’Oﬂ/, == (D‘h sin Dp (10)
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geniigen. Geometrisch bedeutet dies, dal der Fundamentalpunkt Py, der jetzt die
Rolle des obigen Bezugspunktes Py iibernimmt, riumlich gesehen eine reine Trans-
lation erfihrt. Am klarsten tritt dieser Unterschied zutage, wenn man deg, =0
setzt. Die Verschiebung d);, ist dann die Verschiebung in einer Sehne, bei der dic
zugehdrige Anderung des Ausgangsazimutes d;, automatisch infolge der Meridian-
konvergenz eintritt, die ja bekanntlich glcichfalls in crster Anniherung durch
v =dX sin ¢ gegeben ist. Weil aber in den Helm er tschen Gleichungen d),
als eine Verschiebung im Parallelkreis auf der Fliche zu verstehen ist, so ist die
damit verbundene Drehung durch die azimutale Verschiebung dey, = d;, sin ¢,
wieder riickgingig zu machen. Diese Translation gilt jedoch nur fiir den Haupt-
punkt und die Ausgangselemente; das iibrige Netz wird wie ein feines Drahtgitter
auf der gekriimmeenFliche des Rotationsellipsoides verschoben, was in aller Strenge
mit einer geringen Deformation verbunden ist. Durch eine anschlieBende, der
Translation des Hauptpunktes entgegengesetzt gleiche Verschiebung des Ellipsoides
mitsamtdem Netzinseiner neuen Lage kann abermals der Bildpunkt des Ursprunges
in die Lotlinie seines Urbildes gebracht werden, und zwar genau an die Ausgangs-
stelle. JetztschlieBt aber die Ellipsoidnormale mit der Lotrichtung den gewiinschten
Lotabweichunsgwinkel & ein; die beiden Meridianebenen decken sich nicht mehr,
wodurch die Anderung des Ausgangsazimutes bewirkt wird, die nichts mit einer
riumlichen Drehung zu tun hat. Mithin sind nach wie vor die beiden Achsen von
Geoid und Ellipsoid parallel und man darf in diesem Sinne von einer ,,Parallel-
verschiebung® sprechen, wiewohl sie nicht fiir das gesamte Netz gilt.

Fiir die analytische Darstellung dieser geometrischen Operation und ihre
Auswirkung auf den Laplaceschen Widerspruch geoditischer Linien setzen
wir volle Freiheit von astronomischen Beobachtungsfehlern und von geoditischen
Netzfehlern voraus. Wir gehen von dem Widerspruch (8) aus, der fiir die urspriing-
liche Lage des Netzes gilt. Nimmtman im Hauptpunkt eine beliebige Verschiebung
depy,, dy,, doy, vor, so geht dieser Widerspruch tiber in:

wi = (& —a —da)y — (0 — h — dA)i sin @, = wyy, — doy + dXg sin @
und die Helm er tschen Gleichungen liefern dafiir:
Wi = Wy — Apg, dop, — B day, - dXy, sin gy, (11)
wobeiwir die Koeftizienten rein'sphirisch (¢ =0, M = N ==1) berechnen diirfen,

wenn die Zusatzglieder auf GroBen 2. O. beschrinkt werden:

Ap = sin Ly, cos g

& 5
By, = cos Iy, cos g, sec’¢y — =5 tg @ (11a)

'olvc;

Um zunichst vom Hauptpunkt unabhingig zu werden, verschieben wir das
Netz in einem beliebigen Punkt P; um die Komponenten der daselbst urspriinglich
aufgetretenen relativen Lotabweichung:

doy = (¢ — )iz dhy = (N — Wiy doy = (¢ — a);
und finden:
Wy, = Wy, — fi;k (’/’Cp;v — Bik dﬁ,ﬂ —Jr d)‘i sin Ope (12)
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wy ist jetzt der Widerspruch der geoditischen Linie P; Py unter der Voraussetzung,
daB in P keine Lotabweichung vorhanden ist, daBl also P; die Rolle des bisherigen
Hauptpunktes Pj, ibernommen hat. Wire ferner auf gravimetrischem Wege die
absolute Lotabweichung &, #; im Punkte P; ermittelt worden, so kénnte das Netz
durch eine weitere Verschiebung in P; um die negativen Komponenten dieser
absoluten Lotabweichung:

dpp = — &5 dl = — 73 sec g doyp = — 1 tg @

indie absolute Lage gebracht werden, wodurch im laufenden Punkt P;, der ,,abso-
lute® Widerspruch .

Wi = Wy + Ay & - (B tg @ — sec o sin On) T (13)
auftreten mub.

Nunmehr ist noch der Ubergang von dem beliebigen Referenzellipsoid auf
das mittlere Erdellipsoid vorzunehmen. Bei einer durch die Beziehung de =
dXsin ¢ gekennzeichneten Verschiebung bleibt aber eine Anderung der Achse oder
des MaBstabes ohne EinfluB auf den L aplaceschen Widerspruch, wie man
aus den Gleichungen (9) unmittelbar erkennt. Die Anderung der Abplattung
erzeugt wohl eine Anderung des Widerspruches:

foo A 5

S = Pl " cos® gy da, (14)
die aber sehr klein ist, besonders dann, wenn die Abplattung des Referenzellipsoides
nur wenig verschieden ist von der Abplattung des mittleren Erdellipsoides. Dies
ist aber unschwer zu erreichen, weil die Abplattung ohnedies am besten mit Hilfe
des Clairautschen Theorems aus dem Schwerefeld der Erde abgeleitet wird.
Wir diirfen also annchmen, daB obiger Deduktion von vornherein das mittlerc
Erdellipsoid als Referenzfliche zugrundeliegt.

Nehmen wir daher unter Vorbehaltung einer eingehenderen Diskussion an,
daB die soeben erzielte Lage des Netzes mit der absoluten Lage zusammenfillt,
diefriiher aus der Projektion der Geoidpunkte auf das mittlere Erdellipsoid definiert
wurde, so tritt nicht nur in P;, sondern in allen Netzpunkten P, die absolute Lot-
abweichung auf. Diese ist aber unabhingig von jedwedem Ausgangspunkt und
bei der vorausgesetzten Fehlerfreiheit auch vollstindig widerspruchsfrei. Es ist also:

Wi = W, abs =20 (15)
was wegen (13) mit der Relation:
wy = — Ay, & — (Byy, tgo; — sec ¢; sin @) 7 (16)

zusammenfillt. Dies ist die vollstindige La placesche Gleichung der Linie
P;P;. bei vorausgesetzter Fehlerfreiheit, die innerhalb gewisser enger Grenzen fiir
die Abplattung allgemein fiir alle Referenzellipsoide gilt. Sie zeigt tatsichlich, daB3
die urspriinglichen relativen Widerspriiche wy, gar nicht Null sein kdnnen, sondern
eine Funktion der absoluten Lotabweichung im Ausgangspunkt P; sind. Nur wenn
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zufillig die absolute Lotabweichung daselbst verschwindet: & = 7; = 0, ist wy,
Null. Dann aber ist bereits die absolute Lage erzielt und alle Widerspriiche ver-
schwinden wegen (15). Ferner sind die Betriige (16) klein von 2. O., wenn man

wieder die Linge ai) der geoditischen Linie als kleine GroBe 1. O. betrachtet.

Nur bei kleineren Netzen darf also der theoretische Effekt vernachlissigt werden.

Bei Einbeziehung aller méglichen FehlergréBen geht (16) in die crweiterte
Laplacesche Gleichung iiber, die der astronomisch-geoditischen Netzaus-
gleichung zugrundeliegt. Thre Verwendung ist aber prinzipiell an zwei Voraus-
setzungen gebunden:

1. Sie darf nur auf die absoluten Lotabweichungen angewendet werden.
Thre bisherige Anwendung auf das Minimalsystem der Lotabweichungen ist streng
genommen unstatthaft. Denn das Minimalsystem:

Y (82 + ) =min , (17)

wird selbst bei sehr groBer Ausdehnung eines Netzes nicht unbedingt mit dem
absoluten System zusammenfallen, weil die Geoidundulationen in sehr grofBen,
flachen Wellen erfolgen; bei dem Vorhandensein einer mittleren Neigungsdifferenz
zwischen Geoid und Erdellipsoid kann aber das Mittel der Lotabweichungen nicht
verschwinden, was der Minimumforderung (17) widecrspricht.

2. Ist das Dreiecksnetz auf dem iiblichen Ausgleichsweg berechnet worden,
so darf es in seiner absoluten Lage auf dem mittleren Erdellipsoid nur um GréBen
3. Ordnung von einer reinen Projektion der Geoidpunkte abweichen, um die
Giiltigkeit der Gleichungen (15) und (16) zu gewihrleisten.

2.

Neben der bisherigen, auf Helm ert fuBenden Auftassung der relativen
Lotabweichungen ist prinzipiell noch eine zweite denkbar, dic wir Venin g-
Meinesz?) verdanken.Beidieser wird der oben den absoluten Lotabweichungen
vorbehaltene Gedanke einer reinen Projektion der Geoidpunkte auf jedes beliebige
Referenzellipsoid in den beiden geschilderten Lagen ausgedehnt. Dies hitte den
groBen Vorteil, dal die L aplacesche Gleichung (6) auch fiir die relativen
Lotabweichungen gelten miifite. Denn infolge der gedachten Projektion handelt
es sich auch in diesem Falle um die L apla cesche Gleichung isolierter Punkte.
Die zweifache Relativitit der Lotabweichungen ist jetzt einerseits durch die Para-
meter des Bezugsellipsoides, andererseits unmittelbar durch dessen Lage gegeniiber
dem Geoid bedingt.

Wir gehen wieder von der friiheren ersten Lage des Ellipsoides aus, bei der
im gewihlten Nuallpunkt Py — wir sprechen absichtlich nichtmehr vom Fundamen-
talpunkt der Triangulierung Py, weil wir die Netzausgleichung durch die Pro jektion
ersetzt haben! — keinerelative Lotabweichung vorhanden ist und die Figurenachsc
des Ellipsoides der Rotationsachse der Erde parallel liegt. Die Zulassung einer
Lotabweichung in Py bedeutet nun geometrisch eine Translation des Ellipsoides,
derzufolge die Lotlinien des Geoides die Ellipsoidfliche in anderen Punkten durch-



stofen. Selbstverstindlich koénnen wir
auch das Ellipsoid festhalten und dem
Geoid eine entgegengesetzt gleiche
Translation erteilen. Diese Parallelver-
schiebung des Geoides werde in drei zu-
einander senkrechte Komponenten p, q, r
zerlegt: die erste liege parallel der Rota-
tionsachse und werde positiv nach Nord
gezihlt; dic zweite liege parallel der
Meridianebenc des Nullpunktes, wih-
rend die dritte nach der Linge 90° Ost
weise, Bei dieser Verschiebung wird der
FuBpunkt der Lotlinie eines Geoid-
punktes P, auf dem Ellipsoid vom Fig. 2

Punkte P in deu Punkt P;” wandern.

Die Bewegung des Geoidpunktes P;, selbst kann ferner auBer durch p, ¢, r auch
durch die nérdliche (1), dstliche (6) und zenitale (Az) Komponente im Horizont-
system des FuBBpunktes P}} beschrieben werden. Dicse zweite Zerlegung liefert
fiir den Ursprung Py:

lly == P €O §o — q sin @
0o =271 (18)
A\Zy =:p sin @y + q cos @,
und fiir Py
H, == p cos g, — ¢ sin ¢y, cos | — rsin ¢, sin /
Op == —qsinl +r cos | (19)
AZj; = p sin @, + q cos ¢, cos | +r cos ¢, sin /.

Die nordlichen und &stlichen Verschiebungen definieren aber die Zunahme der
geoditischen Breite und Linge des FuBpunktes, die mit entgegengesetztem Vor-
zeichen in die Komponenten der relativen Lotabweichung cingehen. Versteht man
daher unter M und N wieder den Meridian- und Querkriimmungsradius, unter
AE und A% die Zunahme der meridionalen und 8stlichen Lotabweichung, so ist:

n, = — AJ,‘. AEI:
Gy = — N A (20)

Wird jetzt wie frither die urspriingliche Hohenlage zwischen Geoid und Referenz-
ellipsoid beibchalten, die aus der auf das Geoid reduzierten Basis folgte, so muf}
Azo =0 sein und wir kdnnen p, ¢, r gemiB (18) und (20) in Funktion der in P,
angestrebten relativen Lotabweichung & und 7y darstellen:

P = Iy €OS @y + A=Zqsin @y = 11y cos gg = — My &; cos ¢
§ = — llg Sin @y + Az COS g = — g Sin g = + My Egsin gy (21)
I = — Ny
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Fiihrt man diese Werte und (20) in (19) ein, so sind bereits die Anderungen der
Lotabweichungen &, und w4 in Funktion von & und 7, gefunden:

M, N,
AN i (cos 1 cos ¢, + sin @q sin ¢, cos 1) & J\I 7o sin @ sin |
N,
= l;[ £y sin g sin [ - %{7}0 cos | (22)
Az = — M, (cos o, sin ¢, — sin @, cos ¢, cos |) & — Ny, cos @, sin /.

Ganz neu tritt in diesen Gleichungen die Anderung des Hhenunterschiedes von
Geoid und Ellipsoid an der Stelle P, auf. Dies ist ein sehr bedeutsames Resultat.
Denn die durch die Parallelverschiebung bewirkte Anderung der relativen Neigung
von Geoid und Ellipsoid wird dabei in den Vertikalabstinden erfaBBt. Bei der Ver-
schiebung des geschlossenen Netzes auf der Referenzfliche ist dies nicht méglich,
weil die korrespondierenden Punkte nicht vertikal iibereinander liegen.

Es ist nun von groBem Interesse, die Unterschiede der beiden Methoden
festzustellen. Zu diesem Zweck hat man die urspriingliche Konfiguration der Ful3-
punkte Py auf dem Ellipsoid als geschlossenes Netz aufzufassen, das im Ursprung
Py die Verschiebung:

dpg = —Eo;  dhg = — 1 sec g5 dotg = — 1 tg %o
crfihrt. Die Breiten- und Lingengleichung (9) liefern dann gemil:
(]CPI.’ = - AE/.'; d)\lf = A”]lr SCC @y

die Anderungen der beiden senkrechten Lotabweichungskomponenten:

M, Ny
I, — 0 sin [ .
Al = W, cos . % — M, sin g sin /. 7 (23)
M, . . )
/AT = My SEC Py COS Pp Nﬁ sin gy sin /. E 4+ —;,—, o tg Qg

Bildet man jetzt die Differenzen im Sinne (Helmert — Vening-Meinesz), wobei
man sofort die sphirischen Niherungen (M = N =1) beniitzen darf, wenn man
sich in den Koeffizienten von & und +q auf die Glieder 2. O. beschrinkt, so wird:

2
(AL) = [cos I — cos (g — o) + sin @y sin . . —;*] E +

+ 1 sin [ (sin ¢, —sin ¢g), (24)

8(Am) = Egsin | (sin g, — sin ¢@g) — 7o [cos I — sec g cos o, —%} tg cpﬂ] .

Setzt man:

b=(on—7
und beachtet, daB: : 0
Ps . o 2

?_—: sin b — 5 sin ¢ cos @,
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wobei im quadratischen Glied fiir ¢ jeder beliebige Wert zwischen ¢y und ¢, ver-
wendct werden darf, so 1aBt sich sehr leicht die Gleichheit der beiden eckigen
Klammern bewecisen. Damit erhilt man:

8(AE) =D& + Eng

" (25)
3(Am) =E& — D
mit:
D =cos | —cos h -+ P sin2 be e 52
= — ) —_— - - —
2 PTG T g e (25a)

E =sin | (sin ¢, —sin @g) =1 cos o.

Hieraus folgt sofort, daB dic theoretischen Widerspriiche (16), bei denen die
Koedizienten der Lotabweichungskomponenten von 1. O. sind, nur durch die
Azimutiibertragung in den Dreiecksnetzen bedingt sein kdnnen.

Die Auswirkung des Unterschiedes
der beiden Auffassungen sei an Hand der
Figur 3 fiir einen Meridianbogen (I = 0)
gezeigt. Identifizieren wir Geoid und Ellip-
soid mit der mittleren Schmiegungskugel
fiir das Vermessungsgebiet, so entsteht im
Ursprung Py eine positive meridionale Lot-
abweichung &, wenn wir das Geoid relativ
zur Referenzflichc in der Meridianebene
von Py (r =19 ==0) von 0 nach M ver-
schieben. Einem beliebigen Geoidpunkt Py,
in diesem Meridian: (¢’ — @) = b gehort
dann der Meridianbogen sy zu, der auf dem
Referenzellipsoid nach Helmert den Bild- Fig. 3
punkt P liefert; die Helmertschen Lot-
abweichungsgleichungen sind ja durch die Konstanz der Lingen der geoditischen
Linien gekennzeichnet. Andercrseits schneidet der projiziercnde Radiusvektor MPy

nach Vening-Meinesz die Bildfliche in dem Bildpunkt P}, Wihrend in

P natiirlich abermals die Lotabweichung &y aufscheint, hat P} cinc um denkleinen
Winkel A9 groBere Polhohe und daher die kleinere Lotabweichung (£g — A).

h2
Nach (25) ist im angenommenen Falle Ag = —;; Eo. Fiir & = 10" und b =10

macht dies 0”152 aus, welchem Wert cine Seitenverlingerung von 47 m auf rund
1100 ki entspricht. Bei einer Erhebung des Geoides iiber das Ellipsoid sind &,
und Agnegativ und es tritt bei der Projektion eine Seitenverkiirzung ein. Praktisch
gesehen {iberschreitet dieser Effekt einer Seiteninderung im Betrage k = 4.10-
kaum den mittleren MaBstabfehler der Triangulierungsnetze. Mit wachsendem
Breitenabstand h nimmt aber die Seiteninderung k linear zu.

Wennalso auch praktisch der Uaterschied zwischen den beiden Auffassungen
sehr gering ist, so ist die Frage vom theoretischen Standpunkt aus doch von prinzi-
pieller Wichtigkeit. Zusammenfassend kann festgestellt werden: die Unkenntnis
des Geoides zwingt zur Netzausgleichung auf einer giinstig gewihlten Referenz-
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fliche und fiir diesen Fallist die H el m cr t sche Auffassung der Lotabweichungen
die einzig adiquate. Andererseits miissen wir uns den Standpunkt von Venin g-
Meinesz fiir die Abbildung des Geoides auf das mittlere Erdellipsoid zu eigen
machen. Nur so lassen sich ndmlich in aller Strenge die absoluten Lotabweichungen
definieren.

Selbstverstindlich wird eine direkte Projektion einzelner Geoidpunkte auf
das Erdellipsoid auch bei voller Kenntnis der Geoidundulationen niemals mit der
ndtigen Genauigkeit moglich sein. Dies folgt schon aus der Lagcunsicherheit, die
in der begrenzten astronomischen Beobachtungsgenauigkeit begriindet liegt.
Ferncr werden dariiber hinaus auch dic gravimetrisch ermittelten absoluten Lot-
abweichungen nie an dic hohc Genauigkeit der relativen Punktfestlegung durch
Triangulierung heranreichen kdénnen. Hingegen 1dBt sich dic astronomisch-
geoditische Ausgleichung eines kontinentalen Triangulierungsnetzes bereits weit-
gehend dem Idealzustand einer reinen Projektion vom Geoid auf das mittlere
Erdellipsoid angleichen:

1. Alle Grundlinien werden sofort nicht bloB auf das Geoid, sondern wegen
der ortlichen Undulation weiter auf das mittlere Erdellipsoid reduziert. So wird
ein mittlerer NetzmaBstab gewonnen, der der mittleren Hé')henlage des Geoides
tiber dem Erdellipsoid Rechnung trigt.

2. Schon nach ciner crsten provisorischen Berechnung des Netzes auf dem
Referenzellipsoid kann aus der Gegeniiberstellung der astronomisch-geoditischen
und der gravimetrischen Lotabweichungen nicht nur die Achse des mittleren Erd-
ellipsoides, sondern auch dic absolute Lage eines moglichst zentral gewihlten
Fundamentalpunktes mit sehr hoher Sicherheit abgeleitet werden.

3. Die so gefundencn guten Niherungen fiir die absoluten Lotabweichungen
in allen astronomisch bestimmten Punkten gestatten dann, falls iiberhaupt steilere
Visuren vorkommen, dic weiterc Reduktion der beobachteten Winkel vom Geoid
auf das Erdellipsoid.

4. Die nachfolgende astronomisch-geoditische Ausgleichung bewahrt das
innere Netzgefiige vor geoditischen Oricntierungsfehlern.

Besondere Beachtung verdient noch die Reduktion der Beobachtungen
wegen der Kriimmung der Lotlinicn. Diese ist bekanntlich eine genau so leidige
Angelegenheit wie die Reduktion der beobachteten Schwerewerte. In obigen
theoretischen Entwicklungen konnte sie durch den Ausgang von Pizzettis
Definition der Lotabweichungen umgangen werden. Bei dem geschilderten Ver-
fahren ist nun wohl der stérende Einflul ciner mangelhaften Reduktion wegen
der Kriimmung der Lotlinien dadurch stark herabgedriickt, da8 nach Punkt 2
nur die absolute Lage eines einzigen Punktes erforderlich ist, die aus dem ge-
samten Lotabweichungsmaterial abgelcitet wird. Trotzdem wird der angestrebte
Idealzustand lctzten Endes am besten durch eine direkte Berechnung der
Triangulierung auf dem mittleren Erdellipsoid erreicht, wobei die Haupt-
schwierigkeit in der Reduktion der beobachteten Winkel besteht 2).

%) Ich verdanke diesen Hinweis einer brieflichen Mitteilung des Herrn Prof. Dr. h. c.
C. F. Biischlin,
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Einzig und allein die wechselnde Neigung der Geoides gegeniiber dem Erd-
ellipsoid kann bei diesem Verfahren nicht berticksichtigt werden. Wirklich gefihr-
lich ist dabei nur ein von Null verschiedener Mittelwert dieser Neigung; denn er
erzeugt gegeniiber der idealen Projektion, wie wir in obigem Beispiel gesehen
haben, einen mit wachsendem Abstand vom Fundamentalpunkt linear zunehmen-
den MaBstabfehler k. Doch wird die mittlere Neigung bei wirklich kontinentaler
Ausdehnung des Netzes (z. B. iiber Amerika oder Burasien) hdchstwahrscheinlich
verschwinden. Eine drtlich oder regional wechselnde Neigung verursacht bei der
strengen Projektion einen variablen MaBstab, dessen notwendige Vernachlissigung
bei der Netzausgleichung jedoch sicherlich nur sehr geringe Fehler zur Folge hat.

Eine voll befriedigende Losung des Problems der GroBraumvermessung
und der Lotabweichungen ist somit an eine hinreichende Kenntnis der Geoid-
undulationen gebunden, wie sie auf Grund eines symmetrisch iiber die ganze Erde
verteilten Materiales reprisentativer Schwerewerte inabsehbarer Zeitzuerwartenist.

Uber die Grundfigur und den Lingsfehler in Streckenketten

Von G. Schelling, T. H Graz

(SchluB)

C. Kettenformen

Es liegt nun nahe, Ketten zu untersuchen, die sich aus Einzelsystemen nach
Figur 7 und Figur 5 zusammensetzen. Dabei ergeben sich als zweckmiBig erschei-
nende Formen die Ketten nach Figur 8 und Figur 9. Zu Vergleichszwecken wurden
noch zwei weitere Kettenformen bearbeitet.

Wir untersuchen in diesem Abschnitt den zu erwartenden Lingsfehler jeder
Kette und bestimmen dazu das Gewicht einer Funktion, die annihernd die Lings-
erstreckung der Kette darstelit.

a) Die Kefte nach Figur 8

Fiir die Zusammensetzung dieser Figur war ausschlaggebend, daB im Quadrat
mit Diagonalen nach Figur 7 die Diagonale das gréBte Gewicht nach der Aus-
gleichung besitzt. Um den Lingsfehler einer Kette klein zu halten, muf} daher
eine Diagonale des Quadrates in der Lingsrichtung der Kette liegen. Da durch
Aneinanderreihen von Quadraten mit Diagonalen in der gewiinschten Art jedoch
keine Kette gebildet werden kann, wurden je zwei benachbarte Systeme durch
zwei Strecken miteinander verbunden; in Figur 8 sind dies die Seiten 7, 8; 15, 16
usw. Dadurch entsteht fiir je zwei aufeinanderfolgende Einzelfiguren eine weitere
Uberbestimmung.

Neben den # Bedingungsgleichungen fiir die » einfach iiberbestimmten
Quadrate mit Diagonalen sind deshalb (# —1) weitere Bedingungsgleichungen
anzusetzen. Dies erfolgt zweckmiBig fiir die (1 — 1) regelmiBigen Zentralsysteme
Z4, deren Zentralpunkte die gemeinsamen Eckpunkte der Quadrate mit Diago-

nalen sind.



