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L6H 

Flir die Fehlcl'rechnung können nach dem Vorschlag von Zoelly die Unter
schiede t' zwischen den stationsausgeglichenen Winkeln und den Einzelsätzen 
verwendet werden.Wenn für insgesamt d verschiedene Winkel von denen /1 = 
Winkel für die Festlegung sämtlicher Richtungen notwendig sind, im ganzen t 
Sätze gemessen wurden, dann erhält man den mittleren Fehler der Gewichtseinheit, 
also des in einem Satz gemessenen Winkels aus 

I/� 1111 = + --
- I f-11 

Der 1nittlere Fehler des Satzmittels, bzw. eines ausgeglichenen Winkels für 
ein durchschnittliches Gewicht von d

f
, bzw. !_ wird dann 

II 

/l,,, = ± 1111 v�-, bzw. /lm1 = ± 1111 V+· 
Da nach der Ausgleichung alle Winkel gleicher Ordnung als gleichgewichtig be
trachtet werden, verzichtet man darauf, die mittleren Fehler der Einzelwinkel 
streng vorzurechnen und begnügt sich mit den angegebenen Durchschnittswerten. 

Baeschlin zieht es vor, die Fehlerrechnung mit Hilfe der Verbesserungen I'' 

durchzuführen, die sich aus den Unterschieden zwischen den ausgeglichenen 
Winkeln und den Satzmitteln der d verschiedenen Winkel ergeben. Damit wird 
der mittlere Fehler der Gewichtseinheit 

111 ,, �= -t- .t /lP ;,-, u' / . 
" --; d-11 

Da in den Satzmitteln die Kreisteilungsfehler fast vollständig getilgt sind, ist der 
Wert 1112 gegenüber 1111 frei vom. Ei nf!uß der periodischen Kreisteilungsfehler. 
Der Einfluß der Kreisteilungsfehler auf einen Winkel kann daher aus 

� -- + ·11 2 2 Ow - _ 1111 - III t 

oder für Kreisdurchmesser aus 

berechnet werden. 
0d = -j- --== = -j- l 2 
� 0111 11/112 -/11f 

-- lf 2 - 2 

Zur Reduktion der kürzesten Weglänge m die geodätische 
Bezugsfläche 

Von K. H u b e n y, Graz 

I. 
Soll eine durch Funkmessung oder mit hochfrequent moduliertem Licht 

g�messene Strecke - eine Kürzeste im Sinne des Ferm.atschen Satzes - zu geo
dätischen Operationen verwendet werden, so ist diese Strecke auf das Rotations
ellipsoid zu reduzieren. Nachstehend soll eine derartige Reduktion angegeben 
werden (siehe auch [l ]). 
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A 

Abb. l 

Die geometrischen Zusammenhänge der 
vorliegenden Problemstellung können der 
nebenstehenden Figur entnommen \Verden. 
Die beiden Raumpunkte A und B sind durch 
eine Raumkurve, eine Extremale nach dem 

/ Fermatschen Satz, verbunden; die Bogenlänge s 
dieser Raumkurve ist das Ergebnis der Mes
sung. Die durch die Punkte A und B bestimm
ten Flächennormalen des Rotati onselli psoi ds 
d�finiercn auf diesem die Punkte A0 und B0, 
denen wir die Parameterwerte Cf!A, ),A und f'Jl, 
),n, also geographische Koordinaten, zuordnen. 
Die in den Flächennormalen dieser Punkte 
gezählten Abstände )10Ä = li.4 und B0B =!in 
sind die auf das Rotationsellipsoid bezogenen 
Höhen der Punkte A und B. Verbindet man 

die Punkte A0 und B0 des Rotationsellipsoids durch eine Kürzeste der Fläche, so 
erhält man die geodätische Strecke A0B0, deren Bogenlänge mit s0 bezeichnet 
werden soll. 

Unter der „Reduktion der Raumkurve s in die geodätische Bezugsfläche" 
verstehen wir nun die Bestimmung der der Raumkurve s zugeordneten geodäti
schen Strecke s0 der Bezugsfläche. 

II. 
Zur Entwicklung der Reduktion bedienen wir uns der folgenden Verein- ' 

fachung: Wir definieren durch die Flächennormale A0A und durch den Punkt 
B0 eine Ebene, die das Ellipsoid längs des Normalschnittes A0B0 = sA schneidet. 
In diese Ebene projizieren wir den Punkt B, die Raumkurve s und die geodätische 
Strecke s0• F ür die zu erwartenden Dogenlängcn s oder s0 von maximal einigen 
hundert Kilometern und för die mögliche Höhe des Punktes B läßt sich zeigen, 
y' >' daß durch diesen Vorgang weder die 

'" 
A s 

Abb. 2 

Bogenlängen s, s0 noch die Höhe /ill um 
praktisch fühlbare Beträge geändert werden 
können; wir beweisen dies leicht durch 

1rx,y) die Reduktion des Normalschnittes auf die 
l" geodätische Kurve [2] und etwa auch durch 

die Reduktion des Azimuts zufolge der 
Höhe des Zielpunktes [3]. In die neben
stehendeFigur ist das Ergebnis dieser Projek
tion eingetragen; die Bezeichnungen s, s0 
und hB sollen ausdrücken, daß diese Größen 
praktisch unverändert bleiben. 

Über die Art der Kurve s kann nur ausgesagt werden, daß ihre Krümmung 
gegenüber der Krümmung des Normalschnittes sehr gering ist; ihre Form ist -
neben anderen EinfHissen - vom vertikalen und vom horizontalen Druckgefälle 
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längs des durchlaufenen Weges abhängig. Wir ersetzen sie durch einen Kreis
bogen mit dem Radius r und nehmen an, daß for diesen Radius ein Erfahrungs
wert bekannt sei. 

III. 
Der hier entwickelten Reduktion der Bogenlänge s auf die geodätische 

Strecke s0 liegt folgender Gedanke zugrunde: Aus der yorgegebenen Bogen
länge s und aus dem Höhenwinkel ß werden die auf ein nach Abb. 2 angenom
menes Koordinatensystem x, y bezogenen Koordinaten des Punktes E berechnet; 
dem Punkt E ist ein Punkt E0 des Rotationsellipsoids zugeordnet, der mit dem 
Punkt A0 die gesuchte Bogenlänge s0 bestimmt. 

Nach Abb. 2 gilt, zunächst bezogen auf das in der Normalschnittebene mit 
dem Ursprung in A angenommene Koordinatensystem x1, y' 

1 . s XJJ = r s 111 - -
r 

s )'111 =rcos----r. r (1) 

Da der Winkel_!_ nur ein sehr kleiner Winkel sein kann - s beträgt einige 
r 

hundert, r dagegen sicherlich etliche zehntausend Kilometer -, können die Win
kelfunktionen in (1) entwickelt werden. Es ist 

�3 
\• 1 - ' ' j 

• IJ =c 5 - (' -2 - -- " • )/' 
)'11' s2 --- _J -

2r ' 

'W' ie eine Abschätzung der weggelassenen Glieder in den vorstehenden Entwick-
1 ungen zeigt, erreicht in y' deren Einfluß erst bei s > 500 k111, in ;\'1 erst bei noch 
größeren Bogenlängen die Größenordnung von 0,01 111. 

Flir das mit dem Ursprung in A0 angenommene Koordinatensystem x, )' gilt 
,\'B = xB' cos ß - YB' sinß )'B = '1A + y' cos ß + :-:' sinß 

und, nach Eintragung von (2) 

, _ 
sin ß ,z _ cosß 3 -L ,\B - cosß.s + 0 5 

G 2 s , „ „ .::,r r 

, _ I , . ß , _ cos ß 2 _ sinj_ .s ) B - IA T Sill . 5 2 
s 

G 2 5 + 
„ . r r 

(3) 

(4) 

Damit sind die Koordinaten von E gegeben. Die Koordinaten des Höhen
fußpunktes E0 stellen wir dar als Funktionen der Bogenlänge sA des Normalschnittes 
A0E0, dessen Länge wir der geodätischen Strecke s0 zwischen diesen Punkten gleich
setzen können. Nach [4] gilt mit sA = s0 

. _ _ 1 + 2 r;2 cos2 Cl. 3 t 3 ·rl t cos Cl. 4 1 . 5 .\o - So GN2 So - SN3 so + 120JV1 5o + 

1 + 'fj2 cos2 o: 2 'fJ2 t cos Cl. 3 1 4 Yo = - 2N So + 
2N2 So + 24N3 So + . . . (5) 
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Hieri n  bedeutet 

N den Normalkrünunungshalbmesser des Rotationsellipsoids, 
x das Azimut de s Normalschnittes A0B0 in A0 
·1;2 = c1 2 cos2 q:i c'2 = 2 .Exzentrizität der Meridianellipse, t = tg r.p 

Die von der geographischen Breite abhängigen Größen N, ·r;2 , t beziehen sich 
auf die geographische Breite des P unktes A0• In  den Gleiehungspaarcn (4) und (5) 
l iegt je  eine Parameterdarstellung der Kurven s und s0 vor. 

Denkt man sich in  B0 clie Kurventangente und die Kurvennormale - diese 
muß B enthalten -, so schließt die erstere. mit der x-Achse den Winkel W0, die 
letztere mit der Richtung der y-Achse den Winkel 1JJ' ein. Diese beiden Winkel 
müssen als Normalwinkel einander gleich sein .  

Es muß also 

(G) 

sein, wenn wir mit j
.'o und .\'.0 die Ableitungen d

dyo und 
dxo bezeichnen. In der s0 ds0 

Gleichung 
Xo - ·'°B 
Yo - YB 

(7) 

liegt daher nach der Eintragung von (4) , (5) und der aus  (5) gebildetrn Ablei
tungen der gesuchte Zusammenhang zwischen s und s0 vor. 

Die Auflösung der vorstehenden Gleichung nach der gesuchten Bogen
länge s0 gelingt sehr leicht· mit Hilfe des Iterationsverfahrens, dessen rasches 
Konvergieren im vorliegenden Fall dadurch begründet ist, daß sich eine 
Änderung von s0 auf den Winkel l)J' wesentlich stärker auswirkt als auf den 
Winkel W'0. Es ist nämlich 

d(f1' = - dso 1 

dl:lJ'0 __:__ 
rlSo (8) 

lin N 
und 

dfJ!' N 
(9) dfJ!' 

-
- y,;; 0 

Wir stellen noch einen Ausdruck zur Berechnung des Winkels llJ'0 in  Funk
tion der Bogenlänge s0 bereit; aus 

tg lll'u =- -=  -
j.'.o 
Xo 

folgt mit den Gleichungen (5) nach einer einfachen Rechnung 

1J:' 1 + Y)2 cos2 IX 3r12t cos u 2 1 2 + 
9·1)2 cos2 u 3 + 

tg o = N 
so - 2 N2 so ,- 6 N3 so ... (10) 

Zur Berechnung des dem Bogen s zugeordneten Bogens s0 nehmen wir 
zunächst einen Näherungswert s0 för den letzteren an und berechnen mit (4) , (5) 
und (10) die Werte ;\:n, yn sowie die Näherungswerte .\'.0, Ji0 und W 0. 



Aus 

1-1, Xo - ,\'B 
tg . = -_---

Yo - )'B 
berechnen wir jenen Wert 1j7 von l]J', der der vorläufigen Lage von B0 entspricht. 
Da,  wie erwähnt, ein Näherungswert von s0 den Winkel 1JJ'0 mit einer viel gerin
geren Abweichung vom Sollwert ergibt als den WinkellJJ', sehen wir für den Augen
blick den mit s0 errechneten Wert lt'0 als den Sollwert von lD'0 und damit auch vo11 
l)J' an. Wir erhalten damit den am Näherungswert s0 anzubringenden Zuschlag 
ds aus 

(11) 
Eine Wiederholung des Verfahrens mit dem so gewonnenen Wert s0 erübrigt sich 
in der Regel, kann aber zur Kontrolle vorgenonunen werden. 

Wie man sieht, ist die Reduktionsrechnung in der vorliegenden Art sehr 
einfach ausführbar ; auch eine mehrmalige Annäherung erfordert nur geringe 
Rechenarbeit, da die Koeffizienten der Potenzreihen (5) und (10) nur einmal, be
zogen auf den fest vorgegebenen Punkt A0, berechnet werden müssen. Mit der 
angegebenen Gliederzahl von (5) und (10) liegt die Genauigkeit der Reduktion 
bei Bogenlängen bis etwa 500 km in der Größenordnung von 0,01 111. 

I V. 

Wir hatten zur Berechnung der Reduktion vorausgesetzt, daß der Winkel ß 
zwischen der Horizontalen und der Kurventangente in  A gegeben sei . I s t  dies 
nicht der Fall, so kann die Reduktion trotzdem in ähnlicher Weise wie früher er
folgen. Mit Hilfe des Wertes r berechnen wir zunächst aus der Bogenlänge s die 
Sehne s1 =- =  AB; e s  ist 

- s3 
s' = AB = s -

24r2 + ... (12) 

Als nächsten Schritt errechnen wir mit einem Näherungswert s0 für s0 die 
vorläufigen Koordinaten .t0,Ji0 von B0 und den dem Näherungswert s0 zugeordneten 

Wert W 0. Daraus folgt weiter 

(13) 
Aus 

ergibt sich die dem Wert So entsprechende Sehne s' = AB; die Differenz 

s1 - s1 = ds1 

ergibt in der Regel bereits hinreichend genau den Zuschlag, der am Wert s0 an
zubringen ist .  

Es sei noch erwähnt, daß mit der Annahme von s ,  ß, r sovvie liA und liB eine 
Überbestimmung vorliegt. Es wäre denkbar, hieraus Sch l iisse auf die Krümmung 
der Raumkurve zu ziehen . 
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Projektion und Lotabweichung 

Von K. L e d e r s t e g e r ,  Wien 

(Veröffentlichung der Österreichischen Kommission für die Internationale Erdmessung) 

Z11sa111 111e1!fass1111g: Biir die iibliche Netzausgleichung ist H e l m e  r t s Defini
tion der relativen Lotabweichungen die allein richti ge. Hingegen erfordert die 
exakte Definition der absoluten Lotabweichungen die Projektion der Geoidpunkte 
auf das mittlere Erdellipsoid. Nur fiir diese Projektion in1 Sinne V e n i n  g
M e i n e s  z' gilt in aller Strenge das Theorem von L a  p 1 a c e. Bei genauer 
Kenntnis der Geoidundulationen kommt nach entsprechenden Reduktionen die 
astronomisch-geodätische Netzausgleichung der Projektion hinreichend nahe. 

S11111111ary: For the usual adjnstment of nets H e  1 m e r  t's definition of 
relative deflections of the plumbline i s  all correct. B ut the exact definition of 
absolute deflections of the plumbline needs a projection of the points of geoid 
to the mean ellipsoid of the earth.  Only for this projection in the sense ofV e n i n g
M e i n e s  z the theorem of L a  p 1 a c e is exactly valid . With complete knowledge 
of the undulations of geoid and after corresponding reductions the astronomic
geodetic adj ustment of nets s ufficiently approaches to a projection. 

Res11111e: Po ur l a  compensation usuelle des rcseaux, l a  dcfinition de H e  1m e r  t 
s ur les dCviations relatives de l a  verticale es t  l a  seulc correcte . Cependant la  definition 
exacte des dcviations absolues de l a  verticale exige l a  projection des points du  
geoi:de su r  l '  ellipsoi:de terrestre moyen .  Ce  n '  e s t  que pour cette projection dans le  
sens voulu par V e n i n  g - M e i n e s  z que le  thforcme de L a  p 1 a c e vaut dans 
toute sa  rigue ur.  A s upposer la connaissance exacte des ondulations du geoi:de, l a  
compensation astronomico-gcodesique des reseaux, une fois l e s  reductions con
venablement effectuees ,  approche suifisamment de la projectio)l. 

1 .  

I n  j üngster Zeit w urde neuerdings das Problem der exakten Definition der 
Lotabweichnngen aufgeroll t .  Dieses Problem ist aufs engste mit der Brage ver
knüpft, ob und inwieweit. die übliche Ausgleichung rein geodätischer oder astro
nomisch-geodätischer Netze auf einem bis zu einem gewissen Grade willkürlichen 
Referenzellipsoid als eine Projektion der Geoidpunkte auf diese Bezugsfläche inter
pretiert werden darf. Wir verfolgen zunächst die H e  1111 e r  t s ehen Gedanken
gänge, wobei es allerdings auf die Herausstellung jener bisher wenig oder gar nicht 


