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Man erkennt daraus, daf die Genauigkeit der Funkortung bereits wesentlich iiber jener
liegt, die im Hinblick anf die ,photographische® Genanigkeit der Lotstrahlen erforderlich
wire. Danach kann die Lotrichtung IF des jeweiligen Flugzeugstandortes F in jedem
beliebigen Erdstandpunkt E zumindestens mit ,,photographischer Genauvigkeit
cingestellt werden. Hingegen ist die mittels Funkpeilung bestimmte Richtug von € nach
F nach Obigem bloff anf etiwa 1* bis 2* genan gegeben.

Wir denken uns nun die zu einem Standpunkt F gehorige Lotrichtung IF
in das Zielstrahlbiindel einer Aufnahme einbezogen, die von cinem anderen Stand-
punkt E aus hergestellt wird (s. Abb. 3). Zu diesem Zweck kann der Nadirpunkt
LF, d. i. der Fluchtpunkt von IF auf der zu E gehorigen Bildebene ITE, beispicls-
weise durch Markenpaare angegeben werden. Ferner soll die Richtung der Erd-
achse @ etwa durch den auf IIE gclegenen Bildpunkt AE des einen Himmelspoles
festgelegt sein (ADbb. 3). Legt man durch den Standpunkt F die zur Erdachse und

zur Lotrichtung IF parallele Ebene, so enthilt diese bereits den durch F gehenden
Meridian und bestimmt daher dic in F vorhandene Nord-Siidrichtung. Die Erdachsen-
richtung kann nach bekannten Methoden der Geodisie ebenfalls iiberall it weitans hsherer
als ,,photographischer” Genanigkeit eingestellt werden.

Nach diesen Vorbereitungen kann das in Rede stehende Prinzip wie folgt
leicht klargemacht werden. (Schluf folgt.)

Die flachentreue Meridianstreifenabbildung des
Rotationsellipsoids in die Ebene im Vergleiche mit der
flichenireuen querachsigen Zylinderabwicklung

Von E Hauer, Wien

1
Aus jeder Abbildungsart der Kugeloberfliche in die Ebene lassen sich un-
endlich viele andere ableiten, wenn an Stelle der Erdpole in der Abbildung zwei
diametrale, aber sonst beliebig ausgewihlte Punkte der Kugeloberfliche als Haupt-
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punkte beniitzt werden und wenn die Meridiane durch die Vertikalschnitte in
diesen Punkten, die Parallelkreise dagegen durch jene Kleinkreise ersetzt werden,
deren Ebenen auf dem Durchmesser der beiden Hauptpunkte senkrecht stehen.
Dic urspriinglich gegebene Abbildung kann man als eine polachsige Projektion
bezeichnen; die abgeleiteten Abbildungen heiBlen querachsig, wenn die Verbin-
dungslinie der beiden Hauptpunkte in der Ebene des Kugeliquators liegt und sie
werden schiefachsig genannt, wenn die Hauptpunkte eine beliebige Lage zwischen
den Polen und dem Aquator einnehmen.

Um daher aus einer polachsigen zylindrischen Abbildung die entsprechende
querachsige Projektion herzuleiten, hat man an Stelle des Aquators einen be-
stimmten Meridian, den Null- oder Mittelmeridian — bei Zylinderabwicklungen
den beriihrten Meridian — zu setzen. Die Zylinderachse steht dann senkrecht zur
Rotationsachse der Erde in derem Mittelpunkte und durchstsBt die Kugel in den
beiden Hauptpunkten, die in den Aquator fallen. An Stelle der Meridiane treten
GroBkreise, die durch die beiden Hauptpunkte hindurchgehen und somit am
Nullmeridian senkrecht stehen; die Parallelkreise werden durch jene Kleinkreise
ersetzt, deren Ebenen parallel zur Ebene des Nullmeridianssind. Die geographische
Breite ¢ eines beliebigen Punktes der urspriinglichen Abbildung entspricht dem
sphirischen Abstand % dieses Punktes vom Nullmeridian, sein Lingenunterschied
gegen den Nullmeridian A—>, dem Winkel 9 zwischen dem Aquator und dem
durch die beiden Hauptpunkte gehenden GroBkreis des abzubildenden Punktes.

Die Bezichungen zwischen den alten und den neuen Koordinaten ergeben
sich dann einfach aus Abb. 1. Es ist dies einc orthographische Projektion eines
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Abb. 1

Kugeloktanten durch die Richtung des Durchmessers der beiden Hauptpunkte NN.
P ist das Bild des Nordpoles der Erdkugel, F dasjenige eines beliebigen Kugel-
punktes. Da der Bogen PN fiir die Einhzitskugel gleich =/, ist, so ergibt sich aus
dem sphirischen Dreiecke PEN

siny = cos ¢ sin (A—DX),

tan &= tan ¢ sec (A—xy). (1)
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Damit sind die Transformationsgleichungen fiir alle querachsigen Zylinderprojek-
tionen gefunden.

2
Mit Riicksicht auf die voranstehenden Uberlegungen ergeben sich nun aus
der flichentreuen Zylinderabbildung von Lambert

N = l—)\o,
y =sing

— wenn noch beachtet wird, daB der x-Achsc im Falle der polachsigen Abbildung

die y-Achse bei der querachsigen Abbildung entspricht und umgekehrt — die

Abbildungsgleichungen fiir die flichentreue querachsige Zylinderabwicklung
zundchst in Funktion von 9 und 5 mit

X =siny,

)I :'8‘

und daraus im Hinblick auf die Formeln (1) mit
x = cos @ sin (A—A,), ;
tan y = tan¢ sec (A—2A,). %)

Hiebei ist vorausgesetzt, daB sich die x-Achse des ebenen rechtwinkeligen Koor-
dinatensystems positiv nach West, dessen y-Achse positiv nach Nord erstrecke,
wobei der Ursprung dieses Systems das Bild des Schnittpunktes des beriihrten
Meridians mit dem Aquator sein soll, und daB die geographische Linge A jedes
abzubildenden Punktes vom Mittelmeridian der Linge A, positiv nach West, die
geographische Breite ¢ vom Aquator positiv nach Nord gezihlt werde.

Q
J

Die Gleichungen fiir die flichentreuc Abbildung eines Meridianstreifens vom
Rotationsellipsoid in die Ebene werden bei gleicher Zihlweise fiir die ebenen und

sphirischen Koordinaten und unter Beibehaltung der anderen iiblichen Bezeich-
nungen?!) durch

N = ()\—)\0) N COS CP —_— (]7 ()\—)\0)3 N cos (‘P’

Y = em (#1—%0) (4)

mit

N .
0 =9 +3 (ot sing cosgp

gegeben?); sic gelten bis Glicder dritter Ordnung einschlicBiich.

1) Zeitschr. f. Vermessungsw., 70. Jg., S. 194—215, 1941: F. Hauer, Flichentreue Ab-
bildung kleiner Bereiche des Rotationsellipsoids in dic Ebene durch Systeme geringster Strecken-
verzerrung.

2) Osterr. Zeitschr. f. Vermessungsw., 1949, Sonderheft 6: F. Hauer, Entwicklung von
Formeln zur praktischen Anwendung der flichentreuen Abbildung kleiner Bereiche des Rotations-
cllipsoids in die Ebene.
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Die Anwendung der Formelgruppe (4) auf die Kugel vom Radius eins fiihrt
zu py = p = N =1, die Verlegung des Zentralpunktes der Abbildung in den
Aquator ergibt ¢y =0, so daB schlieBlich folgt

x = (A—2X,) cos cp-—i—, (A—D)® cos ¢, ]|
t

Y=o

mit

i
P1 =9+ — (A=X)*sin ¢ cos o.

4

Es soll nun gezeigt werden, daB sich die Formeln der Gruppe (3) in dicjenigen
der Gruppe (5) iiberfiihren lassen, wenn Glieder vierter Ordnung vernachlissigt
werden.

Aus der Gleichung fiir x in Gruppe (3) folgt durch Entwicklung des Sinus
des Lingsunterschiedes in eine Potenzreihe bis Glieder dritter Ordnung einschlieB3-
lich sofort das Ergebnis

= (A—X) cos cp—h (A—Xg)% cos ;3

es stimmt mit der crsten Gleichung (5) voll iiberein.

Die Zuordnung der FuBpunktbreite ¢; zu den geographischen Koordinaten
@, : jedes abzubildenden Punktes ergibt sich aus dem sphirischen Dreieck P F F,
(AbD. 2), in dem P den Nordpol der Kugel, F den abzubildenden Punkt und F,

P

%~ e

] =
£ F,

ADbD. 2

den Schnittpunkt der vom Punkt F auf den beriihrten Meridian P F, senkrecht
errichteten geoditischen Linie — im Falle der Kugel ein GroBkreis — mit diesem
bedeutet. Es ist demnach

tan ¢, = tan @ sec (A—2,).
Dieser Ausdruck liefert im Vergleiche mit der zweiten Formel (3)

Y =%
ein Brgebnis, das mit der zweiten Gleichung (5) voll iibereinstimmt.
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Zusammenfassend liBt sich somit sagen, daB die bis Glieder dritter Ordnung
einschlieBlich entwickelte flichentreue querachsige Zylinderabwicklung mit der
auf die Kugel angewendeten Meridianstreifenabbildung des Rotationsellipsoids
identist oder anders ausgedriickt, daB sich die Abbildungsgleichungen der flichen-
treuen querachsigen Zylinderabwicklung von denjenigen der auf die Kugel ange-
wendeten flichentreuen Meridianstreifenabbildung nur um Glieder vierter Ord-

nung unterscheiden.
5

Um nun einen Uberblick iiber dic Gestalt des Meridianstreifenbildes zu be-
kommen, mége folgende Uberlegung angestellt werden. Dic Kugel werde von
threm Mittelpunkic aus perspektivisch auf einen querachsig liegenden Zylinder
abgebildet, der diese lings des Nullmeridians beriihrt. Bei der Abbildung geht der
Aquator in zwei gegeniiberliegende Erzeugende des Zylinders iiber, ebenso der-
jenige Meridian, der um 90° vom Nullmeridian absteht. Die Bilder des letztercn
liegen mittig zwischen den Geraden, die durch die Abbildung des Aquators hervor-
gegangen sind. Der Nullmeridian bleibt, da cr gleichzeitig beriihrter Meridian ist,
bei der Abbildung unverindert. Alle iibrigen Meridiane licfern — als projizicrende
Ebenen — bei der Abbildung auf den Zylinder Ellipsen. Bei der Abbildung der
Parallelkreise werden Kreiskegel mit dem Zylinder zum Schnitt gebracht. Dic
Achsen der Kegel und des Zylinders schneiden einander alle im Mittelpunkt der
Kugel und stchen aufeinander senkrecht. Die Bilder der Parallelkreise sind Kurven
vierter Ordnung. Sie sind sowohl in bezug auf das Bild des Nullmeridians als auch
auf das Bild desjenigen Meridians, der um 90° vom Nullmeridian absteht, sym-
metrisch und liegen zueinander zentrisch.

Betrachtet man nun von dieser perspektivischen Abbildung einen Bereich,
der sich iiber alle Breitengrade von 4909 bis — 909 erstreckt, aber nur auf Lingen
von etwa 5° zu beiden Seiten des Nullmeridians ausdehnt und denkt man sich den
Zyliudcrliings cincr seiner Erzeugenden, die das Bild einer Aquatorhéﬂfte ist, auf-
geschnitten und in die Ebene ausgebreitet, so erhilt man damit ein Bild, das mit
dem Netz der flichentreuen Meridianstreifenabbildung vollkommen iiberein-
stimmt, wenn Glieder dritter Ordnung vernachlissigt werden. Der Beweis hiefiir
ist leicht zu erbringen.

Als Ausgang dient die polachsige perspektivische Zylinderabwicklung. Aus

ihren Gleichungen
X = l_)\o,
y = tan } (6)
@,

folgen sofort die Abbildungsgleichungen fiir die perspektivische querachsige
Zylinderabwicklung, zunichst in Funktion von 4 und %, mit

X == tanw),

y=1

und daraus mit Riicksicht auf die Gleichungen (1) mit



cos ¢ sin (A—2X,)
[/ T—cosz g sin2 (h—2,)’ (1)

N =

tan y = tan ¢ sec (A—2Xo).

Dic zweite Gleichung (7) stimmt mit der zweiten Gleichung (3) voll iiberein,
Die erste Gleichung (7) 1iBt sich in eine Potenzreihe entwickeln; hierbei sollen
unter der Voraussetzung, daB der Lingenunterschied A—2X, klcin von erster
Ordnung ist, Glieder dritter Ordnung vernachlissigt werden. Es ergibt sich sofort

XN = ()\—)\0) cos ¢;
Die Entwicklung der ersten Gleichung (3) mit Vernachlissigung von Gliedern
dritter Ordnung fiihrt zu dem gleichen Ergebnis.

Es stimmen also dic Abbildungsglcichungen der querachsigen perspektivi-
schen Zylinderabwicklung mit denen der querachsigen flichentrcuen Zylinder-
abwicklung in der Umgebung des beriihrten Meridians bei Vernachlissigung von
Gliedern dritter Ordnung voll iiberein; da aber die querachsige flichentreue Zylin-
derabwicklung bei Vernachlissigung von Glicdern vierter Ordnung mit der auf
die Kugel angewendeten flichentreuen Meridianstreifenabbildung ident ist, so
stimmt auch mit Vernachlissigung von Gliedern dritter Ordnung das Bild der
querachsigen perspektivischen Zylinderabwicklung mit jenem der flichentreuen
Meridianstreifenabbildung zusammen, womit der geforderte Beweis erbracht ist.

6

Die bei der perspektivischen Abbildung der Kugel auf den Zylinder ent-
stchenden Kurven zweiter und vierter Ordnung gehen bei der Ausbreitung des
Zylinders in dic Ebene in transzendente Kurven iiber, wie sich ohne Schwierigkeit
zeigen liBt. Erhebt man nimlich die beiden Abbildungsgleichungen (7) zum
Quadrat, so wird

cos? ¢ sin? (A—2,)
a P LT DA LAY
1 — cos? ¢ sin® (A—hy)

sin? 1
x% = hi

tan?y =

cos® ¢ cos? (A—Ay)
und daraus, wenn die Nenner weggeschafft werden,
x2—x? cos? @ sin? (A—2,) = cos? @ sin? (A—2), 1

f (8)

Aus der ersten Gleichung kann cos?¢, aus der zweiten mit Beachtung

tan? y cos? ¢ cos? (A—2X,) = sin2¢.

dieses Ergebnisscs sin? ¢ ausgerecllnet werden. Bildet man nun die Summe
sin2¢p + cos2¢g =1, so liegt in der Gleichung

x2 42 tan2y cos? (A—A) = x2sin? (A—X) + sin? (A—DX)
fiir A—X, = const bereits die Schar der Meridianbilder vor. Man erhilt hieraus
die einfache Formel
N = ¢y cosy mit ¢; = tan (A—2). ©)
Die Bilder der Parallelkreise folgen auf dhnliche Weise. Aus den Gleichungen

(8) crgibt sich sin2 (A—2,) und cos® (A—2X,) und weiter aus der Summe

sin2 (A—2,) + cos2 (A—2y) =1 die Gleichung
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x2 4 a2sin2e cot?y +sin2¢ cot?y =x«2 cos? ¢ - cos? g;

sie stellt fiir ¢ = const die Schar der Parallelkreisbilder vor. Elementare Transfor-
mationen fiithren schlieBlich zur Kurvenschar

K2 cos2 y . .
(ng)/cg— +1—_—[—):§ =1 mit (o = SI111 . (10)

Abb. 3 zeigt das Netz einer perspektivischen querachsigen Zylinderabwick-
lung. Es vermittelt nach den im Abschnitt5 ausgefiithrten Uberlegungen eine Vor-
stellung vom Bilde der flichentreuen Meridianstreifenabbildung. Dasselbe besteht
demnach in einem ebenen Bogenzweieck, das symmetrisch zur y-Achse — dem
Bilde des Mittelmeridians — und symmetrisch zur x-Achse — dem Bilde des
Aquators — ist. Die Mecridianbilder zeigen ihre konkave Seite zum Bilde des
Mittelmeridians und schneiden sich in den Bildpunkten des Nord- und Siidpols.
Die Parallelkreisbilder, die zentrisch um die Polbilder angeordnet liegen, sind
von ellipsenihnlicher Gestalt und nicht nur symmetrisch zum Bilde des Mittel-
meridians, sondern auch zum Bilde desjenigen Meridians, der um 909 vom Null-
meridian absteht und das aus zwei Geraden gebildet wird, die mittig zwischen den
beiden Geraden liegen, in die der Aquator bei der Abbildung iibergegangen ist.
Die Bilder der Meridianc und Parallelkreise schneiden sich rechtwinkelig von der
Ordnung der Flichentreue.

A= §0°

)

-75

+ A4
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Fiir die Praxis wird die Abbildung stets nur auf Bereiche anzuwenden sein,
deren Erstreckung in der geographischen Linge die GroBe von 50 zu beiden Sei-
ten des beriihrten Meridians nicht erreicht — in Bild 3 ist dieser Bereich strichliert
eingezeichnet —, womit hierfiir duBerst giinstige Verhiltnisse vorliegen. Da die
Abbildung lings des beriihrten Meridians streckentreu und damit sowohl flichen-
als auch winkeltreu ist, so bleiben auBer der Flichentreue, die innerhalb der
angegebenen Grenzen stets erhalten wird — auch zu beiden Seiten des Mittel-

meridians die Strecken- und Winkelverzerrungen auf kleine Betrige begrenzt.

Die Liesganig’sche Gradmessung

Von Dipl.-Ing. Dr. techn. Paula Embacher

Historischer Uberblick

Seit dem Altertum libBt die Frage nach der Gestalt und GroBe der Erde die
Menschheit nicht zur Ruhe kommen. Die verschiedensten Wege wurden ecin-
geschlagen, um dic Kugelgestalt der Erde nachzuweisen. Einen entscheidenden
Schritt machte der Hollinder Willebrord Snellius im Jahre 1610, als er, auf
einer Basismessung aufbauend, erstmalig ein Dreiecksnetz entwickelte und auf diese
Artzum erstenmal gréBere Entfernungen unabhingig von der Gestalt des Bodens
genau bestimmte. Dadurch war die Méglichkeit gegeben, die Linge eines oder
mehrerer Meridianbdgen zu messen, um daraus die GréBe des Erdradius oder, falls
die Gestalt der Erde ellipsoidfbrmig ist, die Ellipsoidparameter zu bestimmen.

Im Jahre 1669 begann der franzdsische Astronom Piccard die Messung
eines Meridianbogens zwischen Amiens und Malvoisine (36 knt siidlich Paris);
eine Verlingerung dieses Meridianbogens fiihrten um die Jahrhundertwende andere
franzosische Wissenschaftler (darunter die beiden C assini) durch. Der gesamte
Bogen hatte eine Linge von 81/,° und die Auswertung der Messungen ergab fiir
die Erde ein Rotationsellipsoid, dessen gréBerer Halbmesser in der Rotationsachse
lag. Dies stand nun in krassem Widerspruch zu den Ergebnissen des Englinders
Newton und des Niederlinders Huy gens, die aus physikalischen Erwigun-
gen auf ein an den Polen abgeplattetes Rotationsellipsoid schlossen. Um die daraus
entstandene Streitfrage zu 18sen, wurden auf Veranlassung der franzosischen
Akademie der Wissenschaften in den Jahren 1735—1741 Breitengradmessungen in
Lappland und in Peru vorgenommen. Das Ergebnis der Doppelexpedition war ein
abgeplattetes Rotationsellipsoid mit einer Abplattung von 1/215.

In Italien war es der Jesuitenpater B os c o vi ¢ h, der einen Bogen zwischen
Rom und Rimini maB und auch als erster den Versuch unternahm, die besten Werte
fiir die Ellipsoidparameter aus mehreren Gradmessungen abzuleiten, indem er die
Summe der Verbesserungen Null setzte. Von den weiteren franzosischen Arbeiten
ist die Gradmessung von D ela m b r e in der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts
bis heute von Bedeutung, daman vonihr das MetermaB ableitete. Auchdie anderen
curopiischen Kulturstaaten befaBten sich nun mit Breitengradmessungen. Teils



