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Winkelverzerrung wiren somit weit kleiner als die bei den modernsten Basis-
messungen und den besten Triangulierungen 1. Ordnung festgestellten Fehler.

2. Auch der von Hammer fiir viele Zwecke als zuldssig angefithrte Wert
von 10 km fiir den Radius des Vermessungsgebietes ist noch viel zu klein. Die
Maximalstreckenverzerrung wiirde sich aus diesem Wert mit weniger als
1/800.000 ergeben. Abgesehen davon werden, wie dies noch in Punkt 4 aus-
gefithrt wird, nur durchschnittliche Verzerrungen an Stelle der Maximalver-
zerrungen ermittelt und die Verzerrungen senkrecht zu den vom Vermessungs-
zentrum ausgehenden GroRkreisen unbeachtet gelassen.

3. Die Behauptung Nédbauers, daB relative Lédngenverzerrungen von
1/50.000 vermieden werden, wenn die dufllersten Punkte des Aufnahmegebietes
nicht mehr als 40 km von einem das Gebiet der Ladnge nach teilenden GroB-
kreis abstehen, ist nach den im Abschnitt 3 gefundenen Erkenntnissen nicht
mehr haltbar. Es werden jedoch relative Langenverzerrungen dieser Grofe ver-
mieden, wenn die dulersten Punkie des Aufnahmegebietes nicht mehr als
40 km vom Mittelpunkt desselben entfernt sind, wenn also das Aufnahme-
gebiet die Form einer sphérischen Kalotte hat, wie aus den Berechnungen des
Abschnittes 4 hervorgeht.

Soll ein Gebiet von Streifenform aufgenommen werden, so sind seine
Abmessungen — wenn relative Liangenverzerrungen von 1/50.000 vermieden
werden sollen — durch die in obiger Tabelle zusammengestellten Breiten- und
Langenwerte beschrankt. Hierbei erreicht jedoch die Maximalwinkelverzerrung
den doppelten Betrag derjenigen, die bei der Vermessung einer sphérischen
Kalotte gleicher Ausdehnung auftritt.

4. Die im Bild 1 gegebene Darstellung nach Hartner stellt eine Zentral-
projektion der Erdkugel dar, die jedoch gewill nicht stattfindet, wenn eine
an der Erdoberfliche ausgefiihrte Vermessung in die im Mittelpunkt des Auf-
nahmegebietes beriihrende Tangentialebene ldngentreu ausgebreitet wird. Die
ausgefiihrte Untersuchung ist unvollstdndig, denn es miilte die Verzerrung
nicht nur in den vom Mittelpunkt ausgehenden Radien bestimmt werden,
sondern auch in jenen Richtungen, die auf diese Radien senkrecht stehen. Durch
die Ermittlung der GroBe A = 2(t — b) wird nur eine durchschnittliche Ver-
zerrung, nicht aber deren Maximum bestimmt, Immerhin stellt Hartners Be-
trachtung einen ersten Versuch dar, das Problem von kartographischer Seite
her zu behandeln. '

Zur Ausgleichung trigonometrischer Hohenmessungen
nach vermittelnden Beobachtungen
Von Dr, techn. Josef Litschauer, Wien
(Verdffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen)

Vorbemerkung

In Nr. 1—2 aus 1943 der ,,Nachrichten aus dem Reichsvermessungs-
dienst (Mitteilungen des Reichsamtes fiir Landesaufnahme) ist unter dem
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gleichen Titel ein Aufsatz von A, Haerpfer, Prag, und M. Itze, Berlin
(im folgenden zitiert mit H. u. L), erschienen, der durch einen Irrtum in den
Grundlagen zu falschen Ergebnissen kommt. Bald darauf wurden mit den
letzten, damals noch bestehenden inldndischen Fachzeitschriften auch jene
Nachrichten eingestellt, so daB es erst jetzt moglich ist, den dort aufgestellten
unrichtigen SchluBfolgerungen fiir die geodétische Praxis entgegenzutreten.
Fiir diejenigen Leser, welche jenen Aufsatz nicht zur Verfiigung haben, sollen
seine Grundgedanken vorerst kurz wiederholt werden,

1. Methode

In einem System von n der Lage nach bestimmten Punkten sei die Meeres-
hohe eines Punktes bekannt, zur Bestimmung der iibrigen werden Zenitdistan-
zen gemessen, und zwar in mehr als n-1 Verbindungen, ‘Unter der ,,Methode MI*
verstehen nun H. u. I, ein Rechenverfahren, das diese Zenitdistanzen als ver-
mittelnde Beobachtungen im Sinne der Ausgleichungsrechnung behandelt, um
n-1 voneinander unabhingige Hohenunterschiede als Ausgleichungsunbekannte
zu ermitteln. Im Anschluf an die bekannte Gleichung

h=s.ctgz+ J —m+ s? ZR,C
ergibt sich z. B. fiir die Unbekannte x
Xx=Xo+E=s.ctg@+v)+J—m+ S2K:s.ctgz—m—1 +J—m+ 2K
Xo=S.ctgzg+ J—m+ s2K=s.ctgz— (0 A+J—m+ 2K
smzz @ —2=")
Es werden also fiir die Unbekannten x, y, ... Ndherungswerte X, ¥,, ... an-

genommen und damit vorldufige Zenitdistanzen z, gerechnet; mit den Wider-

spriichen 1 = z — z,, den unbekannten Zuschldgen £ =x — X5, 1=y — ¥,,
2

. und den Koeffizienten a = — —S—Z werden die Fehlergleichungen v = a§—1.

Fiir solche Punktverbindungen, denen nicht unmittelbar eine Ausgleichungs-

unbekannte, sondern auf Grund von PolygonschluBbedingungen eine lineare

Funktion mehrerer Unbekannten entspricht, enthalten die Fehlergleichungen

mehr Glieder, Allgemein ist also v=a&+ b7+ ... — 1, wobei die Koeffizienten,
soweit sie nicht Null sind, innerhalb ein und derselben Fehlergleichung den
gleichen absoluten Wert haben a=b=...=7F sin p (fiir Widerspriiche

und Verbesserungen im WinkelmaR), Bei Zenitdistanzen in der Nahe von 90°

kann ndherungsweise ¢ =6 =,,.= F EP gesetzt werden. Zur Aufstellung der
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Normalgleichungen werden noch die Gewichte bendtigt; dafiir gilt

1
—=m=c+ .2+ .8

gh
1
— ==+ c. 8
bei . ) mz, n;
wobei ¢ =mj+ m, czz?, c3=—4R2
2 2 2,n7?' 2
G =06 6= g5 =G

Fiir die mittleren Fehler der Instrumentenhdhe my, der Zielh6he m,,, der ge-
messenen Zenitdistanz m. und des Refraktionskoeffizienten my sind den Beob-
achtungsverhiltnissen entsprechende Werte einzusetzen. SchlieBlich wéhlen
H. u. I. die Gewichte mit

1
m h.z )

8=

1. Methode

Als ,,Methode MII* wird das bekannte und allgemein iibliche Verfahren
bezeichnet, aus den gemessenen Zenitdistanzen nach der ersten oben ange-
fithrten Gleichung Hohenunterschiede zu berechnen und diese Rechnungswerte
als fingierte vermittelnde Beobachtungen zu betrachten. Die Unbekannten sind
wie vorher n—1 voneinander unabhdngige Hohenunterschiede, die Koeffizien-
ten der Fehlergleichungen sind 4 1, — 1 oder 0, die Gewichte werden nach
der vorerwdhnten Beziehung g—l = m} = ... eingefiihrt.

h
Gegeniiberstellung bei H. u. 1.

Den zweiten Teil der zitierten Veroffentlichung bildet ein Zahlenbeispiel
mit 7 Netzpunkten und 30 gemessenen Zenitdistanzen, das nach beiden Ver-
fahren durchgerechnet wird. Die Summe [gvv) ist bei MI gleich 1207, bei MII
(nach Umrechnung der Verbesserungen aus dem Ldngen- in das WinkelmaR)
1419, also merklich groBer. Die mittleren Fehler der Unbekannten sind nach
MI ungefdhr proportional den zugehdrigen Seitenldngen, nach MII sind sie
ungefdhr einander gleich. Aus beiden Ergebnissen wird gefolgert, daf das {ibliche
Verfahren nur eine Nidherungslosung darstellt: ,,Die dltere Methode II aber
der neuen Methode theoretisch als ebenbiirtig und gleichartig entgegenzustellen,
ist unter allen Umstdnden unstatthaft. Der Vorrang, der ihr gebiihrt, kann auch
durch den etwaigen Einwand, sie sei mit einem groBeren Rechenaufwand ver-
bunden, nicht bestritten werden.*

Soweit der Inhalt jenes Aufsatzes.

Neue Gegeniiberstellung

Irrtiimlicherweise werden bei H. u. 1. den Zenitdistanzen die Gewichte
der zugehorigen Hohenunterschiede beigelegt, im wesentlichen umgekehrt
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proportional dem Quadrat der Seitenldngen. Die Genauigkeit der eigentlichen
Zenitdistanzmessung ist aber ebensowenig von der Zielweite abhidngig wie die
der Horizontalwinkelmessung. Nur die Unsicherheit des Refraktionskoeffizien-
ten wird bei ldngeren Entfernungen stdrker fiihlbar, wirkt aber erst in zweiter
Linie; und die Ungenauigkeit der Instrumenten- und Zielhéhen hat auf die
Zenitdistanzen iiberhaupt keinen EinfluB. Ubrigens werden diese Hohen, wie
auch bei H. u. 1. angegeben, meist so genau gemessen, daB sie von vorneherein
als verhaltnismaBig fehlerfrei angesehen werden konnen. Auch der Refraktions-
koeffizient kann je nach den Umstdnden als sicher angenommen werden oder
durch seine (geschétzte) Unsicherheit die Gewichte beeinflussen oder selbst als
weitere Ausgleichungsunbekannte mitbestimmt werden. Die Gewichte g. und
gr nach den oben angefiihrten Formeln sind also ausdriicklich auseinander zu
halten. Da das besprochene Zahlenbeispiel falsche Gewichte verwendet, sind
die daraus abgeleiteten Folgerungen hinfallig. Nichtsdestoweniger sind die
beiden Methoden gegeneinander abzuwégen.

Bei Verwendung richtiger Gewichte entspricht MI ohne weiteres dem
Grundgedanken der Ausgleichungsrechnung, liefert also streng richtige Ergeb-
nisse. Demgegeniiber erscheint MII von vorneherein als Ndherung, da die als
,vermittelnde Beobachtungen eingefiihrten vorldufigen Hohenunterschiede
ja gar nicht selbst beobachtet sind. Es bleibt noch zu untersuchen, wie weit die
Ergebnisse in beiden Fillen voneinander abweichen. Als Unbekannte treten
beide Male dieselben GroBen auf, es kommt also auf die Koeffizienten und
Absolutglieder der beiden Normalgleichungssysteme an, aus denen die Un-
bekannten errechnet werden.

Die Produkte von der Form g.a.b sind bei MI

q.b= 1 PP _ 1 [ 1
T T e TS TS PRl PRy St STy 8% gy st
. 1 . . 5
bei MII g,,.a.b—m.l.l (¢, ist wie erwdhnt zu

vernachldssigen). Die einzelnen Produkte haben somit in beiden Féllen den
gleichen Wert, und da auch ihre Anzahl und Verteilung iibereinstimmt, gilt
dasselbe von den Summen, d. h. von den Normalgleichungskoeffizienten.
Ebenso ist fiir die Absolutglieder bei MI

= ! Py = ! P s(2—2) 1 $ (2 — %)
g0l Cit e st (e —2) 0%C, + p2cgs2 " 2T p 2+t - p
. 1
) )
bei MII Gn.oa. (W — Iy = PRt 1. (W — hy)

Da zwischen einer Anderung der Zenitdistanz und einer Anderung des zuge-
horigen Hohenunterschiedes die Beziehung
2 —2,

N —hy=s

besteht, sind auch die Absolutglieder der Normalgleichungen bei beiden Ver-
fahren einander zahlenmiBig gleich, Damit miissen auch die Ergebnisse in
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beiden Fillen genau dieselben sein. Es besteht also hier der gleiche Zusammen-
hang wie zwischen dem iiblichen Rechenverfahren fiir das kombinierte Ein-
schneiden und der ,,Ermittlung der wahrscheinlichsten Punktlage mit Hilfe
von Achsenabschnitten* (Ing. L. Maly in der Festschrift Eduard DoleZal, 1932).
Hinsichtlich der Rechengenauigkeit entsprechen einander:

‘bei MI bei MII

|a| g |al £

2

. 1 I £

s §?
N I S AP R S
S Cot €582 0y 8% 4 584

p sin?z 1 I sintz

S Cy+ C5 82 €y 8% 4 ¢g $*

Die Quadratsumme der Verbesserungen, die bei H. u. I als Hauptkrite-
rium fiir die Giite des Rechenverfahrens herangezogen ist, kann einen Irrtum
in den Gewichten nicht aufdecken. Esist ja gerade das Wesen der Ausgleichungs-
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate, daB sie die Unbekannten
so bestimmt, daB fiir ein bestimmtes System von Fehlergleichungen mit vor-
gegebenen Gewichten g die Summe [gwv] ein Minimum wird, ganz gleichgiltig,
wie die einzelnen g erhalten wurden, also auch dann, wenn sie falsch oder iiber-
haupt willkiirlich angesetzt worden sind.

Zusammenfassend ist zu sagen: Die von H. u. I. empfohlene Methode MI
liefert nur dann richtige Ergebnisse, wenn die in der obigen Gegeniiberstellung
angefithrten Gewichte verwendet werden. Die in der Praxis iibliche Methode MII
ist ebenfalls streng richtig, hat aber gegeniiber MI die Vorteile geringerer Rechen-
arbeit und groBerer Anschaulichkeit, insbesondere was den Zusammenhang
mit der Berechnung nach dem Verfahren fiir bedingte Beobachtungen betrifft.

Abbé Joseph Liesgaﬁig
zur 150, Wiederkehr seines Todestages

Herr Oberbaurat i. R. Ing. u. Dr. phil. Eduard F1u ¢ k machte die Re-
daktion auf den am 4, Mirz 1. J. zum 150. Male wiederkehrenden Todestag
des bekannten Jesuitenpaters Joseph Liesganig aufmerksam, der als
Mathematiker, Astronom, Geodédt, Geograph und Ingenieur zu den fiihrenden
Personlichkeiten des geistigen Lebens des 18. Jahrhunderts gehorte und in der
Geschichte des dsterreichischen Vermessungswesens einen hervorragenden Platz



