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Uber die Bestimmung der Gréfie des Vermessungs-
bereiches der Niederen Geodisie

Von F. Hauer, Wien

I

Die GroBe des Vermessungsbereiches der Niederen Geodisie wird durch
Flachenstiicke der Erdoberfliche gegeben, innerhalb deren die Erdoberfldche
fiir Lagemessungen noch als Ebene betrachtet werden kann. Genauer aus-
gedriickt: es soll das MaB der Verzerrungen, wenn eine Ebene an Stelle der
Erdkugel gesetzt wird, nicht groBer sein, als die bei der Ausmessung, bzw.
Darstellung dieses Bereiches auftretenden unvermeidlichen Messungsfehler,
Aus dieser Definition heraus wurde nun die GroBe des Bereiches mehrfach
bestimmt. Jordan!) gibt hierfiir die Fliche von 1 Quadratmeile = 55 km? an;
Nébauer ?) glaubt, daB relative Léngenverzerrungen von 1/50.000 vermieden

1) W. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, II. Bd., 3. Aufl., Stuttgart 1888,
S. 2; ebenso in allen folgenden Auflagen.

%) M. Nébauer, Vermessungskunde, 2. Aufl., Berlin 1932, S. 1.
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werden, wenn die duBersten Punkte des Aufnahmegebietes nicht mehr als
40 km von einem das Gebiet der Linge nach teilenden GroBkreis abstehen. Alle
diese Daten sind ohne Mitteilung einer mathematischen Entwicklung ange-
geben, Mit der Angabe von Jordan deckt sich nahezu das Ergebnis einer Unter-
suchung von Hammer 3), bei der die Vermessungsfliche der Niederen Geodisie
aus dem Vergleiche des vom Vermessungszentrum ausgehenden Grofkreis-
bogens mit seiner Sehne, bzw. mit der orthographischen Projektion dieses
Bogens auf den scheinbaren Horizont gewonnen wird und zu einer Griéfe von
50 km? fithrt. Hammer schlieBt aber weiter aus seiner Untersuchung, daB dieses
Gebiet fiir viele Zwecke viel groBer genommen werden kann und gibt als Bei-
spiel den Radius eines kreisformig begrenzten Vermessungsgebietes mit 10 km an.
Eine geometrische Betrachtung, die im wesentlichen auf Hartner¢) zuriickgeht
und bis in die Gegenwart immer wiederkehrt, wird anschlieBend kurz dargestellt.

In Bild 1 stelle M den Mittelpunkt des Vermessungsbereiches, NN den

C
Bild 1

wahren und TT den scheinbaren Horizont des Punktes M vor; A’ und B’ seien
die Zentralprojektionen der im wahren Horizont gelegenen Punkte A und B
auf den scheinbaren Horizont; ferner bedeute R den Erdradius, n den Mittel-
punktswinkel der im wahren Horizont gemessenen Bogen AM = MB = b, denen
im scheinbaren Horizont die Tangentenlingen A’M = MB’ = { entsprechen,
Der Unterschied A zwischen der Lénge des scheinbaren Horizonts A'B’
und derjenigen des wahren Horizonts AB wird dann durch
A=2@{—b)=2R(tann — 1)
gegeben. Hieraus folgt bei Entwicklung von tan 7 in eine Potenzreihe und bei
Beachtung der Beziehung b = R mit Vernachlissigung von Gliedern 5. Ordnung
2 b
=3 R
Wird nun die Differenz A so klein, da man sie bei einer zeichnerischen
Darstellung nicht mehr ersichtlich machen kann, so ist es gleichgiltig, ob man
auf den wahren oder auf den scheinbaren Horizont projiziert.

%) E. Hammer, Lehrbuch der elementaren praktischen Geometrie, Bd. 1,
Leipzig 1911.

%) F. Hartner, Handbuch der Niederen Geodéisie, 4. Aufl., Wien 1872, S. 379—38l1.
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Bezeichnet man mit » diejenige GroBe, die gerade noch dargestellt bzw,
dem Plane entnommen werden kann und ist 1: n der MaBstab der zeichnerischen
Darstellung, so muf} also

ASnz

sein, womit sich fiir den Radius desjenigen Gebietes, das noch als eben bezeich-
net werden kann,

ergibt, Mit R = 6370 km, n = 2500, » = 0,02 mm erhdlt man b = 14,5 km
und damit als Fldache F des zugehdrigen Gebietes FF = 660 km? Mit zunehmen-
dem MaBstab verkleinert sich der Radius des Bereiches entsprechend Formel (1);
er betrdgt fiir n = 1000 rund b = 10,7 km.

Die von den angefiihrten Autoren gegebenen Grenzbetrige fiir die Grofe
des Vermessungsbereiches der Niederen Geoddsie weichen erheblich vonein-
ander ab. Es soll deshalb, bevor die einzelnen Angaben einer kritischen Wer-
tung unterzogen werden, von Seite der Kartenentwurfslehre her versucht wer-
den, eine Losung des Problems zu finden.

2

Die Vermessungsarbeiten auf der innerhalb des Vermessungsbereiches
als Kugel gedachten Erdoberfliche werden lidngentreu vorgenommen; dort,
wo die Erdoberfliche von der Kugelgestalt abweicht, miissen die Messungen
auf die Kugeloberfldche, also auf den wahren Horizont reduziert werden, Bildet
man nun eine so vermessene sphérische Kalotte auf eine in ihrem Mittelpunkt
beriihrende Ebene azimutal ®) ab, so gibt es hierbei vielerlei Moglichkeiten.
Zwei Abbildungen mdgen im nachstehenden einem besonderen Studium unter-
zogen werden.

Im ersten Fall sollen sich die MittelpunktsgroBkreise ldngentreu dar-
stellen, Man erhdlt damit die schiefachsige lingentreue azimutale Kegelpro-
jektion. Da sie azimutal ist, betrdgt der Offnungswinkel des Kegels 180°; der
Kegel ist somit in eine Ebene ausgeartet,

Die Abbildungsgleichungen dieser Projektion erhdlt man aus denen der
allgemeinen polachsigen Kegelprojektion in einfacher Weise. Fiihrt man nam-
lich in der Ebene Polarkoordinaten r, © ein, bedeuten ® die Poldistanz und A
die geographische Linge auf der Erdkugel vom Radius R und ist n ein kon-
stanter Faktor, so lauten die Abbildungsgleichungen letzterer Projektion

O=nk r=r(y).

%) Unter einer azimutalen Abbildung soll eine solche verstanden werden, bei der die
durch das Zentrum der Abbildung gehenden GroBkreise in der Ebene in ein Geraden-
biischel tibergehen und bei der entsprechende Winkel zwischen diesen GroBkreisen einer-
seits und den Geraden, in die sie abgebildet werden, andererseits, einander gleich sind.
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Die durch das Abbildungszentrum gehenden GrofBkreise, also hier die Meridiane,
werden langentreu abgebildet, wenn — in der Bezeichnungsweise nach Tissot ©)
— die Streckenverzerrung im Meridian

[ dr

h= R do 1
ist, woraus sich, da das Bild des Kugelpoles mit dem Kartenzentrum zusammen-
fallt, r = R o ergibt, Soll nun die Abbildung auch azimutal sein, so mufl der
Faktor n gleich der Einheit gesetzt werden, womit ©® = A wird. Fiihrt man
jetzt an Stelle der geographischen Polarkoordinaten «, X bei den schiefachsigen
Kegelprojektionen die Polarkoordinaten #, £ ein, so folgen ihre Abbildungs-
gleichungen mit

O=¢ r=Rn,

Die Untersuchung der schiefachsigen Kegelprojektionen beziiglich ihrer
Eigenschaften 148t sich nun sehr einfach auf jene der polachsigen Abbildungen
zuriickfiihren, wenn man sich das Abbildungszentrum in einen Kugelpol verlegt
denkt. Die ZentrumsgroBkreise gehen dann in die Meridiane iiber und die
Azimute im Mittelpunkt der Abbildung decken sich mit den geographischen
Liangen im Kugelpol. Jene Kleinkreise, deren Ebenen auf dem gemeinsamen
Durchmesser aller ZentrumsgroBkreise senkrecht stehen, und die im folgenden
kurz Kleinkreise genannt werden, fallen dann mit denjenigen Parallelkreisen
zusammen, deren Polabstand o dem der Kleinkreise # gleich ist, Der Strecken-
verzerrung in den Meridianbildern h entspricht jene in den Bildern der Zentrums-
groBkreise h’, die durch

) — L ﬂ — 1
R dn
gegeben wird; die Streckenverzerrung in den Parallelkreisbildern
1 nr
k= R sin o
geht in die Verzerrungsgrofe
1 nr "

! = — ol
k R sing sin v
in den Bildern der Kleinkreise {iber; aus der Verzerrung ¥ des rechten Winkels
zwischen den Bildern der Meridiane und der Parallelkreise bei den polachsigen
Abbildungen ergibt sich die Verzerrung 3§’ des rechten Winkels zwischen den
Bildern der ZentrumsgroBkreise und der Kleinkreise bei den schiefachsigen
Projektionen.
Da 7 eine kleine GroBe ist, kann man den Nenner von &’ entwickeln und
erhédlt mit Vernachldssigung von Gliedern 4. Ordnung
— _ - Lz
k_Q( 3!+"‘) _1+ 6-

% L. Driencourt — J. Laborde, Traité des projektions des cartes géographiques,
Premier fascicule, Paris 1932,
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Die Verzerrung der Einheitsstrecke ¢, in den Kleinkreisen betrdgt somit
¢ = —_— 4 = lz
€} | 1 k | 6 e e e e e e e e (2)

Wegen der Rotationssymmetrie der Abbildung stehen die Bilder der
ZentrumsgroBkreise auf den Bildern der Kleinkreise senkrecht, Es ist daher der
Winkel § = 0 und die Halbachsen a und b der Tissotschen Indikatrix fallen
mit den Werten /' und k'’ zusammen, und zwar, weil k' > f’ ist, wird

a=K, b=1n.
Die Verzerrung der Einheitsstrecke e ist also das Maximum der Strecken-

verzerrung fiir diese Projektion.
SchlieBlich folgt die Maximalwinkelverzerrung & mit
1, a—0b n—siny

s _
) a+b 7+sinyg

woraus man mit Vernachldssigung von GroBen 4. Ordnung

erhilt,

Bei der zweiten Projektion, die besonders betrachtet werden soll, mdge
die Abbildung der vermessenen sphirischen Kalotte auf die in ihrem Mittel-
punkt beriihrende Ebene so erfolgen, daB alle jene Kleinkreise, deren Ebenen
auf dem durch das Abbildungszentrum gehenden Durchmesser senkrecht
stehen, konzentrisch und lingentreu in die zu ihnen parallel liegende Tangential-
ebene projiziert werden. Man hat es also mit der schiefachsigen orthographischen
Projektion zu tun, deren Abbildungsgleichungen nach den obenstehenden
Bemerkungen sofort angeschrieben werden konnen, Bezeichnet man mit x, y
die rechtwinkeligen Koordinaten der Bildpunkte, deren Ursprung im Abbil-
dungszentrum liegen soll und von denen die positive y-Achse nach Norden,
die positive x-Achse nach Westen z4hlt, so werden die Abbildungsgleichungen
im Hinblick auf Bild 2 durch

X = Rsinysing y= — RsinvcosE

gegeben, Aus ihnen erhidlt man die partiellen Differenzialquotienten

Ix e Iy
D—n—Rcosqsmc, ﬂ——Rcosv;cosE,
Ix . Jdy . .
D—E—Rsmncosﬁ, JE= R sin v sin &,

woraus sich die Streckenverzerrung in den Grofkreisen durch das Zentrum der

Abbildung M mit
) — 1 9 x\? 0 y 2 % —
=gl + (o] = cosm



47

und die Streckenverzerrung in den Kleinkreisen mit

L [Re, PYE
g _Rsinn[(OE) ‘L(O&)] =1

ergibt, wie letzteres nach Voraussetzung auch sein muB.
.Die Verzerrung der Einheitsstrecke in den ZentrumsgroBkreisen wird somit
durch
—j1=n|="2 4
E),'—l —1‘—7()

ausgedriickt, wenn GroBen 4. Ordnung vernachldssigt werden.

_/

Bild 2

Da bei dieser Abbildung aus denselben Griinden wie bei der voranstehend
untersuchten Projektion die Winkelverzerrung ' =0 ist, so fallen auch hier
die Halbmesser a und & der Tissotschen Indikatrix mit den Werten i’ und &’
zusammen, und zwar ist wieder, weil ¥’ > I’ ist,

a=Fk, b=1"n,
es ist somit die Verzerrung der Einheitsstrecke ¢, die groRte Streckenverzerrung

dieser Abbildung.
Die Maximalwinkelverzerrung & ergibt sich schlieBlich aus

.1 1 — cos

Ss= 00

st 2 1 + cos 7

bei Vernachldssigung von Grofen 4. Ordnung mit
8= ©)

Die Ausbreitung der auf einer sphirischen Kalotte ausgefiihrten Ver-
messungen soll moglichst ldngentreu erfolgen koénnen. Im Hinblick auf die
zwei soeben untersuchten Abbildungen kann jedoch Lédngentreue nur in einer
Kurvenschar erreicht werden. Wird das ausgemessene Netz, wie dies in der
Praxis der Fall sein wird, vom Zentrum der Abbildung aus entsprechend den
auf der Kugeloberfldche gemessenen Lingen in die Ebene ausgebreitet, so kann
dies auf vielfache Weise geschehen; da jedoch die Kugel in die Ebene nicht
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verbiegbar ist, werden Verzerrungen unvermeidlich sein; ihr MaB wird durch
die obenstehend abgeleiteten Werte ex- und e, die die Extreme darstellen, be-
grenzt, Der grofere von ihnen — es ist dies der durch Gleichung (4) gegebene
Wert g, — stellt das Maximum der iiberhaupt bei der Abbildung durch eine
sphdrische Kalotte mit einer Schar ldngentreuer Kurven auftretenden Strecken-
verzerrung vor; aus ihm kann die Grofe des Bereiches bestimmt werden,

3

Wire nun die Vermessung an der Erdoberflache 14ngs eines Streifens vor-
genommen worden, der sich zu beiden Seiten eines das Gebiet der Lange nach
teilenden GroBkreises erstreckt und der im folgenden kurz der teilende GroB-
kreis genannt werden soll, so ist die Abbildung dieses Streifens in die Ebene
wobei der teilende GroBkreis in eine Gerade iibergehen soll, ebenfalls in mannig-
facher Art moglich. Auch hier sollen zwei Fille besonders untersucht werden.

Im ersten Fall mdgen alle jene GroBkreise, die auf dem teilenden GroB-
kreis senkrecht stehen, bei der Abbildung des Streifens in die Ebene ldngentreu
abgewickelt werden. Man hat es dann mit einer schiefachsigen Zylinderprojek-
tion zu tun, und zwar mit der schiefachsigen quadratischen Plattkarte, die
ident ist mit der schiefachsigen Abbildung nach Cassini-Soldner. Ihre Abbil-
dungsgleichungen ergeben sich nach den im Abschnitt 2 angefiihrten Bemer-
kungen aus den Abbildungsgleichungen der polachsigen quadratischen Platt:
karte

x=R l7 y= R P,
— bei der von dem als Ursprung gew#hlten Aquatorpunkt die positive y-Achse
nach Norden, die positive x-Achse nach Westen weist —, mit

XxX=R E} y= R N,

wenn nun der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des in die Ebene
abzubildenden Streifens gewdhlt wird, die positive x-Achse in das Bild des
teilenden GroBkreises fallt und die positive y-Achse durch eine Rechtsdrehung
der positiven x-Achse um 90° aus dieser hervorgeht, Die Winkel v und g, die an
die Stelle der geographischen Koordinaten ¢ und x getreten sind, stellen gewisser-
maBen schiefachsige geographische Koordinaten vor.

Da fiir alle Zylinderabbildungen

_ldy ,_ 1 dx

" Rd¢ =~ RcosedX

ist, erhédlt man im Hinblick auf die Bemerkungen im Abschnitt 2 die Strecken-
verzerrungen bei der schiefachsigen quadratischen Plattkarte mit

h

=1, k'=secn.

Wie vorausgesetzt, ergibt sich Streckentreue in allen GroBkreisen, die auf dem
teilenden GroBkreis senkrecht stehen; dagegen findet Streckenverzerrung in
jenen Kleinkreisen statt, deren Ebenen parallel zur Ebene des teilenden GroB-
kreises liegen.
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Weil bei allen Zylinderprojektionen die Bilder der Meridiane auf den
Bildern der Parallelkreise senkrecht stehen, ist die Verzerrung J des rechten
Winkels, den die Meridiane und Parallelkreise miteinander einschliefen, bei
der Abbildung gleich Null; es ist also fiir die vorliegende Abbildung

¥ =0,

womit die Halbachsen a und & der Tissotschen Indikatrix wieder mit den
Streckenverzerrungen i’ und k' paarweise zusammen fallen, und zwar ist auch
fiir diese Abbildung, da k' > #’ ist,

a=FK, b=,

Die Verzerrung der Einheitsstrecke g wird also, wenn wieder Glieder 4. Ord-
nung vernachlissigt werden, mit

die grofte Streckenverzerrung fiir diese Abbildung iiberhaupt.
Endlich erhdlt man noch die Maximalwinkelverzerrung & aus

ls_ secn — 1
27 secn + 1

bei Vernachldssigung von GroRen 4. Ordnung mit

sin

Der zweite Kartenentwurf, der bei der Abbildung eines auf der Erd-
kugel vermessenen Streifens untersucht werden soll, moge dadurch entstehen,
daB nun jene Kleinkreise, die zum teilenden GroBkreis parallel liegen, strecken-
treu abgebildet werden, Man hat es also mit einer schiefachsigen Halbzylinder-
projektion zu tun, und zwar mit der schiefachsigen halbzylindrischen Ab-
bildung nach Sanson-Flamsteed, IThre Abbildungsgleichungen ergeben sich aus
jenen der polachsigen Abbildung mit Riicksicht auf die eingefiihrten Bezeich-
nungen und unter Beibehaltung des bei der schiefachsigen Zylinderprojektion
definierten Koordinatensystemes mit

Xx=REcosn, y=Rn.
Aus den partiellen Ableitungen dieser Abbildungsgleichungen

Jx . Jdy , Ix Jdy
%——RESIM), 5;1—1?, ﬁ—Rcosn, 0—€—0

folgen die Ausdriicke fiir die Streckenverzerrung mit
=11+ gsinzy, k' =1;

die zweite Gleichung sagt aus, dal die Bedingung der Streckentreue in den
Kleinkreisen, die parallel zum teilenden GroBkreis liegen, erfiillt ist.
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Da bei dieser Abbildung, wie ein Blick auf Bild 3 lehrt und wie dies der
Formel

Bild 3

JqJE a4 I8 9x 0y

o A
s = 5oy ox Oy Jq on

d. i.
tan ' = — Esiny

sofort entnommen werden kann, im allgemeinen ' 3= 0 ist, so fallen die Halb-
achsen a und b der Tissotschen Indikatrix nicht in die Richtungen der Strecken-
verzerrungen i’ und k’. Um daher die Maximalstreckenverzerrung ermitteln zu
konnen, ist noch die Berechnung dieser Halbachsen erforderlich. Man erhélt
nach Bestimmung der Flachenverzerrung o mit Hilfe der Formel o = i’ k' cos ¥/,

also
1

— VT ¥ By =
o= +§smq]/1+tan25)

zundchst aus der Doppelgleichung
(axbP=H0"+kK2%20
die Summe und die Differenz der beiden Halbachsen mit
a+b=14+Esin%y, a—b=Esiny,
woraus sich die Halbachsen selbst mit

azé(]/ 4 4 B sin®- 4+ E sin 1), b=~12—(]/4+ézsin2*q—5sin-q)
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ergeben, Entwickelt man nach Potenzen von 7, so bekommt man die beiden
Reihen

e=pl2fi+ 5 plrea—.) o=g{o[1 + 50— H-ta— )

2 8 j ’ 212 8

und daraus schlieBlich

S/ £
8 2

Die Maximalverzerrung der Einheitsstrecke fiir diese Abbildung wird somit bei

Vernachldssigung von Grofen hoherer Ordnung durch

“ 2 a2
a:1+%+ o b=1— +&—81+....

Ea:%l N )
gegeben,
Die Maximalwinkelverzerrung & folgt nun einfach aus
sinl’a‘ o fsing
2 V4 + E2sinzy

nach Potenzreihenentwicklung mit
8=E¢7. ... .. ... .. ..0

Die Ausbreitung eines zu beiden Seiten eines GroBkreises vermessenen
Gebietsstreifens von der Kugel in die Ebene ist nun wieder auf viele Arten
moglich. Wird sie so vorgenommen, dafl die Darstellung der auf der Erdkugel
ermittelten Lingen vom teilenden Grofkreis aus ldngentreu erfolgt, ohne daB
weitere Vorschriften gemacht werden, so werden mit zunehmender Entfernung
von diesem GroBkreis Verzerrungen unvermeidlich sein. Thre Gréfe wird sich
zwischen den beiden bei der Untersuchung der voranstehenden Abbildungen
ermittelten Extremen halten. Wihrend jedoch die Maximalverzerrung der
Einheitsstrecke bei den Abbildungen einer sphérischen Kalotte kiein von zweiter
Ordnung ist, zeigt sich bei den Kartenentwiirfen des lings eines GroRkreises
sich erstreckenden Gebietes — wenn die GroBe € nicht beschrankt wird — nur
der kleinere der beiden Werte, ndmlich die nach Gleichung (6) bei der Abbil-
dung durch eine schiefachsige quadratische Plattkarte errechnete Maximal-
verzerrung der Einheitsstrecke e gleich der groBten Verzerrung der Einheits-
strecke bei der Abbildung einer sphérischen Kalotte. Der grofere Wert, ndmlich
die durch Gleichung (8) gegebene Maximalverzerrung der Einheitsstrecke e,
bei der schiefachsigen Abbildung nach Sanson-Flamsteed ist dagegen nur von
erster Ordnung klein,

Nur dann, wenn die Lidngenausdehnung & des Streifens der Breiten-
erstreckung 7 desselben gleich wire, wiirde sich auch die Maximalverzerrung
der Einheitsstrecke €, als klein von zweiter Ordnung erweisen. In diesem Falle
aber wire der Streifen zu einer Figur zusammengeschrumpft, die im nach-
stehenden als sphirisches Quadrat bezeichnet werden soll; die Linge seiner
Mittellinien kdime dann dem Durchmesser der sphérischen Kalotte gleich. Aber
selbst in diesem Falle wiirde sich eine Maximalwinkelverzerrung & ergeben, die
doppelt so grof ware, wie jene bei der Abbildung der sphérischen Kalotte. Die
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Begriindung hierfiir ist in dem Umstand gelegen, dal die Ausdehnung des
sphérischen Quadrates grofer ist als die der sphérischen Kalotte 7).

Nur fiir den Fall, dal die in der Natur ausgefiihrten Messungen so
kartiert wiirden, daB jeweils von dem das Gebiet teilenden GroBkreis weg in
Abstinden, die kleiner sein miiiten, als die Breite des Streifens, senkrechte
Ordinaten errichtet und weiter von diesen aus die Messungsergebnisse auf-
getragen wiirden, also kurz gesagt, wenn man die Darstellung durch eine schief-
achsige quadratische Plattkarte ausfiihren wiirde, blieben die Langenverzer-
rungen auch fiir einen Gebietsstreifen in der GréBenordnung des fiir eine
sphérische Kalotte ermittelten Maximalbetrages. In diesem Falle wiirden die
Verzerrungen langs aller zum teilenden GroBkreis parallelen Kleinkreise gleich-
méBig aufgeteilt. Man hétte es also gewissermaBen mit fortgesetzt langs des
teilenden GroBkreises aneinandergefiigten sphirischen Kalotten zu tun. Drei-
ecksketten an den Randern eines solchen Streifens kdnnten daher ohne Léngen-
reduktion nicht mehr kartiert werden.

Sollen die Verzerrungen, wenn langs eines Streifens vermessen wird, nicht
groBer sein als innerhalb einer sphdrischen Kalotte, so muB der Ausdruck (8)
fiir die Maximalstreckenverzerrung stets konstant von zweiter Ordnung bleiben.
Jeder Zunahme der Lingenerstreckung & des Vermessungsbereiches muf3 eine
entsprechende Abnahme der Breitenausdehnung % desselben entsprechen.
Immer wird aber die Maximalwinkelverzerrung &, wie ein Vergleich der For-
mel (9) mit den Ausdriicken (5) bzw. (7) zeigt, doppelt so groB bleiben, wie
bei der Vermessung einer sphirischen Kalotte 8),

4
In der Niederen Geodidsie gilt eine Aufnahmegenauigkeit von 1/20.000
seit langem als erstrebenswertes Ziel ?); sie wird bisher im allgemeinen nicht

7) Schreibt man jedoch diesem spharischen Quadrat eine sphidrische Kalotte ein,

die die Seiten des sphidrischen Quadrates beriithrt, so wird der Maximalbetrag des Pro-
1

duktes § v, wie leicht einzusehen ist, auf den Wert - § 7 verkleinert, wodurch die Maximal-

winkelverzerrung auf jenen Betrag herunter geht, den sie auch bei der sphirischen Kalotte
einnimmt, In diesem Falle wiirde sich die Maximalverzerrung der Einheitsstrecke auf

1 .
2 €% verringern.
8) Auch im Falle eines Streifens lieBe sich die Maximalwinkelverzerrung auf den

1
Betrag Eﬁ’qherunterdrﬁcken, ndmlich dann, wenn in das sogenannte sphirische Recht-

eck, das den hier betrachteten Streifen begrenzt, eine sphirische elliptische Kalotte von
solcher GroBe eingeschrieben wiirde, daf sie die Seiten des sphérischen Rechteckes beriihrt.
Die Maximalverzerrung der Einheitsstrecke wiirde sich auch in diesem Falle sodann auf

1 .
T § 7 verkleinern.

%) Man vgl. hierzu die ,,AuBerung des k. k. Triangulierungs- und Kalkiilbureaus zu
den mit dem Erlasse des k. k. Finanzministeriums vom 2. Juni 1909, Z. 19912, eingeholten
Gutachten, betreffend die Neutriangulierung des Gebietes der im Reichsrate vertretenen
Konigreiche und Linder.'
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erreicht, wie z. B. die fiir Neuvermessungen in Osterreich auf Grund der Aus-
wertung eines auferordentlich umfangreichen Messungsmaterials aufgestellten
Fehlergrenzen1%) zeigen. Auch bei Polygonziigen mit Zwangszentrierung und
Seitenmessung mit Basislatten fiir Entfernungsmessung mit Hilfe des parallak-
tischen Winkels ist es bisher noch nicht gelungen, die Genauigkeit von 1/20.000
zu erreichen. Desgleichen erscheint auch die Darstellungsgenauigkeit in den
Planen, da man den mittleren Fehler eines sorgfiltig kartierten Punktes mit
etwa 4 0,05 mm annehmen muB, bei Blattabmessungen von 1 m mal 1 m mit
1/20.000 begrenzt, selbst wenn von der Verdnderlichkeit des Planmaterials
ganz abgesehen wird.

Werden daher fiir den Vermessungsbereich der Niederen Geodisie relative
Langenverzerrungen von hochstens 1/50.000 zugelassen, so ist durch diese
Festsetzung eine gewill recht enge Grenze gezogen. Sie ist von einem solchen
AusmaB, das der bei den Triangulierungen niederer Ordnung erreichten Ge-
nauigkeit ungefihr entspricht ). Fiihrt man den Wert 1/50.000 in die Glei-
chung (4) ein, so kann dadurch der Halbmesser b jener Kreisfliche berechnet
werden, bis zu deren Rand die Erdkugel fiir Lagemessungen noch als eben

betrachtet werden kann. Mit
1 R

Smx=TEG000 2

I
b=Rn=|/ 95.000 . 6370 km

b Kalotte — 40 km. .......... (10)

Die zugehdrige Maximalwinkelverzerrung & ergibt sich nach Gleichung (5)
im WinkelmaRBe mit

erhidlt man aus

den Halbmesser b mit

5 1y _ 206265
2 ¥ T 750,000 '
d. i. mit
Skaote = 47, .« . o (11)

Mit dem Radius b = 40 km errechnet sich der Flidcheninhalt des Ver-
messungsbereiches mit rund

F katotte = 5000 km2

und daraus sein sphérischer ExzeB mit rund 25’7, In diese Kreisfliche von
5000 km? lassen sich sechs gleichseitige Dreiecke mit 40 km langen Seiten,
einem Fldcheninhalt von je rund 700 knm2 und einem sphirischen ExzeB von
je 3,5 einschreiben; auf einen Dreieckswinkel entfdllt demnach ein sphirischer
ExzeB von 17,2,

10 Dienstvorschrift Nr. 14 des Osterr, Bundesvermessungsdienstes, Wien 1937,

1) Man vgl. hierzu z. B. die ,,Mitteilungen des Reichsamtes fiir Landesaufnahme*,
Berlin 1935, S.20; 1936, S.179; 1940, S.239/40.
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Das Maximum der Verzerrung der Einheitsfliche €;max = |. 1 — 6 may | folgt
fiir ' =cosn, k' = 1,3’ = 0 aus der Formel 6 = i’ k' cos ' mit
= _’,i'
Eﬁmm( 2 )

es ist also ebenso groB wie das Maximum der Verzerrung der Einheitsflache,
das mit 1/50.000 begrenzt erscheint,

Will man nun ldngs eines sich zu beiden Seiten eines GroBkreises er-
streckenden Streifens vermessen und dabei ebenfalls relative Lingenverzer-
rungen grofer als 1/50.000 vermeiden, so muB mit Beachtung des Ergebnisses
(10) fiir den Halbmesser einer sphérischen Kalotte das Produkt aus Langen-
und Breitenausdehnung konstant sein. Im Hinblick auf Formel (8) ergeben
sich daher die in der angeschlossenen Tabelle zusammengestellten Werte.

Ausdehnung eines Geldndestreifens
mit relativen Ldngenverzerrungen kleiner 1/50.000

Breite in km | 80 70 60 50 40 | 30 20 10
Léange in km | 80 92 | 107 | 128 | 160 | 213 | 320 | 640

Wie ein Vergleich der Formel (9) mit der Gleichung (5) zeigt, wird die
Maximalwinkelverzerrung & mit Riicksicht auf das Ergebnis (11) hierbei den
Betrag

O Streiten = 8"
erreichen.
5

Vergleicht man nun die Abmessungen fiir den Vermessungsbereich der
Niederen Geoddsie auf Grund der im Abschnitt | zitierten Arbeiten mit den in
der vorliegenden Untersuchung erzielten Resultaten, so ist folgendes zu sagen:

1. Die Begrenzung des Vermessungsbereiches nach Jordan ist viel zu eng
gehalten. Aus der Fldche von I Quadratmeile = 55 km? errechnet sich deren
Radius mit 4,2 km. Fiir eine Kalotte von diesem Radius betrdgt die maximale
Verzerrung der Einheitsstrecke nach Formel (4)

1 42)\2
( 6370 ) ’

€ max — 7 2
d i nur
€ max — 1/4,600.000.
Die Maximalwinkelverzerrung & wird nach Formel (5)

5 ® o, 206.265”
=2 7 T 4600000
mit
g =0",045
gegeben,
Die auf Grund einer derart engen Begrenzung des Vermessungsgebietes

der Niederen Geoddsie auftretenden Maximalbetrdge fiir die Strecken- und
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Winkelverzerrung wiren somit weit kleiner als die bei den modernsten Basis-
messungen und den besten Triangulierungen 1. Ordnung festgestellten Fehler.

2. Auch der von Hammer fiir viele Zwecke als zuldssig angefithrte Wert
von 10 km fiir den Radius des Vermessungsgebietes ist noch viel zu klein. Die
Maximalstreckenverzerrung wiirde sich aus diesem Wert mit weniger als
1/800.000 ergeben. Abgesehen davon werden, wie dies noch in Punkt 4 aus-
gefithrt wird, nur durchschnittliche Verzerrungen an Stelle der Maximalver-
zerrungen ermittelt und die Verzerrungen senkrecht zu den vom Vermessungs-
zentrum ausgehenden GroRkreisen unbeachtet gelassen.

3. Die Behauptung Nédbauers, daB relative Lédngenverzerrungen von
1/50.000 vermieden werden, wenn die dufllersten Punkte des Aufnahmegebietes
nicht mehr als 40 km von einem das Gebiet der Ladnge nach teilenden GroB-
kreis abstehen, ist nach den im Abschnitt 3 gefundenen Erkenntnissen nicht
mehr haltbar. Es werden jedoch relative Langenverzerrungen dieser Grofe ver-
mieden, wenn die dulersten Punkie des Aufnahmegebietes nicht mehr als
40 km vom Mittelpunkt desselben entfernt sind, wenn also das Aufnahme-
gebiet die Form einer sphérischen Kalotte hat, wie aus den Berechnungen des
Abschnittes 4 hervorgeht.

Soll ein Gebiet von Streifenform aufgenommen werden, so sind seine
Abmessungen — wenn relative Liangenverzerrungen von 1/50.000 vermieden
werden sollen — durch die in obiger Tabelle zusammengestellten Breiten- und
Langenwerte beschrankt. Hierbei erreicht jedoch die Maximalwinkelverzerrung
den doppelten Betrag derjenigen, die bei der Vermessung einer sphérischen
Kalotte gleicher Ausdehnung auftritt.

4. Die im Bild 1 gegebene Darstellung nach Hartner stellt eine Zentral-
projektion der Erdkugel dar, die jedoch gewill nicht stattfindet, wenn eine
an der Erdoberfliche ausgefiihrte Vermessung in die im Mittelpunkt des Auf-
nahmegebietes beriihrende Tangentialebene ldngentreu ausgebreitet wird. Die
ausgefiihrte Untersuchung ist unvollstdndig, denn es miilte die Verzerrung
nicht nur in den vom Mittelpunkt ausgehenden Radien bestimmt werden,
sondern auch in jenen Richtungen, die auf diese Radien senkrecht stehen. Durch
die Ermittlung der GroBe A = 2(t — b) wird nur eine durchschnittliche Ver-
zerrung, nicht aber deren Maximum bestimmt, Immerhin stellt Hartners Be-
trachtung einen ersten Versuch dar, das Problem von kartographischer Seite
her zu behandeln. '

Zur Ausgleichung trigonometrischer Hohenmessungen
nach vermittelnden Beobachtungen
Von Dr, techn. Josef Litschauer, Wien
(Verdffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen)

Vorbemerkung

In Nr. 1—2 aus 1943 der ,,Nachrichten aus dem Reichsvermessungs-
dienst (Mitteilungen des Reichsamtes fiir Landesaufnahme) ist unter dem



