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Genauigkeitsuntersuchung zur flichentreuen Abbildung
kleiner Bereiche des Rotationsellipsoids in die Ebeéene
Von F. Hauer, Wien

1. Die Genauigkeit der Fldchen

Bei der Anwendung der fiir die flichentreue Abbildung kleiner Bereiche
des Rotationsellipsoids in die Ebene durch Systeme geringster Streckenver-
zerrung entwickelten Reihen!) tritt die Frage nach der GroBe der hiebei ver-
nachldssigten Glieder auf. Sie wird durch die nachfolgenden Uberlegungen und
Entwicklungen beantwortet.

Die Fehler, die bei der Abbildung von Teilen des Rotationsellipsoids in
die Ebene entstehen, wenn Abbildungsgleichungen bis einschlieRlich Glieder
3. Ordnung verwendet werden, sind von 4. Ordnung in den Abbildungsglei-
chungen, von 3, Ordnung in den Verzerrungsgrofen, also auch in der Formel
fiir die Fldchenverzerrung o. Zu ihrer Bestimmung werden die partiellen Diffe-
rentialquotienten der Abbildungsgleichungen bendtigt; da die Ordnung der
Differentialquotienten um eine Einheit niedriger ist als diejenige der Abbil-
dungsgleichungen, muf folglich auch bei der Ausfiihrung der Formel fiir o
bei den sich ergebenden Produkten und Reihenentwicklungen mit den Gliedern
2. Ordnung einschlieRlich abgebrochen werden. Nimmt man hingegen die bei
der Ausfithrung der Formel fiir o entstehenden Glieder 3. Ordnung mit, so
stellen sie offenbar den aus den Gliedern 4. Ordnung der Abbildungsgleichungen
resultierenden Fehler der Fldachen dar, der nur durch eine geeignete Bestim-
mung der Koeffizienten der Glieder 4. Ordnung der Abbildungsgleichungen wieder
zum Verschwinden gebracht werden kann und damit die Ordnung der Flachen-
treue um eine Einheit steigert. Die Glieder hoherer als 4. Ordnung iiben dabei,
wie ohne Schwierigkeit zu zeigen wire, nur einen unbedeutenden Einfluf aus.

Ausgehend von den bis Glieder 4. Ordnung einschlieBlich geltenden
allgemeinen Abbildungsgleichungen 2)
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1) Zeitschr. f. Vermessungsw., 70. Jg., S. 194—215, 1941: F. Hauer, Flichentreue
‘Abbildung kleiner Bereiche des Rotationsellipsoids in die Ebene durch Systeme geringster
Streckenverzerrung.

2) Zeitschr. f. Vermessungsw., 72, Jg S. 179—189, 1943: F. Hauer, Entw1cklung der
flachentreuen Abbildung kleiner Bereiche des Rotatlonselhpsolds in die Ebene bis ein-
schlieBlich Glieder 4.Ordnung.
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in denen — einer gemeinsamen Behandlung der Systeme geringster Strecken-
zerrung wegen — die allgemeinen Koeffizienten By, und By, beibehalten werden,
ergeben sich zundchst deren partielle Ableitungen mit
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Ihre Einfiihrung in die Formel fiir die Flachenverzerrung

_ (()\dy 0 x ()y)
2

dpom dmap
ergibt — ohne die Glieder 3. Ordnung in den Differentialquotienten —
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Glieder 3, Ordnung mitgenommen, so folgt

]

;
G:_g[’ — 3 Bggm* — 3 By p* — P+ 3 By m® — 3 By tan ¢ m® +
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woraus

6 =1 — 3 Bgytan ¢, m3 + (9 By, tan ¢, + tan Py — 5 tan? cpo) mp: . .4

resultiert.

Die Glieder 3. Ordnung in der vorstehenden Formel stellen somit den
Fehler dar, der bei der Abbildung der Flachen entsteht, wenn in den Abbil-
dungsgleichungen Glieder 4. Ordnung vernachldssigt werden.

Der Beweis hiefiir ist leicht erbracht. Setzt man ndmlich die aus den
Gliedern 4. Ordnung der Abbildungsgleichungen bei der partiellen Differation
folgenden Glieder 3. Ordnung in die Formel fiir die Flichenverzerrung ein, so
ergibt sich

”“[ <7 By tang, + 4B04+ tan ¢, + —16— tan® cp(,) m3— 3 (6B,otane, + 4 By, +

: I 5 7 1
+ tangg) m p*+ 4 7—(% Bgotan ¢, + Bo4+ﬂ tan ¢, + o4 tan? cpo) m? +
0

+2— (9 Bsotan @y + 6 Bos + — tan o+ %tan3 cpo) m pz],
di.
+ 3 By, tan ¢, m3 — (9 Bgo tan ¢, + —g— tan ¢, — %tam3 cpo) mp? . . (4a)
also ebenfalls der Fehler in den Fldchen, jedoch mit entgegengesetztem Vor-
zeichen, so daB die Hinzunahme der Ausdriicke (4a) zur voranstehenden Formel

(4) auf o =1 fiihrt bis einschlieBlich Glieder 3. Ordnung.
Im einzelnen ergibt sich somit fiir den Fehler in den Fldchen

e=0—1
nach Einfithrung der Werte fiir den Koeffizienten By, in die Formel (4)
)

1. bei der Abbildung durch eine sphéroidische Kalotte mit Byy = — 3

1 3 1
® = tan @, m®+ (Z tan ¢, — 5 tan® <p0> m p%;
2. bei der Abbildung durch Meridianstreifen mit Bgy =0

3 1
eM = (5 tan ¢y — = tan"‘%) m p?;



3. bei der Abbildung durch Parallelstreifen mit B,, =
l

6

1
=5 tan ¢, m? -5 tan® ¢, m p2
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In den bisher entwickelten Ausdriicken wurden die Ldngen des Meridian-
bogens m und des Parallelbogens p in Einheiten des Aquatorradius a eines
Rotationsellipsoids gegeben gedacht. Da diese Grofen jedoch im allgemeinen
in einem in der Praxis geldufigeren Ldngenmafle angegeben werden, scheint
es vorteilhaft, diese Ausdriicke hiefiir umzustellen, womit sie sich, wie folgt,

ergeben:
ex :%tan %%: + (% tan ¢, —%tan%po)% —z;,
ey = (% tan ¢, — % tan3 %) % ‘%2,
spzétan%aﬁ: —%tans% ﬂa%

. . (5)

Angewendet auf die Abbildung eines sich nach allen Richtungen ziemlich
gleich weit erstreckenden Landes mittlerer Grofe, wie etwa Deutschland,
Frankreich, Spanien, mit groften Nord-Siid-, bzw. Ost-West-Erstreckungen
von rund 1000 km und mit a = 6380 km fiir den Aquatorradius des Besselschen

Ellipsoides ergeben sich

1. bei der Abbildung durch eine sphéroidische Kalotte mit

Mupax = 500 km, pmax - 500 km

die in Tabelle 1 zusammengestellten Verzerrungen ex der Einheitsflache.

Tabelle 1. Verzerrung der Einheitsfldche bei der Abbildung durch eine

sphdroidische Kalotte

Po €K 1/ex

0° 0,000 000 ©

10 + 0,000 084 + 11 920
20 + 0,000 163 + 6130
30 + 0,000 232 -+ 4 310
40 + 0,000 262 + 3820
50 + 0,000 166 + 6020
60 — 0,000 413 — 2420
70 — 0,003 66 — 273

Man entnimmt dieser Tabelle, daB auBer der Nullstelle fiir ¢, = 0° noch eine
weitere Nullstelle zwischen 50° und 60° vorkommt. Der ihr zugehorige Wert

¢, folgt aus der ersten Gleichung (5) fiir p = m mit
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ek = 0 = (tan ¢, — %tan3 @0) Z_f.
Die drei Wurzeln dieser kubischen Gleichung sind

tan ¢, =0 und tan¢, = =+ ]/5;
ihnen entsprechen der schon bekannte Wgrt 9o = 0°und die beiden symmetri-
schen Werte ¢, = + 540 44/,

Zwischen den Nullstellen fiir ¢, = 0% und ¢, = 4 54°44’ liegt je ein
relatives Maximum. Seine GroBe errechnet sich aus der Gleichung

dEK — —_ 1 i 2 ¢ )
Toe~ 0= Costa, ‘1 y T
mit —
tan 9y mx = £ V3, d i Pomex = £ 390 14"

Die diesem Betrag zugehdrige Verzerrung der Einheitsfldche ergibt sich mit

1
3820

2. Bei der Abbildung durch Meridianstreifen mit
Mmax = 500 kM, Pmax = 120 km
folgen die in Tabelle 2 angefiihrten VerzerrungsgroBen ey der Einheitsflache.

&k max = + 0,000 262 = -

Tabelle 2. Verzerrung der Einheilsfldche bei der Abbildung
durch Meridianstreifen

Do €M ]/EM

00 0,000 0000 o

10 -+ 0,000 0073 + 137 000
20 -+ 0,000 0145 + 69 000
30 -+ 0,000 0214 + 46 700
40 + 0,000 0267 + 37 500
50 -+ 0,000 0261 + 38 300
60 0,000 0000 o

70 — 0,000 174 — 51750

In dieser Tabelle scheinen zwei Nullstellen auf. Sie folgen natiirlich auch aus
der zweiten Gleichung (5) mit

lmp_2

aM:O=(3tan<\oU—tan3<po)§ &

die durch die drei Wurzeln

tan ¢, = 0 und tan g, = + /3

erfiillt wird. Die ihnen entsprechenden Werte ¢, sind die bereits in Tabelle 2
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vorhandenen Werte ¢, = 0 und ¢, = + 60° sowie der zu diesem symmetrische
Wert ¢, = — 60°,

Die zwischen den Nullstellen liegenden relativen Maxima errechnen sich aus

d €M |

d P, =0= cos? ¢,

(3 — 3 tan®g)
mit
Ctan Qymax = 1, d. i @y max = E 45°%
Die dieser GréBe entsprechende Verzerrung der Einheitsfliche betrégt

1
36 100~

3. SchlieBlich resultieren bei der Abbildung durch Parallelstreifen mit

€M max :+ 0)000 0277 : +

Mowax = 120 ki, P max = 500 kmi

die in Tabelle 3 ausgewiesenen Verzerrungsgrofen ep der Einheitsfldche.

Tabelle 3. Verzerrung der Einheitsfldche bei der Abbildung
durch Parallelstreifen

?o ep 1/ep

0° 0,000 000 000 ' o

10 + 0,000 000 269 + 3,720 000
20 — 0,000 001 57 — 637 000
30 — 0,000 009 14 - — 109 000
40 - 0,000 031 3 - — 31900
50 — 0,000 093 8 — .10 700
60 — 0,000 293 — 3 410
70 -— 0,001 187 — 842

Auch aus dieser -Tabelle ist zu ersehen, daB tiir drei Werte ¢, die Verzerrung
der Einheitsfliche verschwindet. Diese Werte errechnen sich aus der dritten
Gleichung (5)

2 md
ep = 0 = (tan ¢, — %4 tan® cp,) e

mit ,
m
tan ¢, = 0 und tan ¢, = + rX
woraus sich fiir ¢, die Betriige ¢, = 0 und ¢, = £ 13°30’ ergeben.

Die relativen Maxima zwischen diesen Nullstellen folgen aus der Gleichung

do, —  cos2g, m

dep ] 3 tan2 @,

m
p 13

tan Qymax - + d i Pomax = 7053,
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Daraus erhdlt man die zugehorige Verzerrung der Einheitsfliche mit

1

€P max = + 0,000 000 323 = ‘J[‘ 3090 06-6_

2. Die Genauigkeit des rechten Winkels 2wischen den Bildern der Meridiane und
Parallelkreise

In gleicher Weise wie bei der Fldchenverzerrung l4Rt sich der Fehler des
rechten Winkels zwischen den Bildern der Meridiane und Parallelkreise herleiten,

Die Verzerrung dieses Winkels wird allgemein durch die Formel

1 dx 6\+6y6y
Izk r omop " omap

gegeben, Voraussetzungsgemdl wurde § und damit auch sin  gleich Null be-
stimmt sowohl bei der Herleitung der Glieder-3. Ordnung als-auch-der Glieder
4. Ordnung in den Abbildungsgleichungen. Werden nun die aus den bis Glieder
3. Ordnung gebildeten Abbildungsgleichungen hergeleiteten partiellen Diffe-
rentialquotienten — die bis einschlieRlich Glieder 2. Ordnung gehen -- in die
Formel fiir sin J§ eingefiihrt, so ergibt sich durch deren Ausfithrung bis Glieder
3. Ordnung einschlieBlich der Sinus desjenigen Winkels §, um den der Winkel
zwischen den Bildern der Meridiane und Parallelkreise bei Vernachldssigung
der Glieder 4. Ordnung in den Abbildungsgleichungen von einem rechten
Winkel abweicht. Dieser Winkel  ergibt sich demnach aus der Formel

sin Y =

e L[ rodr r 1 or
Sln‘}—l—l_k r [@amp_ﬁr Bsomp_3 o Bso ammp_
1 dr 1 N sm<p0 cos 2 ¢,

- am(w XL )p+ p+2(3830+mq4@) Pt

sin @o sin ¢, o cos2¢4) ],
+ 3 Bao I'o eyt I'o (3 Bao + 2C052(Po) p],

bei Anwendung der bekannten Entwicklung

gzln — Iy Sin @y — cos 2@, m + sin 2 @y m2 4 ...
erhdlt man
singy = L Lo [ 0%, COSERa, , y SO2%0 1y 6By mp +
hk 1 o ' o

+ 6 Byotan g, m?p + 3 Bygtane, m? p + 3 Bsotaneg, p® + tantp.,fcolﬁp—p'ﬂ‘qt
0

2c0s 29,
2cos?e

cos 2 @
+ ta cpO 2 COSz (:0 p3]

+ SI?CPOP—I-GB;;omP—!- mP+3Bsota“‘Pump+3B3°tan%p T
0

woraus nach passender Zusammenfassung
siny=(0+6Bg)tanp, 2C2m2p+p%) . .. .. . . (6
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folgt. Dieser Ausdruck gibt den Fehler im rechten Winkel zwischen den Bildern
der Meridiane und Parallelkreise bei Vernachldssigung von Gliedern 4. Ordnung
in den Abbildungsgieichungen.

Trdgt man nun zur Erprobung die aus den Gliedern 4. Ordnung der
Abbildungsgleichungen bei der partiellen Differentiation folgenden Glieder
3. Ordnung in die Formel fiir § ein, so ergibt sich

1 r r 7 1
HT“—[&J(? By, tan @, -+ 4 By, “:'E tan ¢, + Etan’*‘cpo) m2p —

r 9
— K(6 By tan ¢, + 4 By, +- tan ¢g) p® + 2 (5 By tan @, + 6 By, +

+ %tan 9o + %4 tan? %) mp + 4 By, p3]

d. i — (1 4+ 6Bgy)tangy(2m2p+4p3. . . . . . . .(6a)

Es ist dies jener Betrag, dessen Hinzufiigung zum voranstehend hergeleiteten
Ausdruck (6) fiir die Verzerrung des rechten Winkels diese nun gleich Null
macht bis Glieder 4. Ordnung einschlieflich in den Abbildungsgleichungen,
bzw. Glieder 3. Ordnung in den VerzerrungsgroBen. :

Fiir die Systeme geringster Streckenverzerrung folgen somit die Formeln
fiir die Verzerrung des rechten Winkels zwischen den Bildern der Meridiane
und Parallelkreise nach Eintragen der Werte {iir den Koeffizienten Bg, in
die Gleichung (6)

1. bei der Abbildung durch eine sphéroidische Kalotte mit By = — ILZ

{
sin Jx = 7 tan @g (2 1 + P?) p;
2. bei der Abbildung durch Meridianstreifen mit By, =0
sin I m = tan @, (2 m®+ p?) p;

3. bei der Abbildung durch Parallelstreifen mit Bgy, = — 1

B
sin Jp = 0.

Wird wieder vom AquatormaB als Einheit auf ein konventionelles Langen-
maf iibergegangen, so ergeben sich obige Ausdriicke mit

. 1 m\? >
sin Jx ZEtan cp(,[Z (—a~) -+ (%H—Z—,

o~ 2 > N ¢
sin Jm = tancpo[Q(l:—)-{-(%)]%,l (7

SirlSp =0. l

Sie verschwinden alle fiir ¢, =0,
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Auf das vorhin gewéhlte Beispiel angewendet, ergibt sich fiir den Wert
Py = 45°
1. bei der Abbildung durch eine sphérische Kalotte mit
M max == 500 kM, P max = 500 ki,
sin Jx = 0,000 721, also Jk = 2’ 29";
2. bei der Abbildung durch Meridianstreifen mit
M max = 500 k1M, pmax = 120 ki,
sin Im = 0,000 237, also Jm == 0" 49";
3. bei der Abbildung durch Parallelstreifen
sin §p =0, also Jp = 0.

Fiir die Werte ¢, = 40°, bzw. 50° ergeben sich Betrdge gleicher GroRen-
ordnung, ndmlich Jx = 2’ 05”, bzw. 2’ 57", Sm = 0’ 41", bzw. 0’ 58", Jp = 0.

3. Schluffolgerungen

Von den drei betrachteten Systemen geringster Streckenverzerrung ist
die Abbildung durch Meridianstreifen als die giinstigste zu bezeichnen. Es
sind nicht nur die zugehorigen Abbildungsgleichungen die einfachsten — ein
Umstand, der fiir die praktische Anwendung jeder Abbildung besonders
wichtig ist —, sondern es entstehen hier bei der Vernachldssigung von Gliedern
4, Ordnung in den Abbildungsgleichungen in mittleren Breiten die kleinsten
Fehler in den Fldchen. Die kleinsten Verzerrungen des Gradnetzes ergeben
sich wohl bei der Abbildung durch Parallelstreifen — sie sind dort in den
Gliedern 3. Ordnung iiberhaupt Null; dieser Umstand ist aber weniger wichtig
als kleinste Flachenfehler, denn eine allfdllige Netzverzerrung wirkt sich nicht
auf die Genauigkeit der Flachen, sondern nur in der Schonheit des Netzes aus,
Auferdem betrdgt der Maximalbetrag der Verzerrung des rechten Winkels
zwischen den Bildern der Meridiane und Parallelkreise fiir Meridianstreifen in
Breiten unter 50° weniger als eine Minute, eine GroRe, die bei der Darstellung
eines Landes ohne besondere Hilfsmittel iiberhaupt nicht feststellbar ist.

Beschrankt man sich bei der Abbildung durch eine sphiroidische Kalotte
auf Gebiete unter 63° Breite, bei der Abbildung durch Meridianstreifen auf
Gebiete unter 76° Breite und bei der Abbildung durch Parallelstreifen auf
Gebiete unter 60° Breite, so bleibt, wie durch einfache Uberschlagsrechnungen
festgestellt werden kann, die Verzerrung der Einheitsflache stets kieiner als
1/s800- Es wird also der grofte Fehler in den Fldachen bei Vernachldssigung der
Glieder 4. Ordnung in den Abbildungsgleichungen durch

1 o/
€K max < 3800 < 0,03%

gegeben, Wenn also bei der Verwendung solcher Abbildungen Vernachlissi-
gungen von 0,03% zulédssig sind, so konnen die Glieder 4. Ordnung unberiick-
sichtigt bleiben.
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In der Regel wird man den Inhalt unregelmédBig begrenzter Flachen aus
Karten mit Hilfe eines Polarplanimeters bestimmen. Seine Genauigkeit wird
durch die Formel

AF=4002)F

gegeben ), wobei F die umfahrene Fldache bedeutet. Da der gestreckte Fahr-
arm eines Polarplanimeters r rund 36 ¢m betrigt, so ergibt sich bei ,,Pol innen‘
fiir die groBte iiberhaupt umfahrbare Fldche ein Ausmaf von r? ® = 4071,5 cm?
und somit fiir

AF=40,02.638cm= + 1,276 cm?,
d. i. in bezug auf die umfahrene Gesamtflache 0,03139% > 0,03%,.

Die grote Verzerrung, die es im Gesamtbereiche aller betrachteten Ab-
bildungen iiberhaupt gibt, ist kleiner als 0,03%; sie wird im allgemeinen viel
geringer sein. Andererseits ist der kleinste Fehler bei der planimetrischen Be-
stimmung einer Fldche grofer als 0,03%,; er wird im allgemeinen mehr betragen.
Es konnen daher, wenn die abgebildeten Teile des Rotationsellipsoids durch
planimetrische Bestimmungen berechnet werden, die Glieder 4. Ordnung in
den Abbildungsgleichungen fortgelassen werden. Man wird sie nur dann mit-
nehmen, wenn die Fldchen nicht auf mechanische Art, sondern durch rechne-
rische Methoden, beispielsweise aus den rechtwinkeligen, ebenen Koordinaten
x, y der abgebildeten Punkte, bestimmt werden sollen, bzw. dann, wenn sich
der abzubildende Bereich iiber die angegebenen Grenzbreiten erstreckt.

Der MaRstab der Abbildung ist fiir die voranstehenden Uberlegungen
im allgemeinen gleichgiiltig; insbesondere auch deshalb, weil die Fehler-
betrachtungen fiir die jeweils ungiinstigste Stelle der Karte angestellt wurden
und bei einer tatsdchlichen Ausmessung durch die Umfahrung einer Fldche
von endlichen Dimensionen der Fehler der dargestellten Fldche stets kleiner
als der errechnete Maximalwert ist.

Mechanische Koordinatenrechnung

Von Ingenieurkonsulent fiir Vermessungswesen Dipl.-Ing. Hugo Bohrn,
Gesellschafter der Alpenphotogrammetrie Ges. m. b. H., Wels, Oberdsterreich

Wihrend es friiher iiblich war, die Aufnahmen fiir den Kataster nach den
gemessenen MaBen zu kartieren, zeigt die moderne Katastertechnik das Be-
streben, alle irgendwie durch Winkel- und Streckenmafe aufgenommenen
Punkte der Erdoberfliche durch rechtwinkelige Koordinaten festzulegen und
nach diesen zu kartieren,

Den Vorteil dieses Verfahrens weil jeder Vermessungsingenieur zu
schitzen, der vor der Notwendigkeit steht, auf graphischem Weg entstandene

3) Jordan-Eggert, Handbuch der Vermessungskunde II/1, Stuttgart 1931, S. 204.




