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GenauigkeU:ssteigerung der gegenseitigen . Einpassung 
von Luftaufnahmen auf Grund noch nicht beachteter 
Bedingungsgleichungen zwischen den Orientierungs-

größen 

Von Josef K r a m e s, Wien, korrespondierendes Mitglied cler ästen-. Akademie 
cler  Wissenschaften 

(Mit 6 Textabbildungen) 

Ü b e r s i c h t : 

Nr. 1 .  Vorbemerkungen. 
Nr. 2 .  Die grundlegende Fehlergleichu ng. 
Nr. 3 .  „ Gefährliche Flächen" und  „gefährliche Raumgebiete". 
Nr. 4. Die Nichtkonvergenz des optisch-mechanischen Orient ierens. 
Nr. 5. Wichtige Eigenschaften der Orient ieru ngsbewegungen zweier Ziel­

s trahlbündel .  
Nr. 6. Die beim Normalfall des Orientierens auftretende Abhängigkeit 

zwischen den Orientierungsgrößen. 
Nr. 7 . Gül tigkeitsgrenzen cler neuen Relationen und Hauptsatz. 
Nr. 8 .  Vergleich mit Untersuchu ngen von R. Finsterwalder und E. Gott­

hardt. 
Nr. 9. Berechnung der mittleren Orientiern ngsfehler auf Grund der Be­

d ingungsgleichu ngen. 
Nr. 1 0. Über cl ie erforderlichen Ergä11z11 ngen der optisch-mechanischen 

Verfahren und Instrumente. 

Nr. 1 .  VorlJemerlmngen. R. Finstenvalder 1) erkannte bere i t s  im Jahre 
1 933, daß die für das optisch-mechanische Orientieren von Luftaufnahmen 
maßgebenden Orientieru ngsu nbekannten nicht u11ab/zängig voneinander sind. 
Er kam j edoch nicht soweit, diese Tatsache in eine einfache mathematische Form 
zu kleiden. Statt dessen fand E. Gottlzardt 2) im Jahre 1 940 eine Transformation, 
die es gestattet, die genannten Größen in  fünf andere, sogenannte „ konjugierte 
Variable" überzuführen, die sich wie voneinander unabhängige verwenden 
lassen. Bald darauf erörterte auch M. Sclzermer/10rn 3) die Frage der erwähnten 
Abhängigkeit etwas ausführlicher. Sodann bewies M. I<. Baclzma1111 i n  seiner 1 943 

1) Siehe R. Finstenva/der, Der unrege lmäßige und systematische Fehler der räum­
l i chen Doppelpunkte i nschaltung und Aerotriangulation, B i l dm.  u. Luftbi ldw, 8 ( 1 933), 
S. 55-68, sowie : Genauigkeitsuntersuchungen an e inem Stereoplanigraphen, B i !dm .  u .  
Luftbi l dw. 9 ( 1 934), S.  1 20-128. 

2) E. Gotthardt, Beiträge zur Frage der Genauigkei t  der gegensei t igen Ortung von 
Senkrechtbildpaaren, B i ldm. u. Luftb i ldw. 15 ( 1940), S. 1 -24. 

3) W. Sclzermerlzorn, Introdukt ion to the Theory of Error of Aeria l  Triangulati on, 
Photogrammetri a  I I I  ( 1 940), S. 1 38-146, IV ( 1 941 )  S. 28-45. 
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erschienenen D issertat ion 4) u. a .  erstmalig, daß die bisher üblichen Orientierungs­
verfahren überhaup t  nicht (rest los) konvergieren, sowie, daß d i e  Restfehler de r  
)'-Parall axe am oberen und  u nt eren Bi ldrand in best immt en t yp i schen Fällen 
u nter den lG-fachen Betrag des mi t t l eren Parallaxenfehlers nicht herabgedrückt 
werden können . Beides ergab sich l etzten Endes als eine Folge der eingangs her­
vorgehobenen Tatsache. Das zu letzt genannte Ergebnis wurde später von 
H. J\asper 5) auf e infacherem Wege bestät igt .  

In al len d iesen Arbeiten wu rde d ie  gegense i t ige Abhängigkeit zwischen den 
Orient ieru ngsgrößen al le in m it t els  Berechnung gewisser Gewichtskoeffizienten 
u nd Abhängigkeitsindizes erkannt u nd verwertet .  Ein u nmi t telbarer mathemat i­
scher Ausdruck für d iese Ablüingigkeit fehl te j edoch hier ebenso wie i n  der 
u mfangreichen weiteren Li teratu r über d ieses Hauptproblem der Luftphoto­
grammetrie. Erst im Zusammenhang m i t  der vom Verfasser entwickelten Theorie 
der „gefährlichen Flächen" und der mit d iesen eng verbu ndenen „gefährlichen 
Raumgebiete" 6) st ieß d ieser auf allgemeine Relationen, m i t  denen diese Lücke 

4) W. !(. Bacflma1111, Theor ie  des e rreurs de I 'or ientation relative, These Lausanne 
1 943, s i ehe i nsbesondere S. 8, 2 1 ,  41 -44 und 44 und 53-55. 

5) H. Kasper, Zur Fehlertheor ie  der gegense i t igen Or ientierung, Schwe iz .  Ze itschr .  
f .  Verm . und l\ultur techti . 45 ( 1 947), S.  1 2 1 -1 26. 

6) j. J(rames hat ü ber d iese Gegenstände b isher folgende Arbe i ten veröffentl icht, 

auf d i e  i n  der Folge mi t  den angegebenen römischen Z i ffern verwiesen w i rd : [I] : Neue Neben­
lösungen e iner  a l ten Aufgabe, Anze ige r  d .  öst. Akad. d.  Wiss., math.-nat. !\! .  77 ( 1 940), 
S. 26-30. - [II] : Zur Ermi ttlung e ines Objektes aus zwe i Perspektiven (Ein Bei trag wr 
Theorie der „gefährl ichen Örter"), Monaüh. Math. Phys. 49 ( 1 941) ,  S. 327-354. -
[III] : Über bemerkenswerte Sonderfäl le  des „Gefähr l i chen Ortes" der photogrammetr ischen 
Hauptaufgabe, M onatsh . Math. Phys. 50 ( 1 941) ,  S. 1 -13. - [IV] : Über die mehrdeutigen 
Orientierungen zwe ie r  Sehstrahlbündel und e i nige E i genschaften der orthogonalen Regel­
f lächen zwe i ten Grades, Monatsh. Math. Phys. 50 ( 1 941) ,  S. 65-83. - [V] : Der e infachste 
Übergang zur Nebenlösung be i vorl iegendem „Gefährl i chen Ort", Monatsh . Math. Ph ys. 50 
( 1941 ) ,  S. 84- 100.  - [VI] : Über d i e  be i der H auptaufgabe der Luftph otogrammetr ie  auf­
tretenden „gefährl i chen" Flächen, B i ldm. u.  Luftbi l dw. 1 7  ( 1 942), S. 1 -1 8. - [Vll] : Zur Fehler­
theor i e  der gegense i t igen Orientierung zwe ier Luftaufnahmen, Anzeiger d .  öst.  Akad. d.  Wiss.  
math.-nat. Kl .  84 ( 1 947), S. 53-59. - [VIII] : Untersuch ungen über „gefährl iche Flächen" und 
„gefährl i che Räume" mittels des Aeroprojektors „Mult iplex", Österr. Ing. Archiv 2 ( 1 948), 
S. 1 23-1 32. - [IX] : Über Paral laxene igenschaften w indschiefer Geraden, Si tzgeber. öst. 
Akad. d. Wiss., math.-nat . ,  ! Ia, 1 56 ( 1 947), S. 2 1 9 - 232. - [X] ; Parallaxenei  genschaften zwe ier 
Sehstrahl bündel, S i tzungsber .  öst. Akad. d. Wiss. ,  math .-nat . ,  II a 1 56 ( 1 947), S. 233-246. -
[XI] : Über d i e  „gefähr l ichen Raumgebiete" der  Luftphotogrammetr ie ,  Photograph. Korr. 
Wien, 84 ( 1 948), S. 1 -1 6. - [XII] : D i e  Bedel!tung der „gefährl i chen Raumgebiete" für das 
optisch-mechanische Orienti eren von Luftaufnahmen, Photograph. Kurr . 84 ( 1 948), S. 41 -50 

- [XII I ] : Über a l lgeme ine „gefährl iche Raumgebiete" der Luftphotogrammetrie,  Monatsh. 
Mat h .  Phys. 52 ( 1 948), S. 265 -285. - [XIV] : Über die Flächen konstanter B i ldparallaxe 
und d i e  zugehör igen gefährl ichen Raumgebiete, Anze i ger d. österr.  Akad. d.  Wiss . ,  math.-nat. 
1\1 .  85 ( 1-948), S. 8-14. - [XV] : Über besondere l i neare Büschel von Flächen konstanter 
B i ldparal laxe, Anzeiger  d.  östen-. Akad. d,  Wiss., math.-nat. KI. 85 ( 1 948), S. 25-3 1 .  -
[XVI] : Al lgeme ine 1 i neare Büschel von Flächen konstanter B i ldparallaxe, Anzeiger d. österr. 
Akad. d. Wiss . ,  math.-nat. 1\1 .  85 ( 1 948), S. 39-48. - [XVII] : Über Bedingungsgleichungen 
für d i e  Ori ent ierungsunbekamiten be im gegense it igen Einpassen von Luftaufnahmen, 
Anze iger d.  österr. Akad. d. Wiss. 1 math .-nat. KI. 85 ( 1 948), im Druck. 
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endlich ausgefül lt  erscheint . Einige d ieser Gleichungen t raten erstmalig bei  
der Berechnung der Dimensionen von „gefährlichen Rau mgebieten" hervor 
(siehe [XI] ,  GI. 49, 50 a, b, sowie [XIV], Gin. 1 0 - 1 2) ;  ihre t iefere Bedeutung 
ergibt sich nu nmehr an H and dreier b isher nicht bekannter Sätze über d i e  
Orientierungsbewegungen der  beiden Zie lst rahlbündel .  Dabei  i st d ie  Gültigkeit 
der erwähnten Relationen an Vorausset zu ngen gebu nden, die in der Praxis u nt er 
normalen Umständen u nschwer erfül lbar sind. Es ist nämlich erforderl ich, l )  daß 
d ie  Einpassung bereits innerhalb gewisser enger Grenzen angenähert vorliegt 
und  damit ihre „ Endphase" erreicht hat, sowie 2), daß die Länge B der Auf­
nahmebasis und  die Höhen H1, H2 der beiden Aufnahmezentren über Grund mit  
zweckentsp rechender Genau igkeit gegeben oder gefu nden s ind .  Fal l s  überdies 
3) der Unterschied zwischen H1 und  f-i2 einen bestimmten kleinen Betrag nicht 
überschreitet, dann drückt die zweite der genannten Relationen insbesondere 
das Verschwinden der Verkantungsdi fferenz au s. Daß d iese in der Regel auf­
fal lend kleine Werte annimmt, war längst bekannt 2) und  ergab schon früher 
eine t eilweise Erkläru ng fiir manche Auswirku ng der gegenständl ichen Ab­
hängigkeit. D es weiteren hängt der auf u nabhängige Bi ldpaare bezug nehmende 
Sonderfal l  der ersten Relation eng zu sammen mit einer von R. Finstenvalder 7) 
beim „gefährlichen Zyl inder" betrachteten Beziehung zwischen den Orientieru ngs­
größen sowie mit einer von E. Gottlzardt a. a. 0.2) verwendeten Funktion au s­
gezeichneter Genau igkeit . D iese gehört ebenso wie d ie  Verkantungsdifferenz zu 
den eingangs erwähnten „ konjugierten Variablen" .  Übrigens kann man in einigen 
vom Letztgenannten du rchgerechneten Beisp ielen bereits beachtenswerte nu meri­
sche Bestätigungen u nserer Relationen erblicken. Für den von E. Gottlzardt 

. dort nicht behandelten Folgebi ldanschlu ß ergibt sich nun ebenfal ls eine Funktion 
au sgezeichneter Genau igkeit . 

Im Hinbl ick auf eine einfache geometrische Deutung ist ferner sofort klar­
gestel lt ,  daß d ie  in Rede stehenden Relat ionen im Rahmen ihrer Gültigkei ts­
grenzen für die l etzten kleinen Bündelbewegu ngen auch als Bedingungsgleic!mn­
gen zwischen den Orient ieru ngsgrößen anzu sehen sind .  Darnach können für 
d i ese „ Endphase" des Orientierens zwei dieser Größen el iminiert werden, worauf 
d ie  mitt l eren Fehler der rest l ichen drei nach bekannten Regeln der Ausgleichs­
rechnu ng l eicht zu berechnen si nd. D ies wird an zwei Beisp i elen näher au s­
geführt, für d ie  R. Finstenvalder, a. a. 0.1) ,  u nd W .  K .  Bachmann, a. a. 0.4), 
die mitt leren Orientierungsfehler empirisch festgestel lt  haben, u nd zwar du rch 
j e  fünfundzwanzigmaliges Einpassen eines Bi ldpaares. Überraschenderweise 
betragen d ie  nach dem soeben gesch i lderten Vorgang berechneten Werte dieser 
Fehler durchJVegs rund die Hälfte der von den Genannten auf p raktischem Wege 
gefu ndenen. D ies kann wohl als untriigl iches Zeichen dafür gelten, daß d ie  
Genau igkeit der gegenseitigen Orientieru ng von Luftbi ldern dadurch noch 
beträchtl ich gesteigert werden kann, daß während der Endphase der Einpassung 
die genannten Bedingungsgleichungen eingehalten werden. Die  h iefür erforderl iche 
Verbesseru ng und Weiterentwicklung der gebräuchlichen opt isch-mechanischen 

7) R. Finsterwalder, Photogrammetrie,  Berl in  1 939, S.  1 27. 
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Verfahren l iegen j etzt ebenso auf der Hand wie d ie  entsp rechenden instrumen­
t el len Ergänzungen der Orientieru ngsgeräte.  

Nr. 2. Die grrimllegemle Fehlergleichung. Wir betrachten zwei Senkrecht­
aufnahmen e ines Geländes, mit denen der Normalfall der Stereophotogrammetrie 
angenähert verwirklicht i st ,  u nd wählen wie üblich ein rechtwinkliges Koordi­
natensystem, dessen Nu llpunkt im Zentru m  01 der l i nken Aufnahme liegt, dessen 
positive x-Achse das andere Zentru m 02 enthält, während die positive Y· und  
&:-Achse nach rückwärts, bzw. oben gerichtet sind8) (s. Abb .  1 ) . Die Basisstrecke 
01 02 werde mit b beze ichnet. 

X 

Abb. 1 :  J(oordi natensystem und Grundoperat i onen 
(w-, q: -, x-Drehung und b .r-, by-, /Jz-Schi ebung i n  den Pfe i l r ichtungen posit iv !) 

Bei einer allgemeinen Verlagern ng der bei den Aufnahmestrahl bündel er­
fährt j edes von ihnen eine Verdrehung u m  einen seiner Strahlen durch einen 
bestimmten Winkel und  au ßerdem eine Versch iebu ng in  einer bestimmten 
Rau mrichtung du rch eine gewisse Strecke. Werden d ie  Drehwinkel und Schub­
strecken genügend klein vorausgesetzt, so gilt für d ie  Richtu ngskoeffizienten 
der beiden Drehachsen d11 d2 : 

A1 : B1 : �1 
_ 

dw1 : dcp1 : (fr„1, } ( ! ) A2 • B2 • C 2 - dw2 • dcp2 • dx2 
und  für d ie  Parameter der Versch iebungsrichtu ngen r1, r3 : 

D1 : E1 : F1 = db.r1 : dby1 : dbz1, } 
D2 : E2 : F2 = db_„2 : dby2 : dbz2. 

Dabei erfolgen d ie  Drehu ngen du rch d ie  Winkel : 

do1 = V  dwi  + dCf! i + dxI ,  } 
do2 = V dw� + d\"f �  -+ dx� 

und  d ie  Verschiebungen durch d ie  Strecken : 
1/ 2 . 2 2 ) 

d S1 = db.r1 + dbyi + dbz 1 ,  
1/ 2 2 2 

d S2 = db.r2 + dby2 + dbz2. 

8) Vgl . [XI], Nr .  2, Abb. 1 ,  sowie  [XI I ] ,  Abb. 1 usw. und Fußn. 7. 

(2) 

(3) 

(4) 
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Die  hier in mit d bezeichneten kle inen Orientierungsgrößen haben d ie  bekannte 
Bedeutung .  Durch jedes Wertsystem solcher Griißen, das n icht durchwegs aus Nullen 
bestelzt, ist eine bestimmte (eng begrenzte) Verlagerung der Z ielstralzlbündel festgelegt. 

Wie dies au eh in der Literatur (oft stil lschweigend) geschieht, setzen wir in  
der  Folge stets vorau s, daß diese Orientierungsgriißen innerhalb der Schranken 
liegen, für welche die Glieder ziveiter und lzii/zerer Ordnung der Fe/zlergleichungen 
weggelassen werden kö'nnen. je zwei von einem Raumpunkt P = (x, y, z) her­
rührende Zielstrahlen erhalten sodann bei  den genannten Bündelbewegungen 
die y-Para!! axe (vgl .  [XI ] ,  GI. 2) : 

yz + z2 xy (x-b) y , , dpy = - (dw1 - dw2) + -dcp1 - dcp2 + xdx1 - (x-b)dx2 + z z z 
(5) 

Wird von Basisänderu ngen abgesehen, so kann db . .,i = dbx2 = 0 an­
genommen werden, was übrigens auf dpy wegen (5) ohne Einfluß ist. Weil  
ferner in (5) bloß die D ifferenz dw der Größen dw1 und dw2 aufscheint ,  sind diese 
bloß als e i n e Unbekannte zu werten. Im Interesse einer gewissen Symmetrie 
wollen wir dennoch beide meistens getrennt anschreiben. 

Nr. 3. „Gefährliche Flächen" und „gefährliche Raumgebiete". Wir heben 
vorerst einige für das folgende grundlegende Tatsachen hervor, die der Ver­
fasser bereits in vorangegangenen Veröffent l ichungen klargestel lt hat. 

a) Zu je zwei im Rau m gegebene Aufnahmezentren 01' 02 gehören w 4 
„gefährliche Flächen (im engeren Sinne)", d .  s. orthogonale Regelflächen zweiten 
Grades <I>0, die in  der Kernachse Ocl>-02 Eline ihrer (im al lgemeinen) vier Haupt­
erzeugenden haben. D iese Flächen werden von den w i hren Haupterzeugenden 
normalen Ebenen v nach Kreisen geschnitten (Abb. 2) u nd können (im allg. 

X 

Abb. 2 :  „Gefährl iche Fläche i m  engeren S inn" <Ii0• 
Konstruktion aus der Haupterzeugenden es und vier  Punkten P1, P2, P3, P4. 
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auf r:r.- 1 Arten) als Erzeugnis ZJl!eier kongruenter Ebenenbüschel erhalten werden. 
D i e  Achsen dieser BÜschelpaare sind (im allg. paarweise windschiefe) „ adju n­
gierte" Flächenerzeugenden ev e2, die  eine Involution bi lden. Letztere hat zwei 
(zu sich selbst adjungierte) Haupterzeugenden von der genannten Art zu Doppel­
strahl en9) . 

Wird eine solche Fläche aus 01 und 02 aufgenommen, so ist d ie  gegenseitige 
Orientierung dieses Bi ldpaares mit einer gewissen Unsiclzerheit behaftet, denn die 
Hauptaufgabe besitzt sodann zwei zusammengerückte Lösungen. Dies bedeu t et ,  
p raktisch gesp rochen, daß die beiden Bündel, als starre Gebilde betrachtet, 
bestimmte eng begrenzte Be1J1egungen ausführen können, ohne damit die orientierte 
Lage als solche zu verlassen .  Fiir j ede Fläche w0 gibt es u nendlich viele derartige 
Bewegungen 10) . Sieht man von der Drehungsmögl ichkeit um die Kernachse ab, 
dann sind mit w0 bloß die Verhältnisse der Orientierungsgrößen e indeu tig be­
stimmt 11) . 

b) Unter einem „gefährlic!zen Rau.mgebiet" (im engeren Sinne) (1) ist e ine 
Mannigfaltigkeit von 003 Punkten zu verstehen, deren zugehörige Zielstrahlen­
paare bei einer gegebenen (genügend eng begrenzten) Verlageru ng der beiden 
Bündel du rchwegs )'- Paral laxen erhalten, d ie  - absolut genommen - kleiner 
sind als der mittlere Fehler �� der Parallaxenmessung. D abei  sind folgende zwei 
Fäl l e  zu unt erscheiden : 1 )  Für die „gefährlichen Raumgebiete erster Art" wird 
die )'-Parallaxe zugeordneter Zielst rahlen u nmittelbar am Geländemodell  
gemessen 12) und ihr mitt lerer Fehler �� über den ganzen (Aufnahme-) Raum 
konstant angenommen 13) . 2) Hingegen ist für die „gefälzrlichen Raumgebiete 
ziveiter Art" d ie  )'-Paral laxe auf den . (angenähert) waagrechten Plattenebenen 

9) Man kann auch sage n :  jede solche Fläche <t>0 ist durch v i e r außerhalb e, gelegene 
Punkte P1, P2, P3, P4 im al lgemeinen e indeutig bestimmt. U m  <t>0 aus d iesen Angaben zu 
konstrui eren, hat man aus j edem Punkt Pi das Lot auf es zu fällen, dessen Fußpunkt fi 
auf es aufzusuchen und d ie  in der durch Pi gelegten Normalebene v zu es befindliche Sym­
rnetrale si von p; und fi zu ermitteln (s. Abb. 2) ; die vier Geraden si haben sodann neben 
der Ferngeraden von v noch e ine we i tere gemeinsame Transversale d, und d iese b i l det 
bere i ts j enen D urchmesser von <t>0, auf dem d i e  M ittelpunkte aller von den Ebenen v aus­
geschn ittenen Kre ise l iegen .  - Vgl . h iezu auch [I], S. 30, [II], Nr. 4, [IV], Nr. 6, [VI], Nr. 3, 
und [XI], Schlu ß  von Nr. 2.  - Über a l lgemeine  „gefährl iche  Flächen" s iehe insbesondere 
[ I I ] ,  [VI], [VIII] , [XII I) und [XVI] . 

10) Siehe etwa [I I ] ,  Nr .  7, A, 3, 5, C, 8, sowie [IV], Nr.  6, Satz 1 0, [XI] , Nr.  5, A, B, 
sowie  [XIV], Nr .  3.  

11) D iv id iert man beispielswe ise d i ese Größen durch e ine reel le  Zahl Z )  1 ,  so ergibt 
s i ch dasselbe  Raumgebiet wie  bei den ursprüngl ich angenommenen Orientieru ngsgrößen 
für die y-Paral laxe dpy = Zµ. Man entnimmt dies  ohnewe iters den Gin. 3, 5,  7 in [ XI], 
Nr. 2, sowie den Gin. 2,  3, 6 in [ XIV], Nr.  1. - Vgl. auch [XI], Nr.  4, Formel (3 1 )  b is  (35), 
u n d  [XII],  Nr. 3. 

12) D ies g i l t  nach R. Finsterwalde!', Photogrammetr i e  1 939, S. 1 22, für den „Stereo­
planigraphen" und den „Multiplex". - D i e  Benennung der gefährl ichen Raumgebiete 
„erster" und „zweiter" Art wi rd i n  obigem Text ers tmal ig verwendet. 

13) D i ese  Voraussetzung l i egt den Arbe iten [VII] bis [XIII] zu Grunde. 
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II1 = II� zu messen und der mittlere Fehler d ieser „ Bildparallaxe" konstant 
vorauszu setzen 1 4) (vgl .  Abb. 3). 

X 

Abb. 3 :  „ Gefährl iches Raumgebiet  zwe i ter Art". 
Annahme der Grundfläche <I>0 wie in  Abb. 2 .  

c) In be iden Fällen i st mit dem „gefährlichen Raumgebiet" & zugleich 
ein lineares Büsc/zel von Fläclzen z1veiten Grades <I> festgelegt, d i e  zwei Erzeugenden 
es und f gei11einsam haben. Von d iesen l i egt es in der Kernachse und  f i n  der 
xy-Ebene. jede Fläche d ieses Büsche ls  hat die Eigenschaft, daß die durch ihre 
002 Punkte best immten Zielst rahlenpaare nach der betrachteten Bündelverlage­
rung dieselbe y- Parallaxe dpy aufweisen. Insbesondere bi lden d i e  so den Werten 
dpy = ± µ zugeordneten Flächen <I>+, <I>- d i e  vollständige geometrische Be­
grenzu ng des Rau mgebietes &. Ferner gehört zu dpy = 0 die im Innern von & 
verlaufende „ Grundfläclze" <I>0 des Gebietes. S ie  ist stets eine „gefährliche Fläche 
im engeren Sinne" (siehe a), also orthogonal .  Bei  den „gefährlichen Raum­
gebieten erster Art" sind überd ies al le Flächen <I> orthogonal u nd paarweise 
ähnlich und  ähnlich gelegen 11') , bei j enen „zweiter Art" berühren sich al le <I> 
längs e. und  f (siehe [XIV], Nr. 2). 

d) Für j ede bel iebig geformte Geländefläche, die (soweit das Gesichtsfeld 
reicht) im Innern eines „gefährlichen Raumgebiet es" l i egt, i st d ie  gegenseit ige 
Orient ierung der beiden Zielst rahlenbündel (zufolge h) ebenso unsiclzer J11ie für 
die Grundfläc/ze dieses Gebietes (siehe a). Ist der mittlere Parallaxenfehler µ ein 
für  al lemal bekannt, so werden d ie  Abmessungen dieser Gebiete, vor allem ihre 
Höhenu nterschiede zwischen den Begrenzu ngsf lächen <t>+, <I> -, umso großer, je 
kleiner die den Bündelbe1vegungen zugrunde liegenden Orientierungsgräßen an-

11) D i eser Fall wird i n  [XIV], [XV], [X VI] behandelt .  
16) Siehe [XI],  Nr. 2, Satz 1 ,  und insbesondere Abb. 2,  3, 4. 
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genommen sind 16) . Mit dem Abnehmen d ieser Größen erhöht s ich somit d i e  
Wahrscheinlichkeit dafür, daß das  Modell des aufgenommenen Geländes zur  
Gänze im zugehörigen „gefährlichen Raumgebiet" enthalten ist .  I s t  d ies aber 
der Fall , dann kann die Genau igkeit der Einpassung des vorliegenden Bi ldpaares 
nicht wie üblich du rch Abtasten des ganzen Gesichtsfeldes überp rüft 17) und  
daher auch nicht weiter verbessert werden. 

Nr. 4. Die Nichtkonvergenz <les 011tisch-mechanischen Orientierens. Beim · 

opt i sch-mechanischen Einpassen zweier Luftaufnahmen wird bekanntlich ent­
weder das „ Winkelverfallren" (für unablz'.ängige Bildpaare) mit Festhalten der 
beiden Bündelscheitel angewendet, oder der „ Folgebildanscllluß", bei dem eines 
der Bündel im Rau me unbewegt bleibt .  In beiden Fäl len faßt man die fünf (oder 
sechs) in  Frage kommenden Grundoperationen in bestimmter Art u nd Reihen­
folge zu einem Orientierungsverfahren (siehe [XI I] ,  Nr .  1) zusammen, das mehr­
mals hintereinander zu wiederholen ist .  Dabei sind eiern Verfahren j edesmal 
best immte Werte der Orient ieru ngsgrößen zugeordnet, die sich beim Wieder­
holen Schritt für Schritt verkleinern. Mit j eder einzelnen Anwendung des Ver­
fahrens (oder auch mit j eder Gruppe  aufeinander folgender Grundop erat ionen) 
ist demnach ein bestimmtes „ge/älzrliclzes Raumgebiet" (im engeren Sinn) verbunden, 
dessen Abmessungen mit den abnehmenden Werten der Orientierungsgrößen immer 
umfangreicher JVerden (vgl .  Nr. 3, d). Überd ies ist dabei noch folgendes zu be­
denken : 

Schneiden sich in der Anfangslage der Bündel d ie  beiden von einem Bild­
pu nktpaar herrührenden Zielst rahlen bereits (mit der durch µ bestimmten 
Genau igkeit) im entsp rechenden Punkt P des Geländemodell s, so hat man beim 
Fortschreiten des Einpassens noch solche BündelbeJVegungen auszuführen, bei 
denen I) der in P (abgesehen vom Fehler ± µ) vorhandene Strahlenschnitt n icht 
aufgehoben JVird und 2) JVeitere Paare zugeordneter Zielstrahlen (mit derselben 
Genauigkeit) in Schnittlage kommen. Ersteres i st j edenfalls gewährleistet, wenn 
die an d iesen Bewegungen betei l igten Grundop erationen im Model lpunkt P 
solche Parallaxenänderungen lzerJ1orrufen, die sich gegenseitig aufheben, d .  h .  deren 
algebraische Summe � = 0 ist .  Wäre hingegen beisp ielsweise � = ± µ, dann 
hätten die zu P gehörigen Zielstrahlen in  der neuen Lage der Bündel (nach dem 
Fehlerfortpflanzungsgesetz) den mittleren Fehler ± 1/2 ��. Wir können daher 
in  der Folge annehmen, daß die den genannten Operationen zugeordneten Orien­
tierungsgrößen die als Ortsfunktion aufgefaßte y-Parallaxe, also d i e  rechte Seite 
von GI .  (5) nach dem Einsetzen der Koordinaten x, y, z von P zum Versc/11vinden 
bringen. 

Um die  bei  diesen B ündelbewegungen auftretenden kleinen Verlageru ngen 
des Schnittpunktes P der betrachteten Zielstrahlen festzu stellen, berechnen wir 
bloß den dabei in P auftretenden Höhenfehler dlz. Dieser überwiegt nämlich, 

16) Vgl. a bermals [XI],  Formel (3 1 )  b is  (35), [XII], Abb. 8-10, [XIV] ,  Formel ( 1 4) 
b is  ( 1 8) ,  sow i e  obige Fußn.  1 1 .  

17) Siehe [XII] ,  Nr.  3, Schlußbemerkungen.  
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wie bereits bekannt ist ,  den zugehörigen Lagefehler 18) . Für dlz gilt rn) : dlz = 

� (dx1 - dx2) und  d ies ergibt (siehe [XI ] ,  GI .  1 ) :  

dl _
_ xy d + (x-b) y 1 + x2 + z2 1 _ (x -b)2 + z2 

d l l - b W1 b l Wz b l rpl b qJz 
V Z  V Z  Z X X - b  f - b dx1 + b dx2 + b (db,,-1 - dbx2) - b dbzt + -

b
- dbzz. 

(6) 

Darin kann nach Nr. 2 db.rt = db.,.z = 0 gesetzt werden. Wir kommen auf d iese 
Gleichu ng noch zu rück 20). 

Wird d ie  Gleichung (5) mit z (# 0) multipl iziert und  = 0 gesetzt, so deckt 
sie sich mit der Gleichu ng der Grundfläche C!'>0 des zu den angenommenen Werten 
der Orientierungsgrößen gehörigen „gefährlichen Raumgebietes" (siehe [XI ] ,  
GI .  2,  3, 5 u nd 7) .  Danach bestimmen auclz umgekehrt alle Wertverbindungen dieser 
Größen, welclze die rechte Seite von Gf. ( 5) naclz Einführung bestimmter Werte von 
x, y, z zu Null machen, im Sinne von Nr. 3, b, jene „gefährlichen Raumgebiete", 
deren Grundflächen C!'>0 durch den Raumpunkt P mit den Koordinaten x, y, z gelzen. 
Damit i st eine neue sehr wichtige geometrische D eutung der Fehlergleichung (5) 
gewonnen. 

In  Ergänzung obiger Überlegungen denken wir u ns nu n eine solche Lage 
der Zielst rahl bündel erreicht, in der zwei ,  drei, . .  (allgemein) n Paare zugeordneter 
Zielstrahlen sich schneiden ; die Schnittgenau igkeit sei dabei wieder mit ± µ 
gekennzeichnet. D i e  restl ichen Bündelbewegu ngen sind h ierauf so e inzurichten, 
daß sie in  j edem der zwei, . . , 11 entsprechenden Modellpunkten P1, P2, . .  „ P" 
eine verschwindende Gesamtparallaxe dp� erzeugen. Mit anderen Worten : Die 
Orientierungsgrößen haben sodann 11 Gleichungen (darunter höcllstens fünf un­
abhängige) von der Form dp� = 0 zu erfüllen. D er Zeiger i deutet darin an, daß 
in  GI. (5) die Koordinaten des betreffenden Modellpu nktes pi eingesetzt sind. 

Weil  mit  dem Fortschreiten des Orient ierungsvorganges immer mehr 
Strahlenpaare in  Schnittlage kommen, erfüllen d ie  j eweils zugeordneten Orien­
t i erungsgrößen immer mehr Gleichungen von der Form dp� = 0 .  Demgemäß 
hat das damit bestimmte „gefährliche Raumgebiet" die Eigenschaft, daf1 seine 
Grundfläche C!'>0 immer melzr Punkte pi mit dem Geländemodell gemeinsam lzat. 
Da die Model lfläche j edoch offenbar u mso vollständiger im Inneren dieses Ge­
biet es verläuft ,  j e  mehr Modellpunkte auf C!'>0 l i egen, ergibt sich aus d iesen 
Überlegungen : 

Beim optiscll-meclwniscllen Einpassen zweier Luftaufnahmen kommt man 
im Laufe des z'iblichen Verfahrens automatisch immer melzr zu solchen B1lndel-

18) s. etwa K. Rlnner, Eine  elementare Ablei tung usw. Allg. Verm. Nachr. 5 1  ( 1939), 
S. 661 -665, vor letzter Absatz. 

1°) Vgl . w ieder K. Rfnner, a .  a .  0„ Abb. 4. 
20) Wie aus G I .  (6) unschwer abzul e i ten i st, erfüllen alle Punkte des Raumes, in denen 

der Höhenfehler dlz densel ben kle i nen Wert hat, im al lgemeinen e i n  ortllogonales Hyper­

boloid, das von den Paral lelebenen zur xz-Ebene nach Krei sen geschnitten wird;  a l le  der­
artigen Flächen konstanten Höhenfehlers b i lden e i n  homothetisches Büscllel, d. li. s i e  gehen 
durch d i e  Streckungen aus ihrem gemei nsamen M i ttelpunkt ine inander über. 
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beivegungen, deren wgehörige „gefährlichen Raumgebiete" die auszuwertende 
Modellfläche vollständig in sich schließen. Sodann wird aber j eder Versuch, d ie  
Orient ierungsgenau igkeit auf diesem Wege zu verbessern, völlig illusorisch 
(s. Nr. 3, d). 

D ies i st die überaus einfache geometrische Ursaclze für die Tatsache,  daß die 
bisher üblichen Orientieru ngsverfahren über eine gewisse (keineswegs maximale) 
Annäherung h inaus überhaupt nicht konvergieren (vgl. auch [XII] ,  Schluß von 
Nr. 3). 

Nr. 5. ·wichtige Eigenschaften {}er Oricntierungsbeweguugcn zweier 
Zielstrahlbündcl. Weil zu j eder Wertverbindung der Orientierungsgrößen ein 
einziges „gefährliches Raumgebiet" gehört, ist aus geometrischen Gründen 
selbstverständlich, daß die 11 Modellpu nkte pi (n > 4), deren Zielstrahlenpaare 
bei  den damit gegebenen Bündelbewegungen (abgesehen vom Fehler ± µ) in 
Schnittlage bleiben sollen, keine beliebige gegenseitige Lage haben können. Eine 
Fläche <Ii0, auf der diese Punkte l iegen, i st nämlich, wie in Fußn. 9 bereits er­
wähnt, durch vier solche Punkte allgemeiner Raumlage eindeutig bestimmt. 
Sind mehr als l'ier solche Punkte vorhanden, so mi'issen sie entJVeder derselben 
„gefährlichen Fläche" angehören oder die n Bedingungsgleiclmngen dp�. = O 
(i = 1 , . .  , n ;  n > 4) enthalten Widerspr!lclze, so daß keine weiteren Bündel­
bewegungen möglich sind. Zur näheren Erklärung sei h iezu nochmals bemerkt, 
daß dabei von gemeinsamen Kippungen (Querneigungen) beider Bündel ab­
gesehen wird u nd sodann j e  001 einander proportionale Wertequ intupel der 
Orientierungsgrößen immer dieselbe Grundfläche <Ii0 bestimmen (vgl .  Nr. 3, a, 
und Fu ßn. 1 1 ) .  

Wir  können ferner sagen : Die gesuclzte riclztige Orientierung der beiden 
Bündel ist insbesondere dadurclz gekennzeiclznet, daß es keine (niclzt triviale) 
Verlagerung der Bündel gibt, bei der die Schnittpunkte zugeordneter Zielstrahlen 
von mindestens fünf Punkten, die nicht gemeinsam auf einer Fläche w0 liegen, 
(abgesehen vom Fehler ± µ) erlzalten bleiben. 

Von besonderem Interesse sind solche Bündelbewegungen, bei' denen die 
Schnittlage z w e i e r Paare zugeordneter Zielstrahlen ( im Rahmen der an­
gegebenen Genauigkeit) nicht beeinträchti gt wird .  D erartige Bewegungen weisen 
beachtenswerte Eigenschaften auf. Au s GI. (5) folgt vor allem der 

Satz I: Wird bei einer Verlagerung der beiden Zielstrahlbündel in zJVei 
innerhalb einer Kernebene (y : z "'-' k :  1 )  gelegenen Modellpunkten P1, P2 eine 
versclzwindende Gesamtparallaxe erzeugt, so gilt Gleiclzes für j e d e n Punkt pi 
der räumliclzen Verbindungsgeraden p von P1 und P2 (s. Abb. 1 ) . 

I n  der Tat, setzt man in GI .  (5) die Koordinaten X11 )'1 = k Zv z1 von P1 
und h ierauf die Koordinaten x2, )'2 = k z2, z2 von P2 ein, so folgt au s den so 
gewonnenen Gleichungen durch l ineare Kombination mittels beliebiger ree l ler 

Faktoren, d ie  wir in der Form 1� , : verwenden : m ·  n m n 



dp; = - ( !  + k2) zi (d(J)1 - d(J)2) + k xi dcp1 - k (xi - b) dcp2 + 

+ xidx1 - (x1 -- b) dx2 + dbn - dby2 - k (dbz1 - dbz2) 

Dabei wurde zu r Vereinfachu ng 
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(7) 

17lX1 + llX2 
= 

,.; 111)'1 + 11 )12 
= \li l11Z1 + 1122 • 

l 
mdp;�· + ndp_e _ d i ·' ' ' 111 + 11 

= Z' LI n c /77 + /1 - P.r m + n  111 + 11 · 

gesetzt. D ie  Gleichung (7) besagt aber, daß d ie  )'-Parallaxe im neu en Punkt pi 
mit den Koordinaten xi, yi = k zi, zi ebenfalls verschwindet, sobald dp; = dp� 
= 0 ist. 

Beim p raktischen Einpassen können selbstverständl ich nu r solche Punkte 
der Raumgeraden p beobachtet werden, d ie  zugle ich auf der Modellfläche l i egen. 
Insbesondere kommen bei (nahezu) ebenem Gelände al le Punkte von p für d ie  
Anwendung von Satz 1 in Betracht . 

Ferner gilt f olgender 

Satz 2 :  Bleiben bei einer Bündelverlagerung in ZJVei verschiedenen Punkten 
P1, P2, J11elche dieselbe Abzisse x auf1Veisen, die Parallaxen dp�. und dp�. = 0, 
so gilt das Gleiche für alle Punkte pi auf dem Kreis k in der Normalebene x = x 
zur Kernachse (y = z = 0), der durch P1 (x, Yv 21) und P2 (x, y2 , 22) gelzt und 
diese Gerade schneidet (s. Abb .. 4) . 

Au s den Gleichungen d ieses Kreises 

y2 + 22 y z 
X = X, Yi + 2i )'1 Z1 = Ü (8) 

y� + z� Y2 Z2 

folgt nämlich,  daß die rechte Seite von GI .  (5), mit z1 multipliziert, für j edes 
Wertepaar y, z, das der GI .  (8) genügt, ebenfal ls = 0 ergibt, wenn d ies für  
y1 , z1 und )'2 , z2 zutrifft. D er in  Rede stehende Kreis k geht  insbesondere in  e ine  
die Kernachse normal schneidende Gerade über, wenn y1  z2 -- )12 z1 = 0 ist .  

Betrachten wir endlich drei Raumpunkte P1, P2, P3, welche dieselbe 
Abzisse x = x besitzen und keinem Kreis mit Gleichungen von der Form (8) 
angehören. D i e  Koordinaten dieser Punkte genügen der Bedingung : 

Yi + Zi Y1 Z1 
.Y� + z� Z2 Y2 (9) 
)'� + z� )'3 Z3 

jeder Pu nkt pi des durch P1, P2 gehenden und die Kernachse normal schneiden­
den Kreises k (vgl .  Gin. 8) hat sodann die im Satz 1 ausgesprochene Eigenschaft. 
Ferner bestimmt j eder solche Punkt pi von k im Verein mit dem Pu nkt P3 
einen weiteren Kreis ki von gleicher Lage und Eigenschaft. Da al le derartigen 
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Kreise ki e in ell iptisches Kreisbüschel bi lden (s. Abb. 4) u nd daher die Ebene 

x = x voll ständig au sfüII·en, ergibt sich h ieraus der 

y 

Abb. 4 :  !\re i s  k i n  Normalebene v zur I\ernebene. 

B le ibt in zwe i Punkten P1, P2 von k bei e iner Bewegung der Bündel dP.r = O, dann g i l t  
Gle iches für j e d e n  Punkt P ;  von k.  

Satz 3 :  Wird bei einer Verlagerung der beiden Z ielstrahlbündel in drei 
verschiedenen Punkten P\ P2, P3 innerhalb einer Normalebene x = x zur Kern­
achse die )'-Parallaxe dp;. = 0 hervorgerufen und erfüllen die Koordinaten dieser 
Puilkte x1 = x, )'1 , z1 1• x2 = x, y2, z2 1• X3 = x, )'3, z3 die Bedingung (9), so ver­
sclllVindet die y-Parallaxe dpy in jedem Punkt pi der o:>2 Punkte der Ebene x = X. 

D ieser Satz diirfte für die  Beu rteilu ng wie auch fÜr d ie  Herleitung von 
Odent i erungsverfahren n och von beachtl i chem Nutzen sein.  

I st d ie  D eterminante (9) gleich Nu ll , dann befinden sich d ie  Punkte 
P1, P2, P3 auf einem die Kernachse normal schneidenden Kreis k u nd es gilt 

sodann wieder der Satz 2. Damit h ingegen für e in bestimmtes x u nd für j edes 
beli ebige Wertepaar )', z nach Satz 3 stets dpy = 0 wird, ist notwendig u nd 
hinreichend, daß die Orientierungsgrößen gleichzeitig folgende, au s (5) zu ent­
nehmende Relationen befriedigen : 

Diese drei Gleichu ngen lauten insbesondere 

A) beim \Vinkelverfahren 

(dbn = dbzi = dby2 = dbz2 = 0) : 

( 1 0) 

d W1 = d W2 ,  d iJ 1 : if cp2 = d x1 : d 'X.2 = (X - b) : X = 1 : t. (1 J )  
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Dabei stel lt t = x :  (x - b) das Teilverllältnis 21) des Schnittpu nktes (X, 0, 0) der 

Ebene x = x mit der Kernachse bezüglich der Aufnahmezentren 01, 02 dar. 
Zu j eder Bündelverlageru ng, deren entsp rechende Orientierungsgrößen den 
Bedingu ngen ( 1 1 )  genügen, gehört ein „gefährliches Raumgebiet", dessen 
Gru ndfläche w0 nach Obigem in die Ebenen 

t -
X = t - 1 

b = X u nd )' : z = - d X1 : d Cf!1 = - d X2 : d Cf!2 ( 1 2) 

zerfällt (vgl. [XV], A, I I I , IV) .  Das damit verbu ndene l i neare Flächenbüsche l  
(Nr. 3, c)  besteht  au s co1 orthogonalen Paraboloiden, bzw. aus  co1 J(egel ziveiter 
Ordnung, j e  nachdem das bet rachtete „gefährliche Raumgebiet" von erster 
oder zweiter Art (Nr. 3, b, c) ist. Di ese Paraboloide haben die durch ( 1 2) ge­
gebenen gemeinsamen Richtebenen (siehe [XI] ,  Nr. 3, I a, bzw. [XV], A d), 

hi ngegen berühren die Kegel d ieselben Ebenen längs der Geraden x = x, z = 0, 
bzw. )' = z = 0.  ( [XV], Fall A,  d) 

Wird insbesondere t = 0, also dcp2 = dx2 = 0 vorau sgesetzt, dann fällt 

wegen x = 0 die erste der Ebenen ( 1 2) in die  yz-Ebene, während die zweite nur 
dann o:) mit der xy-Ebene, bzw. ß) m it der xz-Ebene identisch ist, wenn überdies 
o:) dcp1 = 0, bzw. ß) dx1 = 0 ist. Im letzteren Fall besteht die Bündelbewegu ng 
au s einer reinen Schwenku ng der l inken Kammer, bei der - wie bereits  bekannt 
ist - in allen Punkten der yz- und xz-Ebene keine bemerkbare )'- Paral laxe 
hervorgerufen wird (siehe [X I I ] ,  Nr. l ,  A b, bzw. [XV], A, I I I) .  

B) Beim Folgebilclanschluß 

(dw1 = dcp1 = dx1 = dbxt = dby1 = dbz1 = 0) 

reduzieren sich obige Gin.  ( 1 0) auf : 

dw2 = 0, (x - b) dcp2 - dbz2 = 0, (x - b) dY.2 + dby2 = 0 .  ( 1 3) 

D ie  Grundfläche w0 des damit best immten „gefährlichen Raumgebietes" zerfäl lt  
daher in die Ebenen (vgl. [XI ] ,  Nr. 3, I I ,  k, bzw. [XIV] ,  Nr. 1 ,  GI .  6, oder [XV], B) : 

( 1 4) 

Für die zugehörigen l inearen Flächenbüschel (siehe Nr.  3, c) gi lt im wesentl ichen 
dasselbe wie vorhin im Fall A) . Die zweite  der Ebenen ( 1 4) vereinigt sich ins­
besondere mi t  der xz-Ebene, wenn überdies dx2 = 0 i st, d. h. wenn das rechte 
Bündel bloß eine reine Verschwenkung erfährt. D ies stimmt ebenfalls mit bereits 
bekannten Beziehungen überein (siehe [XI I] ,  Nr. 1 , B h, bzw. [XV], B, VII ) .  

Nr. 6.  Die beim Normalfall cles Orientierens auftretencle Abhängigkeit 
zwischen clen Orientierungsgrößen. Beim Normalfall der Luftphotograimnetrie 
wird das E inp assen zweier Folgebilder gewöhnlich mit H ilfe von sec!zs Grien-

21) Siehe etwa }. l(rames, Darstel lende und k inemat i sche Geometri e  für Maschi nen­
bauer,  Wien 1 947, Nr.  9, S. 24. 
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tierungspunkten vorgenommen 22), von welchen 1 u nd 2 in  der Nähe der Nadir­
punkte l iegen, d. s. d ie  Schnittpunkte der durch d ie  Aufnahmezentren gelegten 
Lotstrahlen m it dem Geländemodell, während die übrigen Punkte 3, 4 und 5, 6 
nächst dem oberen und u nt eren Bi ldrand, möglichst innerhalb der Ebenen 
x = 0 und x = b angenommen sind. Es ist du rchaus naturgemäß, daß dabei 
immer wieder auf das Verschwinden der y-Parallaxen in den Nadirpunkten 1 und 2 
geachtet wird. D ies ergibt sich e inmal aus der günstigeren Beobachtungsmöglich­
keit zufolge des steilen Strahleneinfalles an diesen Stel len,  aber auch aus dem 
Umstand, daß gerade diese Punkte bei  den gebräuchlichen Orientierungsverfah­
ren wiederholt zu beobachten sind 23) . Bei Vorl iegen normaler Aufnahme­
bedingungen können wir ferner annehmen, daß unterhalb der Basis, insbesondere 
bei  1 und 2, genügend vie le  gut identifizierbare Bi ldp aare vorhanden sind. D es­
gleichen kann meistens vorausgesetzt werden, daß d ie  Basisstrecke B u nd d ie  
Höhen H1, H2 der  beiden Aufnahmezentren 01 , 02 über Grund bereits beim 
Bildflug hin reichend genau registriert wurden. Wir bezeichnen diese Strecken 
nach i hrer Reduktion auf den Maßstab des Modells mit b, 111, bzw. '12• 

· Liegt nun der mittlere Fehler der Flughöhenmessung u nter dem für  die 
Anwendbarke it von GI.  (5) zulässigen Wert von dbz;, so m üssen die noch aus­
zuführenden Bündelbewegungen so beschaffen sein, daß s ie in  den Modellpu nkten 
1, 2 mit den Koordinaten 

die }'-Paral laxe immer zum Verschwinden bringen. Diese Größen erfüllen daher 
zwei Relationen, d ie  sich au s (5) du rch Einsetzen von ( 1 5) wie folgt ergeben : 

Nach Satz 1 kann man anstatt 1 ,  2 in gleicher Weise auch irgend zwei 
andere Pu nkte P1, P2 auf der räumlichen Verbindungsgeraden p von 1, 2 heran-

22) Vgl. R. Finstenvalder, Photogrammetr i e  1 939, S. 1 1 2 f .  - I m  Hinbl i ck auf den 
Schluß von Nr. 5 se i noch folgendes bemerkt : Ist die  E inpassung zum Beispiel so wei t  
gediehen, daß i n  den Punkten 1 3 5 ke i ne y-Parallaxe z u  beobachten i st, und l iegen d iese 
drei  Modellpunkte auf keinem Kre is,  der die Kernachse schne idet, dann haben al le  Bündel­
bewegungen, welche den Strahlenschnitt in 1 3 5 aufrechterhalten, nach Satz 3 die Eigen­
schaft, daß sie i n  allen Punkten der Ebene x = O und in den ro2 Punkten e iner be­
st immten Kernebene (jedoch in keinem we i teren Modellpunkt) die Parallaxe dpy = O 
erzeugen.  Es gibt daher (bei a l lgemei nen Geländeformen) keine Bü11defbeweg1111ge11, 

welche in mehr als vier der Orientieru11gsp1111kte den Strn!zlenschnitt ungeändert lassen. 

23) D ies hängt übr i gens auch dami t  zusammen, daß d i e  Nadi rpunkte i n  der Mehr­
zahl der zu den Grundoperationen gehörigen „gefährl i chen Raumgebi eten" enthalten sind, 
vgl. [XI !], Nr .  1 ,  Abb. 4, 5 usw. 
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ziehen, sofern P1, P2 auf der Modellfläche l iegen (Abb. 5). Gilt l etzteres ins-

o, 02 X 
1 

1 1 
\ 
1 b 1 
\2 2, 1 I h, 1 h I h, 1 

1 
1 
1 

Abb. 5 :  D i e  Verb indungsgerade p der Nadirpunkte 1 ,  2 enthält Modellpunkt P0• 

besondere für den bei der Modellmitte (x = b/2, y = 0, z) gelegenen Punkt po 
von p, dessen Koordinate 

( 1 6  a) 

die 1 1mittlere Flug/zähe über Grund" angibt, so folgt nach Obigem (vgl .  au ch 
[XI ] ,  GI .  49, 50 a, b,  u nd [X IV] ,  Gin.  1 0 - 1 2) :  

oder : 

lz (dw L - dw2) - � (dx1 + dx2) - (dby1 - dby2) = 0 ) 
ß = }!_ =!!_ = � dx1 + dx2 + _!_ dby1 - dby2

• b B � dw 1 - dw2 b dw1 - dw2 

( 1 7) 

Darin bedeutet ß das „ Basisverhältnis". Übrigens ergibt sich ( 1 7) auch durch 
Summieren der beiden Gin. ( 1 6) .  Subtrahiert man h ingegen d iese Gleichungen, 
so erhält m an als zweit e  (dem Fernpu nkt der Geraden p ent sp rech.ende) Rel ation : 

( 1 8) 

Weil d ie  H öhen der beiden Zentren über Grund sich gewöhnlich nur 
wenig vone inander unterscheiden, wird GI .  ( 1 8) in  vielen Fällen bloß in  der Form 

( 1 9) 

zu verwenden sein. Mit anderen Worten : Die beiden Bündel sind sodann ivälzrend 
der letzten Bündelbewegungen jeiveils um den gleiclzen Winkel zu verkanten. 
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Wie eine naheliegende geometrische D eutung sofort bestät igt (s. Abb.  6), 

Abb. 6: Zie l strahlen zur Mode l lmitte P0 : 

0,0 Ausgangslage ; 1 ,  1 Lage nach Verk ippung dw1, dw2 ; 2,2 nach anschl i eßender Verkantung 
dx1, dx2 ; 3,3 Endlage nach zusätzl i ch er  Verschiebung dby1 , dby2. Bed ingung für die Schn i tt­

lage von 3 , 3  (/z < 0) : 

b b 
Verlagerungsstrecke P0 P = - lzdw1 + 2 dx1 + dby : = - lzdw2 - 2 dx2 + dby2. 

gibt die erste der Gin.  ( 1 7) tatsächlich die Bedingu ng für solche Werte von 
dw1, dw2, dx1, dx2, dby1 , dby2 an, die be i  der Modellmitte P0 Parallaxenänderungen 
von der algebraischen Summe Nul l  hervorrufen (siehe Nr. 4) . jede der übrigen 
Orientieru ngsgrößen ist auf die in P0 auftretende Paral laxe ohne Einflu ß.  In 
Abb. 6 wu rden alle Orientierungsgrößen im Interesse der Deutl ichkeit stark 
vergrößert u nd positiv angenommen. 

Von obigen Formeln ( 1 7) sind vor allem die folgenden, auf A) das „ Winkel­
verfa/7ren" u nd B) den „ Folgebildansc/7/uß" bezüglichen Sonderfäl le von p rak­
t ischem Int eresse (vgl . [XI] ,  Nr. 5, Gin. 50 a, 50 b, und [XIV], Gin. 1 1 , 1 2) .  

A) 

oder : 

bzw. 

B) 

oder : 

lz dw2 + � dx2 - dby2 =� 0 l 
ß _ lz _ 1 dby2 1 dx2 J - b - b dw,i - 2 dw2 

(20) 

(2 1 )  
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Die Formeln ( 1 8) und ( 1 9) gelten im Fal le  A) unverändert, im Falle ß) 
erhalten s ie d ie  Form : 

oder insbesondere : 

b dx2 + (/z1 - /z2) d11)2 = 0 

dx2 = 0.  

( 1 8 a) 

(22) 

Mit Rücksicht auf d ie  vorerst überraschende GI .  (22) sei noch daran 
erinnert, daß e ine by2-Schiebung für das Wegschaffen von Restparallaxen 
entlang der e inzelnen Normalebenen zu r Kernachse j eweils von gleicher Wirkung 
ist wie eine bestimmte %2-Drehung. Mit (22) ist daher die Endphase der Ein­
passung keineswegs behindert. 

Daß die Orientieru ngswinkel dcp1 und dcp2 in den Gleichungen ( 1 6) bis (22) 
nicht aufscheinen, steht durchau s im E inklang mit der längst bekannten Tat­
sache, daß dcp1 und dcp2 als von den übrigen Orientieru ngsgrößen u nabhängig 
anzusehen sind. Es war d ies bereits nach den eingangs erwähnten Untersuchungen 
von R. Finstenvalder 1) zu erwarten, wo sich zeigte, daß d i e  du rch Ausgle ichen 
vermittelnder Beobachtungen berechneten mittleren Fehler von dcp11 dcp2 als 
einzige mit den experimentel l  gefundenen Werten gu t übereinstimmen. Zum 
gleichen Ergebnis gelangten auch E. Gottlzardt 2) , a. a. 0. S .  8, u nd W. K. Baclz­
mdnn 4) , a. a. 0. ,  S. 37. H iezu ist j edoch noch zu bemerken, daß d ieses Fehlen 
der Größen d(f)1, dcp2 in ( 1 6) bis (22) n'u r davon herrührt, daß für  al le unterhalb 
der Basis gelegene Modellpunkte (y = 0) die Glieder mit dcp1, dcp2 in der Fehler­
gleichung (5) wegfallen. D iese Punkte, vor allem die Nadirpu nkte werden aber 
tatsächlich (wie  schon in Nr. 4 erwähnt) beim praktischen Einpassen vorzugs­
weise beobachtet. Ausnahmsweise (z. B. bei Aufnahmen im K üstengebiet) 24) 
kann es indessen au eh vorkommen, daß der Modellbereich unterhalb der Basis 
(nu r  leere Wasserflächen umfaßt, also) keine identifizierbare Pu nktpaare l i efert. 
Man hat sodann im Sinne u nserer Ausführu ngen in Nr. 4 du rchwegs mit Modell­
pu nkten zu operieren, deren )'-Koordinaten von Null beträchtlich abweichen. 

In  e inem solchen Fall enthalten die Relationen von der Form dp� = 0 sowohl 
dcp1, dcp2 wie allenfalls auch dbzt ,  dbz2. Da derartige Fäl le  in der Praxis  nu r sehr 
selten in Betracht gezogen werden, kann der Umstand, daß d ie  Unabhängig­
keit der Verschwenkungen schon früher erkannt wurde, als p raktische Erhärtung 
unserer Schlu ßfolgerungen angesehen werden. 

Nr. 7. Gültigkeitsgrenzen <lcr neuen Relationen un<l Hauptsatz. Für die 
K larstellung der Gültigkeitsgrenzen der Gin. ( 1 6) bis (22) ist noch d ie  räu ml iche 
Verlagerung von Bedeutung, welche d ie  Nadirpunkte 1 ,  2 oder der Punkt po 
be i  der Model lmitte zufolge der betrachteten Bündelbewegu ngen erfährt . Nach 
Nr. 4 genügt es, den an diesen Stellen auftretenden Höhenfehler dlz zu berechnen. 
Nun  ergibt aber GI. (6) für y = 0 u nd db.d = db_.2 = 0 :  

dlz = 

x2 + z2 
d - (x - b)2 + z2 

i - x db + 
x - b db b Cf1 b l CfJ2 b zl b z21 (23) 

24) Vgl .  h iezu etwa P. Tlwm, Photogrammctr ischc Auswertung ebener Gelände. 
D issertat ion Stockholm, 1 939. 
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für 1, 2 und po i nsbesondere : 

h 2 h 2 
dlz = T (dCf1 - dCf2) - b dCf2 - dbzJ1 d!z =---f (dcp1 - drp2) + b dCf!1 - dbzi (24) 

bzw. 
b2 + (h i + 17 � )  1 dh = 4 b (dCf1 - dCf2) - 2 (dbzt + dbz2). (25) 

Man entnimmt daraus, daß d!z für al le u nterhalb der Basis gelegene Modell­
punkte gerade von den in  ( 1 6) bis (22) aufsche inenden Orientieru ngsgrößen 
u nabhängig ist. I nsbesondere hängt dlz in den Punkten 1, 2 u nd P0 A) beim 
„ Winkelverfahren" bloß von den Verschwenkungen, B) beim „ Folgebild anschluß" 
bloß von dCf2 u nd dbz2 ab. Dies erleichtert d ie  Abschätzung des Höhenfehlers 
beträchtl ich. 

Wir sind damit in der Lage, f ür j eden in Frage kommenden Fall j ene 
Schranken der Bündelbewegungen zu berechnen, innerhalb welcher etwa d ie  
Schnittpunkte der  nach den Model lpunkten in der  xz-Ebene z ie lenden Aufnahme­
strahlen im I nnern des zugeordneten „gefährlichen Raumgebietes" bleiben. Um 
dies an H and konkreter Beispie le näher darzu legen, stützen wir u ns wie bei 
früheren Gelegenheiten (siehe [XI I ] ,  Nr. 1 ,  [XIV] ,  Nr. 4) im Falle A) des „ Winkel­
verfahrens" auf die von R. Finstenvalder im Jahre 1 934 verwendeten Aufnahme­
daten, bzw. B) beim „ Folgebildansc!zluß" auf die b e i  W. K. Bachmann ( 1 943) 
e ingehaltenen Versuchsbedingungen. 

A) Im ersteren Fal l e  war b = 1 60 mm, h = - 41 2 111111 und die in der 
. Modellebene z = h gemessene y-Paralaxe hatt e den mittleren Fehler µ = 0'03 111111 . 
Ferner betrugen d ie  empirisch gefundenen mittleren Orientieru ngsfehler (für  
beide Kammern durchschnittl ich) : 

111 (J) = ± J ' 61 , 111 <fi. = ± 3', 111 Xi = ± 3'6' .  

Ertei len wir den Orientieru ngswinkeln die k-fachen Beträge ihrer mitt leren 
Fehler (k > 1 ) , so ist der Höhenu nterschied zwischen der Grundfläche <I>0 und 
einer Begrenzungsfläche <I>± bei  der  Modellmitte nach bereits früher abgeleiteten 
Formeln (siehe [XI] ,  GI .  3 1 ,  34 a, und [XIV],  GI. 1 5) :  

l) Bei  einem „gefährlichen Raumgebiet erster Art" (siehe Nr. 3) : 

41 2 
J\11 - 4 � �� 1 - 4 160 

o·o3 1 
2 k. 2 d x; 2 2 k . 3. 6 : p' mm = k 73· 7  mm, sowie 

2) für ein „gef ährliches Raumgebiet ziveiter Art" (wegen df. = dp0 : f = 
0·03 : h) : 

Q + = - lz -
1 

+ df. d (J) + 1 

- 4 1 2  - 1 
+ 4 1 2  1 · 5  111111 = ± 0·0 1 55 1< + 0·002427 171177 ' 
- 0·03 k . 3438 + 1 

Diese Abmessung gilt wegen /z1 = /z2 = lz i n  beiden Fäl len zugleic!z für alle 
Stellen unterhalb der Basis (vgl . [XI] ,  Nr. 2, Nr. 4, bzw. [XIV] ,  Nr. 2, b, oder 
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[XV], A c, B j ) .  Andererseits ergibt sich au s obigen Formeln (24) und (25) für 
dcp1 = ± k .  3', dcp2 = + k .  3' in den Punkten 1 oder 2 :  

dlz = ± k .  1 · 99 mm, bzw. i n  P0 : dlz = ± l '92 mm. 

D emnach i st dlz in den Punkten 1 u nd 2 etwas größer als an der Modellmitte.  
Wir berechnen nun j ene größten Werte von k, bei  denen der Schnittpu nkt der 
zu 1 (oder 2) gehörigen Zielst rahlen u ngünstigsten Falles bis an d ie  e ine Be­
grenzu ngsfläche des „gefährlichen Raumgebietes" verlagert wird. Zu diesem 
Zweck setzen wir : 

Für 1)  

bzw. für  2) 

M 1 2 = dlz, also k 73 ·7 = k .  1 '99, 

Q ± = dlz = k . 1 '99. 

Man erhält hieraus im Fal le 1 )  k ::::; 6' 1 ,  bzw. im Falle 2) (als kleinere Wu rzel 
e iner qu adratischen Gleichu ng) k z 5'6. 

Danach l i egen die verlagerten Strahlenschnittpu nkte u nt erhalb der Basis 
höchstens gerade dann auf der Begrenzu ngsfläche w+ oder w- (vgl .  Nr. 3, b, c, d), 
wenn die Orientierungswinkel innerhalb folgender Grenzen l iegen 25) : 

„gefährl . Raumgebiete" 1 d w  = d w1 - d w2 :  1 d Cf1 : 1 d x1 :  
1)  erster Art : ± 10 '  ± 1 8' ± 22' (26) 

2) zweiter Art : ± 9' ± 1 7' ± 20' 

Wie schon in Nr. 3, d, u nd Nr. 4 erwähnt wurde, werden d ie  Orientierungs­
winkel beim Einpassen eines Bi ldpaares Schritt für Schritt verkleinert, und zwar 
nehmen sie sch l ieß lich Werte an, die wesentliclz unterhalb der soeben angegebenen 

Schranken !legen. Fiir a l le  solche Werte ist j ecloch 1) dlz < � bzw. 2) dlz < Q± 
u nd damit i st sie hergestel lt ,  daß JVährend der durc!z ( 26) gekennzeichneten End­
phase des Orientierens die längs der xz-Ebene vorhandenen Schnittpunkte ent­
sprechender Zielstrahlen verläßliclz im Innem des zugehärigen „gefälzrliclzen Raum­
gebietes" bleiben. 

Für den B) „ Folgebild anschluß" ergeben sich die analogen Grenzen wie 
folgt. Wir nehmen h iefür (nach W. K. Bachmann) b = 1 00 mm, f = 1 64 mm, 
lz = - 324 mm u nd den mittleren Fehler der in der Model lebene z = lz ge­
messenen )'-Parallaxe mit µ = 0·04 mm an. D i e  von W. K. Bachmann u nter 
diesen Vorau ssetzungen experimentel l  f estgestel lten mittleren Orientierungs­
fehler betrugen : 

l11w2 = ± 2·s1, 111'{>2 = ± 4'5', m11.2 = + l ' 1 1 , 

171bY2 = ± 0·32 mm, 171bz2 = ± 0 ' 1 0  mm. 

25) Daß hier in  d i e  Winkel dxi ebenfal ls  m i t  dem k-fachen Betrag ihres mittleren 
Fehlers angeführt wurden, ist  mit dem in GI. (20) ausgedrückten Zusammenhang zwischen 
den Orientierungswinkeln begründet. 
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Werden wieder die mit einem Faktor k multipl iz ierten Beträge dieser 
Fehler (k > 1 )  als Orientierungsgrößen angenommen, so ist für ein „gefährliches 
Raumgebiet erster oder ziveiter Art" (siehe [XI] ,  Formei 34 b, 35, bzw. [XI V], 
Formel 1 8) :  

M 0'04 1 1 )  2 = k . 2.5 3438 = 7( 55 mm, 

bzw. (wegen d f.. = 0'04 : h) : 
0 ·04 
324 324 

1 

2 · 5 o ·04 111111 = ±--,---k -. o-·-o-1 8_L _____ o_·o-o-30_8_8 · 

± k 3438 - 324 

Aus den G leichungen (24), (25) folgt ferner für dcp1 = dbz1 = 0, dcp2 = 

- k . 4'5', dbz2 = -- k .  0 · 1  mm als H öhenfehler in den Pu nkten : 

1 1 po 2 

d /z = j k .  l ' 6 1  mm j k . 1 ·4 1  mm 1 k . 1 ·37 mm 
Wie man sieht, i st j etzt dh beim Model lpunkt 1 am größten, be i  2 am 

kleinsten. Aus dh = 1 · 6 1  k = 1) � bzw. 2) Q ± ergibt sich nu nmehr ähnl ich 

wie vorh in u nt er A) als Höchstbetrag des Faktors k :  

1 )  k = 5·9 bzw. 2) k = 5'8. 

Für d iese Werte von 
k 

können die verlagerten Strahlenschnittpu nkte im 
ungünstigsten Fal l  auf e ine der  Begrenzungsflächen des „gefährlichen Rau m­
gebiet es" gelangen. Somit i st d ie  Endphase des Folgebil danschlusses im vor­
l i egenden Beisp iel durch folgende Schranken festgelegt : 

1 111 I
I (27) 

1171 

„gefährl .  Raumgebiet " 1 d (J) 1 d cp 1 d'X. 1 dby 1 dbz 
1) erster Art : ± 1 4'6' ± 26'4' ± 6'4' ± 1 '9 mm ± 0'59 n 
2) zweiter Art : ± 1 4'4' ± 25'9' ± 6'3' ± 1 ·s 111171 ± D'58 n 

Wenn wir nu n beisp ie lsweise voraussetzen, daß bei den einzelnen in Nr. 4 
gekennzeichneten Orientieru ngsschritten j ede daran betei l igte Orientieru ngs­
größe stets kleiner (höchstens ebenso groß) i st wie beim j eweils vorangegangenen 
Schritt, dann können wir nach obigem festste l len : 

In den betrachteten Fällen bleiben bei jeder Bewegung der beiden Zielstrahl­
bündel, die sich innerhalb der Schranken ( 26) bzJV. ( 27) hält, die Schnittpunkte 
der zum Modellbereich unterhalb der Basis gehörigen Zielstrahlenpaare verläßlich 
innerhalb des durch diese Beivegung bestimmten „gefährlichen Raumgebietes' ' .  

Weil e i n  Verschwenkungswinkel dcp; auch a l s  H öhenunterschied db,,; = 

B dCF,; 
zwischen den beiden Aufnahmezentren zu r Geltung kommt, sind mit 

p 
(26) und (27) zugleich bestimmte Genau igkeitsgrenzen für  die Flughöhen H1, H2 
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über Grund im Augenblick der beiden Aufnahmen vorgezeichnet .  Man berechnet 
leicht, daß dieser Höhenfehler (etwa bei einer Basi slänge B von 1 000 m) für d ie  
betrachteten u nabhängigen Bildpaare (siehe A) ru nd 5 m, hingegen für  obigen 
Folgebildanschlu ß (B) ru nd 7 m beträgt. Man erkennt darau s, daß die Flughöhen­
messu ng z. B. mittels Funkpeilung26) für d en vorl iegenden Zweck au sreichend 
genau wäre. Wir können nu nmehr die Ergebnisse wie folgt zu sammenfassen : 

Hauptsatz : 

Sind zwei angenäherte Senkreclztaufnalzmen eines Geländes gegeben und kennt 
man mit der soeben angegebenen Genauigkeit die Flughöllen über Grund H1 .• H2 
dieser Aufnahmen, so erfüllen die Orientierungsgrößen in der durc!z Schranken 
von der Art ( 26) bzw. ( 27) gekennzeichneten Endphase des Einpassens die Bedin­
gungsgleic!mngen ( I7) und ( I8} ; für unabhängige Bildpaare oder den Folgebild­
anscllluß gelten insbesondere die Gleichungen (20) und (I8} bziv. (2I) und (I8 a) . 
Liegt der H'ölzenunterschied H 1-H 2 unterhalb der oben '1ervorge/10benen Grenze, 
dann gilt im Besonderen (neben Gl. I7, 20 bzw. 2I} auc!z noc/z Gl. (I9} bzw. (22) . 

( Schluß folgt.) 

Literaturbericht 

Buchbesprechung 

Prof .  Dr. sc. t echn. Max Z e l l e r : L e h r b u c h  d e r P h o t o g r a m­
m e t  r i e. Mit  1 97 Figu ren und 38 Abbildu ngen auf Tafeln. 304 Seiten 8°. I n  
Leinwand gebunden Fr. 32 .  - .  Verlag : 0 r e 1 1  F ü s s 1 i in  Zürich 1 947. 

Wie in den meisten Gebirgsländern hat auch in der Schwe iz  die Photogrammetr ie  
speziel le Pflege und erhöhte Anwendung gefunden und dadurch e ine besonders erfreul i che  
Entwicklung genommen, so daß  d i e  Schwei z  heute zu den  führenden Staaten auch a uf 
d iesem Gebiete gehört. 

So ist es  erklärl ich, daß dieses jüngste L e h r  b u c h  d e r  P h o t o  g r a m­
m e t r i e, verfaßt von e iner so gewichtigen Autorität des schwei zer ischen Vermessungs­
wesens, wie es Professor Dr. Z e 1 1  e r  i st, der als Inhaber des Lehrstuhles für Photogram­
metr ie und als Le i ter  des Photogrammetrischen Institutes an der Technischen Hochschule 
in Zürich sowohl als Theoret iker wie auch als Prakt iker  i nternationalen Ruf besitzt, 
von allen Fachkre i sen mit größtem Interesse entgegengenommen wird .  

Der Verfasser gl iedert in  se inem Werk den Stoff in  4 Abschn itte, welche behandeln : 
1 .  D i e  optischen und photogrammetrischen Grundlagen der Photogrammetrie .  2. D i e  
terrestrische Photogrammetri e  m i t  ihren vielfachen Anwendungen, i nsbesondere für topo­
graphische Aufnahmen, für die Herstellung technischer Pläne, für die Ball ist ik, als Nah­
photogrammetrie und als M ikrophotogrammetrie .  3 .  Die Luftphotogrammetr ie einschl ieß­
l i ch Entzerrung, Luft- und Radialtriangulation . 4. D ie  Anwendung der Luftphotogrammetr i e  
speziel l  für  topographische Karten und technische Pläne, für  den  Kataster und für  agrarische 
Operationen, für geologische Kartierungen, ferner die Anwendung der Entzerrung und 
die Anwendung der Lufttr i angulation be i topographischen Aufnahmen. 

26) Di esen H inweis verdanke i ch me inem e i nstigen Schüler K. Rinner. 
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Genauigkeitssteige:rung der gegenseitigen Einpassung 
von Luftaufnahmen auf Grund noch nicht beachteter 
Bedingungsgleichungen zwischen den O:rientie:rungs-

größen 

Von Josef K r a m e  s, Wien, korresp ondi erendes Mitgl ied der österr. Akademie 
der Wissenschaften  

(Mit 6 Textabbildungen) 

VeriJ'ffentlic!mng des Bundesamtes fiir Eic!z- und Vermessungswesen 

(Schluß) 

.Nr. 8. Vergleich mit Untersuchungen von R. Finstcnvalcler und E. Gott� 
hardt. Mit den vorangegangenen Ausführungen sind zugleich gegenüber den 
Ergebnissen der Arbeiten anderer Autoren wesentliche Fortschritte erzielt . Wir 
verweisen zu erst auf R. Finstenvalder 7) , der gezeigt hat, daß beim Vorliegen des 
sogenannten „gefährlichen Drehzylinders", u nd zwar beim Winkelverfahren, die 
Summe dx,1 + dx,2 u nd die Differenz dw __:_ dw1 - dw2 überall im Gesichtsfeld 
einen konstanten Quotienten besitzen. Er hat j edoch n icht bemerkt, daß dieser 
Qu otient stets gleich dem doppelten Basisverhältnis ß ist (vgl . etwa obige GI. 20) .  
überdies sei noch hervorgehoben, daß diese Relat ion für das Auftreten des 
„gefährlichen Zylinders" wohl eine notwendige, j edoch keineswegs auch eine 
hinreichende Bedingung darstellt. D enn für jedes gegebene Basisverhältnis  
ß = h/b gibt es  ja  insgesamt 00 3  „gefährliche Flächen im engeren S inne" «I>0, 
welche den Modellpunkt P0 mit den Koordinaten x = b/2, y = 0, z = h = b ß 
enthalten (vgl. [XI], Nr. 4, Satz 3). Genügen aber die Orient i erungsgrößen bloß 
der Bedingung (20), bzw. (2I), so i st damit nur sichergestellt, daß die zugel70'rigen 
„gefährlichen Raumgebiete" (sowohl für das Winkelverfahren wie auch für den 
Folgebildanschluß) je eine dieser 00 3  Flächen zur Grundfläche haben (vgl .  Nr. 4, 
Absatz nach GI. 6). Um als Gru ndfläche i nsbesondere den „gefährlichen Zylinder" 
zu erhalten, hat man den fünf Orientieru ngsgrößen neben (20) bzw. (21) auch 
noch (19) bzw. (22) u nd zwei weitere, also insgesamt vier Bedingungen vorzu­
schreiben. Diese lauten (gemeinsam angeschrieben) : 

A) Beim ·winkelvedahren : 

2 ß dw - (d"l..1 + d"l..2) = 0 

dY.1 - dx,2 = 0 

dcpl - dcp2 = 0 

dcpl = dcp2 = 0 

(20) 

(19) 

(28 a) 
(29 a) 

B) Beim Folgebildanschluß : 

dx,� = 0 

dcp2 = 0 

dbz2 = 0 

(2 1 )  

(22)  

(28 b) 
(29 b) 



57 

Von diesen Gleichu ngen gibt ( 1 9) bzw. (22) für sich allein die Bedingu ng 
dafür an, daß die Fläche <I>0 i n  der xz- Ebene, u nterhalb der Basis, eine zur Kern­
achse parallele Erzeugende besitzt 27) . Ferner i st (28 a oder b) allein kennzeichnend 
für solche Gru ndflächen <I>0, deren zweite in  der xz-Ebene neben der Kernachse e. 

vorhandene Erzeugende f (siehe Nr. 3, c) zu e. parallel i st . Dazu sei noch bemerkt, 
daß von den 004 verschiedenen Wertverbindu ngen von dw, dcp11 dcp2, dx11 dx2, 
bzw. dw2, dcp2, dx2, dby2 , dbz2, welche der Bedingu ng (20) bzw. (2 1 )  genügen, 
jeweils 00 1  proportionale Quintupel auf dieselbe Grundfläche <I>0 führen (vgl .  
Nr. 3, Schluß von a und i nsbesondere Fußn. 1 1 ) .  Ferner werden d ie  beiden 
Bedingu ngen (20) u nd ( 1 9) ,  bzw. (2 1 )  u nd (22) gleichzeitig von oo3Wertverbindu n­
gen der Orient ierungsgrößen erfüllt, zu denen 002 Flächen <I>0 gehören, u sw. Man 
erkennt so schl ießlich, daß für das Auftreten des zu r xz-Ebene symmetrischen 
„gefährlichen Drehzyl inders" von gegebenem Durchmesser Jz = ß · b tatsächlich 
das gleichzeitige Bestehen der angeführten vier Bedingungen notwendig u nd 
hinreichend ist (vgl .  auch fXI], Nr. 3, 1 e, h, I I, q, t, bzw. [XIV], Nr. 3, [XV], A, e) . 

Bei diesen Erwägungen kommt immer wieder die bereits i n  Nr. 4 (Absatz 
nach GI. 6) hervorgehobene geometrische D eutung der allgemeinen Fehler­
gleichung (5) zur Geltung. Wenn man nu n bedenkt, daß d iese Gleichu ng streng 
genommen nur für infinitesimale Orientierungsgrößen richtig i st, mit anderen 
Worten, daß (5) u mso genauer gilt, j e  kleiner die Orientierungsgrößen angenom­
men sind, so erkennt man j etzt auch, daß die linken Seiten der (j eweils zu erst 
angeführten) Formeln ( I7) bis ( 22) bei gegen Null konvergierenden Orientierungs­
größen von höherei· Ordnung als diese unendlich/dein werden. Demgegenüber haben 
vor allem R. Finstenvalder 7) u nd E. Gotthardt2) bloß erkannt, daß die Verkan­
tungsdifferenz, bzw. (im wesentlichen) die l inke Seite der ersten Gleichung (20) 
auffallend kleine Werte annehmen. 

Zur zuletzt genannten Erkenntnis gelangte Gottlzardt in seiner Habili­
tationsschrift 2) .  Diese beschäftigt sich nur m it dem Winkelverfahren u nd stützt 
sich vor allem auf eine Transformation, durch welche die fünf Orientierungs­
größen dw = dw1 - dw2, dcp1, dcp2, dx11 dx2 durch bestimmte fünf Funktionen 
von ihnen ersetzt werden, d ie  sich wie voneinander u nabhängige („konjugierte") 
Variable verhalten. D iesen besonderen „freieri Funktionen" kommen zugleich 
ausgezeichnet e Genau igkeitseigenschaften zu , u nd zwar ist u nt er den damit 
bestimmten neuen Orientierungsgrößen die folgende 

(30) 

weitau s am genau esten gleich Null .  Sie deckt sich bei  Beachtung des i n  Nr. 2 
eingeführten Koordinatensystems, abgesehen von den Faktoren K und L, mit 
der l inken Seite von (20). D er Wert d ieser Funktion erwies sich am kleinsten 
bei einem Gebirgsrücken u nd war nur u nwesentl ich größer bei einem ebenen 
Gelände u nd einem Gebirgstal . Für j ede dieser Geländeformen wurden auch d ie  
Faktoren K u nd L (siehe GI. 30) berechnet. Bei dem mit e inem Basisverhältnis 

27) Die 00 3  dieser Bedingung genügenden Flächen it>0 s ind in [XI], Nr.  3, I ,  Fall c ,  
sowie [II], Fal l  m ,  näher beschrieben. 
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� = 3: 1 aufgenommenen Tal ergab sich beisp ielsweise L = 0 '975, K = 0 '  158, 
so daß hier 

L: K = 2 mal 3'1 

mit obiger Gleichung (20) auffallend gut übereinstimmt. Danach bilden diese 
Gotthar.dtschen Berechnungsergebnisse bereits eine vorzügliche numerische 
Bestätigu ng für u nsere in Nr. 6 abgeleiteten Bedingungsgleichungen. Seine Be­
trachtungsweise ließe sich in ähnlicher Weise auch auf den Folgebildanschluß 
übertragen. Man hätte zu diesem Zweck fünf analoge Funkt ionen ausgezeichneter 
Genauigkeit abzuleiten, daru nter als Seitenstück zu (30) d ie aus GI. (21) zu 
entnehmende 

(31) 

Nr. 9. Bei·echnung der mittleren Orientierungsfehler auf Grund der Be· 
dingungsgleichungen. Fiir die p raktischen Anwendungen ist jetzt vor allem von 
Interesse, welche mittleren Fehler der Orientierungsgroßen u nter Zugrundelegung 
obiger Bedingungsgleichungen berechnet werden können. Um mit den Ergeb­
nissen von p raktischen Versuchsarbeiten vergleichen zu können, stützen wir u ns 
im  folgenden abermals auf die bereits i n  Nr. 6 herangezogenen Aufnahme­
bedingungen, die von R. Finsterwalder (für u nabhängige Bildpaare), bzw. von 
\V. K. Bachmann (für den Folgebi ldanschluß) verwendet wurden. Da es sich i n  
beiden Fällen u m  eine horizontale Modellebene handelt, gilt h 1  = h2, s o  daß von 
den fünf Orientierungsgrößen jedesmal je  zwei m ittels der Formeln (20) u nd 
(19), bzw. (21) u nd (22) eliminiert werden können. D ie m ittleren Fehler der drei 
rest l ichen Größen ergeben sich sodann nach der gebräuchlichen Methode ver­
mittelnder Beobachtungen. Im Falle 

A) Unabhängiger Bildpaare (nach R. Finstenvalder) haben die sechs Orien­
t ierungspu nkte, in denen d ie )'- Parallaxe beobachtet wird, die Koordinaten : 

X 
)' 
z 

2 3 4 5 

0 160 . 0 160 0 
0 0 168 168 -168 

-412 -412 -412 -412 -412 

6 

160 l 
-168 
-412 

mm (32) 

Eliminiert man nun etwa dx1' dx2 aus GI. (5) gemäß GI. (19), (20), so 
ergibt sich : 

d = - y2 dw + X)' d - (x - b) )' d py z z Cfl1 z Cfl2· (33) 

Wird der m ittlere Fehler der i n  den sechs Orientierungspunkten gemessenen 
)'- Parallaxe (wie bei R. Finstenvalder) mit µ = 0·03 mm angenommen, so erhält 
man au s (33) u n d  (19), (20) mittels der bekannten Gewichtsgleichungssysteme 
die mittleren Orientierungsfehler : 

dw = ± 0'7531, 
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Zur  Gegenüberstellung seien die von R. Finsterwalder au s p raktischen Versuchen 
gewonnenen (durchschnittlichen) Fehlerwerte nochmals angegeben : 

dw = ± 1'62', dx1 = ± 3 '62'. 

Wie man sieht, betragen die auf Grund  u nserer Bedingungsgleichungen berech­
neten Werte rund die H äl/te der empirisch ermittelten mittleren Fehler. Wir 
kommen hierauf noch zu sprechen. Für den 

B) „Folgebildanschluß" 

sind die Koordinaten der sechs Orientieru ngspunkte (nach W. K. Bachmann) : 

X 

)' 
z 

2 3 4 5 

0 100 0 100 0 
0 0 120 120 -120 

-324 -324 -324 -324 -324 

6 

100 } 
-120 
-324 

mm (34) 

u nd die in der Modellebene gemessene )'-Parallaxe hat den mittleren Fehler 
µ = 0 ·04 mm. Wegen GI. (22) ist j etzt nur dby2 gemäß (21) zu eliminieren, so 
daß gilt : 

(35) 

Danach berechnen sich die mittleren Orientierungsfehler wie folgt: 

l11w2 = -1-- I '56', m�2 = ± 3'70', mx2 _:__ ± o ·oo 
mbY2 = ± 0 '147 mm, mbz� = ± 0 '076 mm. 

Hingegen waren die von W. K. Bachmann empirisch festgestellten Werte : 

111w2 = ± 2'43', m�2 = ± 4'48', mx2 = ±1 '08' 
mbY2 = ±0'32 mm, mbz2 = ± 0 ·10 mm. 

Die nach dem angegebenen Verfahren berechneten Fehlerwerte s ind also auch 
in diesem Falle wesentlich kleiner, zum Teil ungefähr bloß halb so groß wie die 
durch praktische Versuche festgestellten. Stellt man den bei Bachmann aufschei­
nenden Verkantu ngswinkel als zu sätzliche V-Schiebung durch die Strecke b dx2 : 

p' in Rechnung, so ist dort m.,,.2 = ± 0 ·01 u nd mbY2 = ± 0 ·35 mm zu setzen, 
wonach obige Feststellungen noch deutlicher in Erscheinung treten. 

. Daß die neu berechneten mittleren Orientierungsfehler in beiden Fällen 
durchwegs bloß rund  die Hälfte der empirisch gefundenen Fehler ausmachen, 
ist wohl einigermaßen beachtenswert. Dieses überraschende Ergebnis hängt 
offenbar damit zusammen, daß durch die Bedingungsgleichungen ( r7) bis ( 22) 
die Unsicherheit bei der Lb'sung der Hauptaufgabe während der Endphase des 
Orientierens wesentlich herabgesetzt wird. D enn bei Beachtung dieser Gleichungen 
hat man nun  nicht mehr für fünf, sondern nur noch für drei (voneinander un­
abhängige) Unbekannte geeignete Werte auf optisch-mechanischem Wege 
herauszufinden. 
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Nr. 10. "Über die erforderlichen Ergänzungen der optisch-mechanischen 
Verfahren und Instrmnente. Daß das optisch-mechanische Einpassen zweier 
Luftaufnahmen umso unsiclzerer wird, je kleiner die wegzuschaffenden Rest­
parallaxen geworden sind, hat man schon längst erkannt und  diesen Umstand 
meistens durch ein mehr oder minder systemat isches Abtasten zu überbrücken 
getrachtet. Statt d ieses dem Zufall au sgelieferten Vorganges hat vor allem 
W. K. Baclzmann die Ausmittlung der Ergebnisse wiederholter (drei - bis sechs­
maliger) Orient ierungen nachdrücklich vorgeschlagen. Dies wurde i ndessen von 
anderer Seite aus wirtschaftlichen u nd arbeitstechnischen Gründen abgelehnt 28) . 

Umso willkommener wird daher eine Genauigkeitssteigerung sein, d ie  bereits i n  
einem einzigen Arbeitsgang u ngefähr d ieselbe Wirku ng erzielt, w i e  d ie  von 
W. K. Bachmann vertretene J ,ösu ng. 

Eine solche Verbesserung des Orientierungsvorganges i st m it obigen 
Ausführungen am Schluß von Nr. 9 unmittelbar gegeben. Sie läuft einfach 
darauf hinaus, die Orientierungsbewegungen wälzrend der durch Sc!zranken von der 
Größenordnung in ( 26) und ( 27) bestimmten End p!zase immer nur mit der durclz 
die Bedingungsgleiclzungen ( I7) bis ( 22) zum Ausdruck gebrachten gegenseitigen 
Abhängigkeit (Koppelung) auszufülzren. 

A) Beim „ Winkelverfalzren" 

hat man z. B. gleichzeitig mit j eder Verkippung (Qu erneigung) des einen Proj ek­
t ors durch einen kleinen Winkel dw beide Proj ektoren wegen GI. (20) derart im 
Ausmaß dxv bzw. dx2 zu verkanten, daß 

dx1 + dx2 
= ß dw 2 

ist .  D i e  h iefür erforderliche Kenntnis der Größe von ß ist entweder den während 
des Bi ldfluges registrierten Daten oder den in der vorl iegenden Endphase des 
Einpassens bereits (angenähert) vorhandenen Strahlenschnittpunkten zu ent­
n ehmen. Da desgleichen auch die Höhen fzv lz2 der beiden Bündelscheitel über 
der Modellfläche hinreichend genau bekannt sind, kann außerdem noch gemäß 
GI. (18) die Verkantungsdifferenz 

fz1 - fz2 
dx1 - dx2 = 

b 
dw 

angenommen werden. Zu jedem durclzdrelzten Winkel ,dw gelzören also eindeutig 
bestimmte Werte dxl> dx2 der Verkantungswinkel. Neben d iesen gekoppelten 
Bündeldrehungen stehen sodann noch die davon u nabhängigen Verschwenkun­
gen durch kleine Winkel dcp1 u nd dcp2 für d ie  H erstellung der gesuchten end­
gültigen Einpassung zur Verfügung. 

B) Beim „Folgebildanschluß" 

(z. B. mit Festhalten der l inken Kammer) sind d ie  durch d ie  Gleichungen (21) 
u nd (22) vorgezeichneten Koppelungen der Bündelbewegungen einzuhalten.  

28) Siehe  A .  Brandenberger, Fehlertheori e  der  äußeren Orientierung von Ste ilauf­
nahmen, Dissertation Zür ich 1 946, S. 136 f. 
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Verkippt man etwa den rechten Proj ektor durch e inen Winkel dw2, so i st er  
wegen Gin. (18), (21) u nd (16 a)  gleichzeitig damit durch den Winkel 

1 hl - 112 d «X.2 = - b (J)2 

zu J!crkanten und außerdem durch die kleine Strecke 

b 
dby2 = h dw2 + 2 dx2 = '12 dw2 

parallel zur )'-Richtung zu verschieben. Zur Lösung der Hauptaufgabe sind nun­
mehr bloß geeignete Werte der drei Größen dw2, dcp2 und dbz2 auf optisch-mechani­
schem Wege zu ermitteln. 

Zur erleichterten Ausführung der soeben geschilderten gekopp elten Bündel­
bewegungen kann man schließlich die bisher verwendeten Orientierungsmaschinen 
zusätzlich mit geeigneten, u nseren Bedingungsgleichungen entsprechenden 
Mechanismen au sstatten, die j eweils nach Bedarf, d. h .  während der bezeichneten 
Endphase des Orient ierens in Funktion zu setzen wären. Beispielsweise würde 
beim Winkelverfahren für den meist ens vorl iegenden Fall der Anwendbarkeit 
von GI. (19) ein einfaches Zahnradgetriebe einzubauen sein, um die gleichzeitige 
Verkantung beider Proj ektoren um j eweils gleiche Winkel zu gewährleisten. 
Ebenso lassen sich leicht weitere Mechanismen ausfindig machen, mit deren 
H ilfe auch die übrigen Bedingu ngsgleichungen je nach Bedarf (mit ausreichender 
Genau igkeit) automatisch erfüllt sind. 

Es erübrigt sich sodann noch die Aufstellung von Orientierungsverfahren 
nach dem Vorbi ld der bisher üblichen, die alle auf Otto v. Grubers Prinzip ien 
zu rückgehen. Während j edoch darin im wesentl ichen immer fünf verschiedene 
Grnndoperationen zu einem Orientierungsverfahren zusammengefaßt waren, 
sind bei den neu zu entwickelnden Verfahren für die Endphase des Einpassens 
bloß drei (voneinander u nabhängige) Grundop erat ionen in geeigneter Weise 
aneinanderzu reihen. 

Die Anfänge der relativen Scbweremessung 
Von Vermessungsrat Dr. Robert N o  r z, Leiter des Vermessungsamtes in Schwaz 

(Veröffentlic!nrng des Bundesamtes für Eich- und Vermessungswesen) 

Am 1. März 1947 waren es 60 Jahre, seit der erste Pendelapparat zur 
Durchführung relativer Schweremessungen fertiggestellt u nd i n  Verwendung 
genommen wu rde. Da dieser App arat i n  Wien konstru iert u nd ausgeführt 
worden war, die relat ive Schweremessun g  von hier ihre,n Ausgang nahm und  
der Pfeiler im Pendelkeller des Bundesamtes für  Eich- u nd Vermessungswesen 


