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Genauigkeitssteigerung der gegenseitigen Einpassung

von Luftaufnahmen auf Grund noch nicht beachteter

Bedingungsgleichungen zwischen den Orientierungs-
grofien

Von Josef Krames, Wien, korrespondierendes Mitglied der dsterr. Akademie
der Wissenschaften

(Mit 6 Textabbildungen)

Ubersicht:

Nr. 1. Vorbemerkungen,

Nr. 2. Die grundlegende Fehlergleichung.

Nr. 3. ,,Gefdhrliche Flachen' und ,,gefahrliche Raumgebiete®,

Nr. 4. Die Nichtkonvergenz des optisch-mechanischen Orientierens.

Nr. 5. Wichtige Eigenschaften der Orientierungsbewegungen zweier Ziel-

strahlbiindel.

Nr. 6. Die beim Normalfall des Orientierens auftretende Abhdngigkeit
zwischen den Orientierungsgrofien,

Nr. 7. Giiltigkeitsgrenzen cer neuen Relationen und Hauptsatz.

Nr. 8. Vergleich mit Untersuchungen von R. Finsterwalder und E. Gott-
hardt.

Nr. 9. Berechnung der mittleren Orientierungsfehler auf Grund der Be-
dingungsgleichungen,

Nr. 10. Uber die erforderlichen Erganzungen der optisch-mechanischen
Verfahren und Instrumente.

Ne. 1. Vorhemerkungen. R. Finsterwalder ) erkannte bereits im Jahre
1933, daB die fiir das optisch-mechanische Orientieren von Luftaufnahmen
mafRgebenden Orientierungsunbekannten nicht unabhidngig voneinander sind.
Er kam jedoch nicht soweit, diese Tatsache in eine einfache mathematische Form
zu kleiden, Statt dessen fand E. Gotthardt®) im Jahre 1940 eine Transformation,
die es gestattet, die genannten GroBen in fiinf andere, sogenannte , konjugierte
Variable {iberzufiihren, die sich wie voneinander unabhédngige verwenden
lassen. Bald darauf erorterte auch M. Schermeriiorn?®) die Frage der erwdhnten
Abhidngigkeit etwas ausfiihrlicher. Sodann bewies M. K. Bachmann in seiner 1943

1) Siehe R. Finsterwalder, Der unregelmiBige und systematische Fehler der rdum-
lichen Doppelpunkteinschaltung und Aerotriangulation, Bildm. u. Luftbildw. 8 (1933),
S. 55—068, sowie: Genauigkeitsuntersuchungen an einem Stereoplanigraphen, Bildm. u.
Luftbildw. 9 (1934), S. 120—128.

%) E. Gotthardt, Beitrdge zur Frage der Genauigkeit der gegenseitigen Ortung von
Senkrechtbildpaaren, Bildm, u. Luftbildw. 15 (1940), S. 1—24,

3 W. Schermerhorn, Introduktion to the Theory of Error of Aerial Triangulation,
Photogrammetria 111 (1940), S. 138—146, IV (1941) S. 28—45.
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erschienenen Dissertation?) u. a. erstmalig, daB die bisher {iblichen Orientierungs-
verfahren iiberhaupt nicht (restlos) konvergieren, sowie, daf die Restfehler der
y-Parallaxe am oberen und unteren Bildrand in bestimmten typischen Fillen
unter den ]/@-fachen Betrag des mittleren Parallaxenfehlers nicht herabgedriickt
werden konnen, Beides ergab sich letzten Endes als eine Folge der eingangs her-
vorgehobenen Tatsache. Das zuletzt genannte Ergebnis wurde spédter von
H. Kasper 8) auf einfacherem Wege bestétigt.

In allen diesen Arbeiten wurde die gegenseitige Abhangigkeit zwischen den
Orientierungsgrofen allein mittels Berechnung gewisser Gewichtskoeffizienten
und Abhédngigkeitsindizes erkannt und verwertet. Ein unmittelbarer mathemati-
scher Ausdruck fiir diese Abhiingigkeit fehlte jedoch hier ebenso wie in der
umfangreichen weiteren Literatur iiber dieses Hauptproblem der Luftphoto-
grammetrie. Erst im Zusammenhang mit der vom Verfasser entwickelten Theorie
der | gefdhrlichen Fldchen und der mit diesen eng verbundenen ,,gefdhrlichen
Raumgebiete'* ¢) stieB dieser auf allgemeine Relationen, mit denen diese Liicke

) W. K. Bachmann, Théorie des erreurs de I'orientation relative, Thése Lausanne
1943, siehe insbesondere S. 8, 21, 41—44 und 44 und 53—55.

%) H. Kasper, Zur Fehlertheorie der gegenseitigen Orientierung, Schweiz. Zeitschr.
f. Verm. und Kulturtechn. 45 (1947), S. 121—126.

6) J. Krames hat iiber diese Gegenstinde bisher folgende Arbeiten veroffentlicht,
auf diein der Folge mit den angegebenen romischen Ziffern verwiesen wird: [I]: Neue Neben-
losungen einer alten Aufgabe, Anzeiger d. 6st. Akad. d. Wiss., math.-nat. Kl. 77 (1940),
S. 26—30. — [II]: Zur Ermittlung eines Objektes aus zwei Perspektiven (Ein Beitrag zur
Theorie der ,,gefdhrlichen Orter”), Monatch, Math, Phys, 49 (1941), S. 327—354. —
[1]: Uber bemerkenswerte Sonderfalle des ,,Gefahrlichen Ortes” der photogrammetrischen
Hauptaufgabe, Monatsh. Math, Phys. 50 (1941), S. 1—13. — [IV]: Uber die mehrdeutigen
Orientierungen zweier Sehstrahlbiindel und einige Eigenschaften der orthogonalen Regel-
flaichen zweiten Grades, Monatsh. Math. Phys. 50 (1941), S. 65—83. — [V]: Der einfachste
Ubergang zur Nebenldsung bei vorliegendem ,,Gefdhrlichen Ort”, Monatsh. Math. Phys. 50
(1941), S. 84—100. — [VI]: Uber die bei der Hauptaufgabe der Luftphotogrammetrie auf-
tretenden,,gefdhrlichen” Fldchen, Bildm, u. Luftbildw, 17(1942), S.1—18. —[VII]: Zur Fehler-
theorie der gegenseitigen Orientierung zweier Luftaufnahmen, Anzeiger d. 6st. Akad.d. Wiss.
math.-nat. KI.84(1947), S. 53—59. — [VIII]: Untersuchungen iiber ,,gefédhrliche Flichen” und
,,gefdhrliche Raume” mittels des Aeroprojektors ,,Multiplex”, Osterr. Ing. Archiv 2 (1948),
S. 123—132. — [1X]: Uber Parallaxeneigenschaften windschiefer Geraden, Sitzgeber, 6st.
Akad.d. Wiss.,math.-nat.,lla, 156 (1947), S.219—232. — [X]; Parallaxeneigenschaftenzweier
Sehstrahl biindel, Sitzungsber. 6st. Akad. d. Wiss., math.-nat., I1a 156 (1947), S. 233 —246. —
[XI]: Uber die ,,gefihrlichen Raumgebiete” der Luftphotogrammetrie, Photograph. Korr,
Wien, 84 (1948), S. 1—16. —[XII]: Die Bedeutung der ,,gefihrlichen Raumgebiete” fiir das
optisch-mechanische Orientieren von Luftaufnahmen, Photograph.Korr. 84 (1948), S. 41—50
— [X11]: Uber allgemeine ,,gefahrliche Raumgebiete” der Luftphotogrammetrie, Monatsh.
Math. Phys. 52 (1948), S. 265 —285. — [XIV]: Uber die Flichen konstanter Bildparallaxe
und die zugehorigen gefahrlichen Raumgebiete, Anzeiger d. 6sterr. Akad. d. Wiss., math,-nat.
Kl. 85 (1948), S. 8—14. — [XV]: Uber besondere lineare Biischel von Flichen konstanter
Bildparallaxe, Anzeiger d. dsteri’, Akad. d. Wiss., math.-nat, KI. 85 (1948), S. 256—31. —
[XVI]: Allgemeinelineare Biischel von Fldchen konstanter Bildparallaxe, Anzeiger d. dsterr.,
Akad. d. Wiss., math.-nat, KI. 85 (1948), S. 39—48. — [XVII]: Uber Bedingungsgleichungen
fir die Orientierungsunbekannten beim gegenseitigen Einpassen von Luftaufnahmen,
Anzeiger d, sterr, Akad. d, Wiss., math.-nat, Kl. 85 (1948), im Druck.
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endlich ausgefiillt erscheint. Einige dieser Gleichungen traten erstmalig bei
der Berechnung der Dimensionen von ,gefdhrlichen Raumgebieten hervor
(siehe [XI], GL 49, 50 a, b, sowie [XIV], Gln. 10—12); ihre tiefere Bedeutung
ergibt sich nunmehr an Hand dreier bisher nicht bekannter Sitze {iber die
Orientierungsbewegungen der beiden Zielstrahlbiindel. Dabei ist die Giiltigkeit
der erwdhnten Relationen an Voraussetzungen gebunden, die in der Praxis unter
normalen Umsténden unschwer erfiillbar sind. Es ist namlich erforderlich, 1) daB
die Einpassung bereits innerhalb gewisser enger Grenzen angendhert vorliegt
und damit ihre ,,Endphase’ erreicht hat, sowie 2), daB die Lange B der Auf-
nahmebasis und die Héhen H,, H, der beiden Aufnahmezentren iiber Grund mit
zweckentsprechender Genauigkeit gegeben oder gefunden sind. Falls {iberdies
3) der Unterschied zwischen H, und /1, einen bestimmten kleinen Betrag nicht
{iberschreitet, dann driickt die zweite der genannten Relationen insbesondere
das Verschwinden der Verkantungsdifferenz aus, Dafl diese in der Regel auf-
fallend kleine Werte annimmt, war lingst bekannt %) und ergab schon friiher
eine teilweise Erkldrung fiir manche Auswirkung der gegenstdndlichen Ab-
hangigkeit. Des weiteren hdngt der auf unabhéngige Bildpaare bezug nehmende
Sonderfall der ersten Relation eng zusammen mit einer von R. Finsterwalder 7)
beim,,gefahrlichen Zylinder* betrachteten Beziehung zwischen den Orientierungs-
groBen sowie mit einer von E. Gofthardt a. a. 0.2) verwendeten Funktion aus-
gezeichneter Genauigkeit. Diese gehort ebenso wie die Verkantungsdifferenz zu
den eingangs erwihnten ,,konjugierten Variablen®, Ubrigens kann man in einigen
vom Letztgenannten durchgerechneten Beispielen bereits beachtenswerte numeri-
sche Bestédtigungen unserer Relationen erblicken. Fiir den von E. Gotthardt
.dort nicht behandelten Folgebildanschluf3 ergibt sich nun ebenfalls eine Funktion
ausgezeichneter Genauigkeit.

Im Hinblick auf eine einfache geometrische Deutung ist ferner sofort klar-
gestellt, daB die in Rede stehenden Relationen im Rahmen ihrer Giiltigkeits-
grenzen fiir die letzten kleinen Biindelbewegungen auch als Bedingungsgleiclun-
gen zwischen den Orientierungsgrofen anzusehen sind. Darnach koénnen fiir
diese ,,Endphase’ des Orientierens zwei dieser GroBen eliminiert werden, worauf
die mittleren Fehler der restlichen drei nach bekannten Regeln der Ausgleichs-
rechnung leicht zu berechnen sind. Dies wird an zwei Beispielen ndher aus-
gefiihrt, fiir die R. Finsterwalder, a. a. O.), und W. K. Bachmann, a. a. 0.%),
die mittleren Orientierungsfehler empirisch festgestellt haben, und zwar durch
je fiinfundzwanzigmaliges Einpassen eines Bildpaares. Uberraschenderweise
betragen die nach dem soeben geschilderten Vorgang berechneten Werte dieser
Fehler durchwegs rund die Hdlfte der von den Genannten auf praktischem Wege
gefundenen. Dies kann wohl als untriigliches Zeichen dafiir gelten, daB die
Genauigkeit der gegenseitigen Orientierung von Luftbildern dadurch noch
betrachtlich gesteigert werden kann, dal wdhrend der Endphase der Einpassung
die genannten Bedingungsgleichungen eingehalten werden. Die hiefiir erforderliche
Verbesserung und Weiterentwicklung der gebrduchlichen optisch-mechanischen

") R. Finsterwalder, Photogrammetrie, Berlin 1939, S. 127.
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Verfahren liegen jetzt ebenso auf der Hand wie die entsprechenden instrumen-
tellen Ergdnzungen der Orientierungsgeréte.

Nr. 2. Die grundlegende Fehlergleichung. Wir betrachten zwei Senkrecht-
aufnahmen eines Geldndes, mit denen der Normalfall der Stereophotogrammetrie
angendhert verwirklicht ist, und wéhlen wie iiblich ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem, dessen Nullpunkt im Zentrum 0, der linken Aufnahme liegt, dessen
positive x-Achse das andere Zentrum 0, enthilt, wihrend die positive y- und
z-Achse nach riickwérts, bzw. oben gerichtet sind®) (s. Abb. 1). Die Basisstrecke
0, 0, werde mit b bezeichnet.

Abb. I: Koordinatensystem und Grundoperationen
(w-, ¢-, »-Drehung und b,-, by-, b:-Schiebung in den Pfeilrichtungen positiv!)

Bei einer allgemeinen Verlagerung der beiden Aufnahmestrahlbiindel er-
fahrt jedes von ihnen eine Verdrehung um einen seiner Strahlen durch einen
bestimmten Winkel und auferdem eine Verschiebung in einer bestimmten
Raumrichtung durch eine gewisse Strecke. Werden die Drehwinkel und Schub-
strecken genfigend klein vorausgesetzt, so gilt fiir die Richtungskoeffizienten
der beiden Drehachsen d,, d,:

Ay By Cp = dwy :dypy : dry, } 0
Ay By Cy = dw, : doy, : du,
und fiir die Parameter der Verschiebungsrichtungen ry, r,:
D, : Ey i Fy=dby : dby : dby, } )
Dy Ey: Fy=dbys : dbys : db,s,
Dabei erfolgen die Drehungen durch die Winkel:
3, = | dot + d¢i + dx, } )
8, = |/ dw3 + dg} + dn}
und die Verschiebungen durch die Strecken:
ds, =V avty + dvt + dvds, } @
d sy =V dby + db%s + db’.

%) Vgl. [XI], Nr. 2, Abb. 1, sowie [XII], Abb. 1 usw. und FuBin. 7.
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Die hierin mit d bezeichneten kleinen Orientierungsgroen haben die bekannte
Bedeutung. Durch jedes Wertsystem solcher Griffen, das nicht durchwegs aus Nullen
bestelit, ist eine bestimmte (engbegrenzte) Verlagerung der Zielstrahlbiindel festgelegt.
Wie dies auch in der Literatur {oft stillschweigend) geschieht, setzen wir in
der Folge stets voraus, daf8 diese Orientierungsgrofien innerhalb der Schranken
liegen, fiir welche die Glieder zweiter und hoherer Ordnung der Fehlergleichungen
weggelassen werden kdnnen. Je zwei von einem Raumpunkt P = (X, y, 2) her-
rithrende Zielstrahlen erhalten sodann bei den genannten Biindelbewegungen
die y-Parallaxe (vgl. [XI], GL 2):
);2 + Z2
2

(x—0b)y
Z

XV
(dw;, — dw,) + %d% -

dpy = — depy + xdny — (x—b)d», +

, |
+ by — dbyy — 2 (b — dbss). (5)

Wird von Basisdanderungen abgesehen, so kann dby = dbw =0 an-
genommen werden, was iibrigens auf dp, wegen (5) ohne Einfluf} ist. Weil
ferner in (5) bloB die Differenz dw der GroBen dw, und dw, aufscheint, sind diese
bloR als eine Unbekannte zu werten. Im Interesse einer gewissen Symmetrie
wollen wir dennoch beide meistens getrennt anschreiben.

Nr. 3. ,,Geféilhrliche Flichen und ,,gefiihrliche Raumgebiete**, Wir heben
vorerst einige fiir das Folgende grundlegende Tatsachen hervor, die der Ver-
fasser bereits in vorangegangenen Verdffentlichungen klargestellt hat.

a) Zu je zwei im Raum gegebene Aufnahmezentren 0,, 0, gehdren oo *
ngefdhrliche Fldchen (im engeren Sinne)*, d. s. orthogonale Regelflachen zweiten
Grades ®°, die in der Kernachse 0,0, eine ihrer (im allgemeinen) vier Haupt-
erzeugenden haben, Diese Flachen werden von den zu ihren Haupterzeugenden
normalen Ebenen v nach Kreisen geschnitten (Abb. 2) und konnen (im allg,

Abb. 2: ,,Gefihrliche Fldche im engeren Sinn” @°,
Konstruktion aus der Haupterzeugenden es und vier Punkten P!, P2 P3 P4,
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auf ool Arten) als Erzeugnis zweier kongruenter Ebenenbiischel erhalten werden,
Die Achsen dieser Biischelpaare sind (im allg. paarweise windschiefe) ,,adjun-
gierte* Flachenerzeugenden e,, e,, die eine Involution bilden. Letztere hat zweci
(zu sich selbst adjungierte) Haupterzeugenden von der genannten Art zu Doppel-
strahlen?),

Wird eine solche Fldche aus 0, und 0, aufgenommen, so ist die gegenseitige
Orientierung dieses Bildpaares mit einer gewissen Unsiclierheif behaftet, denn die
Hauptaufgabe besitzt sodann zwei zusammengeriickte Losungen. Dies bedeutet,
praktisch gesprochen, daf die beiden Biindel, als starre Gebilde betrachtet,
bestimmte eng begrenzte Bewegungen ausfiiiren kdnnen, ohne damit die orientierte
Lage als solche zu verlassen. Fiir jede Flache ®° gibt es unendlich viele derartige
Bewegungen 1Y), Sieht man von der Drehungsmoglichkeit um die Kernachse ab,
dann sind mit ®° bloB die Verhdltnisse der Orientierungsgrdfien eindeutig be-
stimmt 11),

b) Unter einem ,,gefdhrlichen Raumgebiet* (im engeren Sinne) & ist eine
Mannigfaltigkeit von o?® Punkten zu verstehen, deren zugehdrige Zielstrahlen-
paare bei einer gegebenen (geniigend eng begrenzten) Verlagerung der beiden
Biindel durchwegs y-Parallaxen erhalten, die — absolut genommen — Kkleiner
sind als der mittlere Fehler j der Parallaxenmessung. Dabei sind folgende zwei
Félle zu unterscheiden: 1) Fiir die ,,gefdhrlichen Raumgebiete erster Art' wird
die y-Parallaxe zugeordneter Zielstrahlen unmittelbar am Geldndemodell
gemessen '2) und ihr mittlerer Fehler p iiber den ganzen (Aufnahme-) Raum
konstant angenommen3), 2) Hingegen ist fiir die ,,gefdlirlichen Raumgebiete
zweiter Art' die y-Parallaxe auf den (angendhert) waagrechten Plattenebenen

9) Man kann auch sagen: Jedesolche Fliache ®°ist durch vier auBerhalb es gelegene
Punkte P!, P2, P3, P4im allgemeinen eindeutig bestimmt. Um ®° aus diesen Angaben zu
konstruieren, hat man aus jedem Punkt Pi das Lot auf es zu fillen, dessen FuBpunkt Fi
auf es aufzusuchen und die in der durch Pi gelegten Normalebene v zu es befindliche Sym-
metrale si von Pi und Fi zu ermitteln (s. Abb. 2); die vier Geraden si haben sodann neben
der Ferngeraden von v noch eine weitere gemeinsame Transversale d, und diese bildet
bereits jenen Durchmesser von ®° auf dem die Mittelpunkte aller von den Ebenen v aus-
geschnittenen Kreise liegen. — Vgl. hiezu auch [1], S. 30, [II], Nr. 4, [IV], Nr. 6, [VI], Nr. 3,
und [XI], SchluB von Nr, 2, — Uber allgemeine ,,gefihrliche Flichen’ siehe insbesondere
(1], vy, (v, [XIHI] und [XVI].

10) Siehe etwa [II], Nr. 7, A, 3, 5, C, 8, sowie [IV], Nr. 6, Satz 10, [XI], Nr. 5, A, B,
sowie [XIV], Nr. 3.

11y Dividiert man beispielsweise diese GroBen durch eine reelle Zahl Z > 1, so ergibt
sich dasselbe Raumgebiet wie bei den urspriinglich angenommenen Orientierungsgrofen
fiir die y-Parallaxe dpy = Zp. Man entnimmt dies ohneweiters den Gin. 3, 5, 7 in [XI],
Nr. 2, sowie den GlIn. 2, 3, 6in [ XIV], Nr. I. — Vgl. auch [XI], Nr. 4, Formel (31) bis (35),
und [XII], Nr. 3.

12) Dies gilt nach R. Finsterwalder, Photogrammetrie 1939, S, 122, fiir den ,,Stereo-
planigraphen” und den ,,Multiplex”. — Die Benennung der gefihrlichen Raumgebiete
,,erster’” und ,zweiter” Art wird in obigem Text erstmalig verwendet,

13) Diese Voraussetzung liegt den Arbeiten [VII] bis [XIII] zu Grunde.
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II, =11, zu messen und der mittlere Fehler dieser ,,Bildparallaxe* konstant
vorauszusetzen '4) (vgl. Abb. 3).

Abb. 3: ,,Gefdhrliches Raumgebiet zweiter Art‘.
Annahme der Grundfldche @° wie in Abb, 2,

¢) In beiden Féllen ist mit dem ,,gefahrlichen Raumgebiet” & zugleich
ein lineares Biischel von Fldchen zweiten Grades @ festgelegt, die zwei Erzeugenden
e, und f gemeinsam haben. Von diesen liegt e, in der Kernachse und f in der
xy-Ebene. Jede Fliche dieses Biischels hat die Eigenschaft, da die durch ihre
o? Punkte bestimmten Zielstrahlenpaare nach der betrachteten Biindelverlage-
rung dieselbe y-Parallaxe dp, aufweisen. Insbesondere bilden die so den Werten
dpy = 4 p zugeordneten Flichen ®+, ®— die vollstindige geometrische Be-
grenzung des Raumgebietes &. Ferner gehort zu dp, = 0 die im Innern von &
verlaufende ,,Grundfldche' ®° des Gebietes. Sie ist stets eine ,,gefahrliche Fliche
im engeren Sinne‘ (siehe a), also orthogonal. Bei den ,gefdhrlichen Raum-
gebieten erster Art sind iiberdies alle Flichen @ orthogonal und paarweise
dhnlich und Ahnlich gelegen'®), bei jenen ,,zweiter Art* beriihren sich alle ®
langs e, und ¥ (siehe [XIV], Nr. 2).

d) Fiir jede beliebig geformte Geldndeflache, die (soweit das Gesichtsfeld
reicht) im Innern eines ,,gefdhrlichen Raumgebietes liegt, ist die gegenseitige
Orientierung der beiden Zielstrahlenbiindel (zufolge b) ebenso unsicher wie fiir
die Grundfldche dieses Gebietes (siehe a). Ist der mittlere Parallaxenfehler p ein
fiir allemal bekannt, so werden die Abmessungen dieser Gebiete, vor allem ihre
Hohenunterschiede zwischen den Begrenzungsilichen @+, ®— umso grofer, je
kleiner die den Biindelbewegungen zugrunde liegenden Orientierungsgrofien an-

1) Dieser Fall wird in [XIV], [XV], [XVI] behandelt.
18) Siehe [XI], Nr. 2, Satz |, und insbesondere Abb. 2, 3, 4.
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genommen sind'®), Mit dem Abnehmen dieser Grofen erhoht sich somit die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dal das Modell des aufgenommenen Geldndes zur
Génze im zugehdrigen ,,gefdhrlichen Raumgebiet* enthalten ist. Ist dies aber
der Fall, dann kann die Genauigkeit der Einpassung des vorliegenden Bildpaares
nicht wie iiblich durch Abtasten des ganzen Gesichtsfeldes iiberpriift1?) und
daher auch nicht weiter verbessert werden.

Nr. 4. Die Niehtkonvergenz des optiseh-mechanisehen Orientierens. Beim -
optisch-mechanischen Einpassen zweier Luftaufnahmen wird bekanntlich ent-
weder das ,,Winkelverfahren'* (fiir unabhdngige Bildpaare) mit Festhalten der
beiden Biindelscheitel angewendet, oder der ,, Folgebildanschluf3, bei dem eines
der Biindel im Raume unbewegt bleibt. In beiden Fallen faft man die fiinf (oder
sechs) in Frage kommenden Grundoperationen in bestimmter Art und Reihen-
folge zu einem Orientierungsverfahren (siehe [XII], Nr. 1) zusammen, das mehr-
mals hintereinander zu wiederholen ist. Dabei sind dem Verfahren jedesmal
bestimmte Werte der Orientierungsgrofen zugeordnet, die sich beim Wieder-
holen Schritt fiir Schritt verkleinern. Mit jeder einzelnen Anwendung des Ver-
fahrens (oder auch mit jeder Gruppe aufeinander folgender Grundoperationen)
istdemnach ein bestimmtes |, gefdlrliches Raumgebiet'* (im engeren Sinn) verbunden,
dessenn Abmessungen mit den abnehmenden Werten der Orientierungsgrofien immer
umfangreicher werden (vgl. Nr. 3, d). Uberdies ist dabei noch folgendes zu be-
denken:

Schneiden sich in der Anfangslage der Biindel die beiden von einem Bild-
punktpaar herriihrenden Zielstrahlen bereits (mit der durch p bestimmten
Genauigkeit) im entsprechenden Punkt P des Gelandemodells, so hat man beim
Fortschreiten des Einpassens noch solche Biindelbewegungen auszufiilren, bei
denen 1) der in P (abgesehen vom Fehler + W) vorhandene Strahlenschnitt nicht
aufgehoben wird und 2z) weitere Paare zugeordneter Zielstrahlen (mit derselben .
Genauigkeit) in Schnittlage kommen, Ersteres ist jedenfalls gewdhrleistet, wenn
die an diesen Bewegungen beteiligten Grundoperationen im Modellpunkt P
solche Parallaxendnderungen hervorrufen, die sich gegenseitig aufheben, d. h, deren
algebraische Summe 2 = 0 ist. Wire hingegen beispielsweise & = 4=, dann
hatten die zu P gehorigen Zielstrahlen in der neuen Lage der Biindel (nach dem
Fehlerfortpflanzungsgesetz) den mittleren Fehler == ]/Ep. Wir konnen daher
in der Folge annehmen, daf3 die den genannten Operationen zugeordneten Orien-
tierungsgrofien die als Ortsfunktion aufgefafte y-Parallaxe, also die rechte Seite
von GI. (5) nach dem Einsetzen der Koordinaten x, ¥, zvon P zum Verschwinden
bringen,

Um die bei diesen Biindelbewegungen auftretenden kleinen Verlagerungen
des Schnittpunktes P der betrachteten Zielstrahlen festzustellen, berechnen wir
bloB den dabei in P auftretenden Hohenfehler d/i. Dieser iiberwiegt ndmlich,

16) Vgl. abermals [XI], Formel (31) bis (35), [XII], Abb. 8 —10, [XIV], Formel (14)
bis (18), sowie obige FuBn. 11.

17) Siehe [XII], Nr. 3, SchluBbemerkungen.
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wie bereits bekannt ist, den zugehorigen Lagefehler '8). Fiir dh gilt1?): dh =
z (dx; — dx,) und dies ergibt (siehe [XI], Gl. 1):

b
(x— b)

-2 2
ah = — 2V do, + 1z

dw, + 5

xX—0)% 4 22

o (6)
— = d %y + d %y —}- ) (dby — dbyo) — db~l + — dbzs. [

Darin kann nach Nt. 2 dby = db,e =0 gesetzt werden. Wir kommen auf diese
Gleichung noch zuriick 2°).

Wird die Gleichung (5) mit z (= 0) multipliziert und = 0 gesetzt, so deckt
sie sich mit der Gleichung der Grundfldche ®° des zu den angenommenen Werten
der OrientierungsgroBen gehorigen ,,gefdhrlichen Raumgebietes (siehe [XI],
Gl. 2, 3, 5und 7). Danach bestimmen auch umgekehrt alle Wertverbindungen dieser
Grofsen, welche die rechte Seite von Gl. (5) nach Einfiihrung bestimmter Werte von
X, ¥, z zu Null machen, im Sinne von Nr. 3, b, jene ,,gefdhrlichen Raumgebiete",
deren Grundfldchen ®° durch den RaumpunktP mit den Koordinaten x, y, z gehen.
Damit ist eine neue sehr wichtige geometrische Deutung der Fehlergleichung (5)
gewonnen,

In Erganzung obiger Uberlegungen denken wir uns nun eine solche Lage
der Zielstrahlbiindel erreicht, in der zwei, drei, . .(allgemein) n Paare zugeordneter
Zielstrahlen sich schneiden; die Schnittgenauigkeit sei dabei wieder mit 4 p
gekennzeichnet. Die restlichen Biindelbewegungen sind hierauf so einzurichten,
daf sie in jedem der zwei, .., n entsprechenden Modellpunkten P*, P2, . . P*
eine verschwindende Gesamtparallaxe dp, erzeugen. Mit anderen Worten: Die
Orientierungsgrofien haben sodann n Gleichungen (darunter hidchstens fiinf un-
abhdngige) von der Form dp§ = 0 zu erfiillen, Der Zeiger i deutet darin an, daB
in GL. (5) die Koordinaten des betreffenden Modellpunktes P eingesetzt sind.

Weil mit dem Fortschreiten des. Orientierungsvorganges immer mehr
Strahlenpaare in Schnittlage kommen, erfiillen die jeweils zugeordneten Orien-
tierungsgrofen immer mehr Gleichungen von der Form dpi:O. Demgemal
hat das damit bestimmte ,,gefdhrliche Raumgebiet die Eigenschaft, dafi seine
Grundfliche ®° immer mehr Punkte Pt mit dem Geldndemodell gemeinsam hat,
Da die Modellfldche jedoch offenbar umso vollstandiger im Inneren dieses Ge-
bietes verlauft, je mehr Modellpunkte auf ®° liegen, ergibt sich aus diesen
Uberlegungen:

Beim optisch-mechanischen Einpassen zweier Luftaufnahmen kommt man
im Laufe des tiblichen Verfalrens automatisch immer mehr zu solchen Biindel-

18) G, etwa K. Rinner, Eine elementare Ableitung usw. Allg. Verm. Nachr. 51 (1939),
S. 661 —665, vorletzter Absatz.

19) Vgl. wieder K. Rinner, a. a. O., Abb. 4.

20) Wie aus GI. (6) unschwer abzuleiten ist, erfiillen alle Punkte des Raumes, in denen
der Hohenfehler dii denselben kleinen Wert hat, im allgemeinen ein orthiogonales Hyper-
boloid, das von den Parallelebenen zur x2-Ebene nach Kreisen geschnitten wird; alle der-
artigen Fldchen konstanten Hohenfehlers bilden ein homothetisches Biiscliel, d. . sie gehen
durch die Streckungen aus ihrem gemeinsamen Mittelpunkt ineinander iiber.
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bewegungen, deren zugehirige ,gefdhrlichen Raumgebiete* die auszuwertende
Modellfliche vollstindig in sich schlieffen, Sodann wird aber jeder Versuch, die
Orientierungsgenauigkeit auf diesem Wege zu verbessern, vdllig illusorisch
(s. Nr. 3, d).

Diesiist die iiberaus einfache geometrische Ursachefiir die Tatsache, dal die
bisher iiblichen Orientierungsverfahren iiber eine gewisse (keineswegs maximale)
Anndherung hinaus iiberhaupt nicht konvergieren (vgl. auch [XII], Schluf} von
Nr, 3).

Nr. 5. Wichtige Eigenschaften der Orientierungshewegungen zweier
Zielstrahlhiindel. Weil zu jeder Wertverbindung der OrientierungsgréBen ein
einziges ,,gefdhrliches Raumgebiet gehort, ist aus geometrischen Griinden
selbstverstandlich, daB die n Modellpunkte P! (n>>4), deren Zielstrahlenpaare
bei den damit gegebenen Biindelbewegungen (abgesehen vom Fehler =4 p) in
Schnittlage bleiben sollen, keine beliebige gegenseitige Lage haben konnen, Eine
Fliache @9, auf der diese Punkte liegen, ist namlich, wie in Fufn, 9 bereits er-
wdhnt, durch vier solche Punkte allgemeiner Raumlage eindeutig bestimmt.
Sind mehr als vier solche Punkte vorhanden, so muissen sie entweder derselhen
ngefdhrlichen Fldche angehdren oder die n Bedingungsgleichungen dpi,:O
(i=1, .., n; n>4) enthalten Widerspriiche, so dal keine weiteren Biindel-
bewegungen moglich sind. Zur ndheren Erklarung sei hiezu nochmals bemerkt,
daB dabei von gemeinsamen Kippungen (Querneigungen) beider Biindel ab-
gesehen wird und sodann je ool einander proportionale Wertequintupel der

Orientierungsgréfen immer dieselbe Grundflache @° bestimmen (vgl. Nr. 3, a,
und FuBn. 11).

Wir konnen ferner sagen: Die gesuclite riclitige Orientierung der beiden
Biindel ist insbesondere dadurch gekennzeichnet, daf3 es keine (nicht triviale)
Verlagerung der Biindel gibt, bei der die Schnittpunkte zugeordneter Zielstrahlen
von mindestens fiinf Punkten, die nicht gemeinsam auf einer Fldche ®° liegen,
(abgesehen vom Fehler + ) erhalten bleiben,

Von besonderem Interesse sind solche Biindelbewegungen, bei denen die
Schnittlage zweier Paare zugeordneter Zielstrahlen (im Rahmen der an-
gegebenen Genauigkeit) nicht beeintrdchtigt wird, Derartige Bewegungen weisen
beachtenswerte Eigenschaften auf., Aus Gl. (5) folgt vor allem der

Satz 1: Wird bei einer Verlagerung der beiden Zielstrahlbiindel in zwei
innerhalb einer Kernebene (y:z=:k:1) gelegenen Modellpunkten P, P? eine
verschwindende Gesamiparallaxe erzeugt, so gilt Gleiches fiir jeden Punkt P
der rdumlichien Verbindungsgeraden p von Pt und P? (s, Abb. 1).

In der Tat, setzt man in Gl (5) die Koordinaten x;, y; = k 2,, z; von P!
und hierauf die Koordinaten X,, ¥, = k 2z, 2, von P? ein, so folgt aus den so
gewonnenen Gleichungen durch lineare Kombination mittels beliebiger reeller

Faktoren, die wir in der Form verwenden :

m n
m-+n’m-+n
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dp; = — (1 4+ k) 2 (dw; — dwy) + k x;do, — k (X' — b) do, +
+ Xidw, — (Xi — b) @y + dby; — dby, — k (dbsy — dbsy) (7)

Dabei wurde zur Vereinfachung

mx, + nx, _ X my; + ny, _ Vi mz, + nzy 7 und mdpy + ndp? _ dp’;,
m+n m+n m+n m-n ’
gesetzt, Die Gleichung (7) besagt aber, daf die y-Parallaxe im neuen Punkt P!
mit den Koordinaten xi, yi = k zi, zi ebenfalls verschwindet, sobald dpy = dp;

=0 ist,

Beim praktischen Einpassen konnen selbstverstdndlich nur solche Punkte
der Raumgeraden p beobachtet werden, die zugleich auf der Modellflache liegen,
Insbesondere kommen bei (nahezu) ebenem Geldnde alle Punkte von p fiir die
Anwendung von Satz | in Betracht.

Ferner gilt folgender

Satz 2: Bleiben bei einer Biindelverlagerung in zwei verschiedenen Punkter
P, P%, welche dieselbe Abzisse x aufweisen, die Parallaxen dp, und dp, =0,
so gilt das Gleiche fiir alle Punkte Pt auf dem Kreis K in der Normalebene x = x
aur Kernachse (y = 2z =0), der durch P* (x, y,, z;) und P> (X, y,, 2,) geht und
diese Gerade schneidet (s. Abb, 4).

Aus den Gleichungen dieses Kreises

y2 -+ 22 y z
X =X, B+ oy =0 ®)
Vit V2 2
folgt ndmlich, daB die rechte Seite von Gl. (5), mit zi multipliziert, fiir jedes
Wertepaar y, 2z, das der Gl. (8) geniigt, ebenfalls = 0 ergibt, wenn dies fiir

¥1, 2, und y,, 2, zutrifft. Der in Rede stehende Kreis k geht insbesondere in eine
die Kernachse normal schneidende Gerade iiber, wenn y, z, — y, z; = 0 ist,

Betrachten wir endlich drei Raumpunkte P!, P? P3, welche dieselbe
Abzisse x = x besitzen und keinem Kreis mit Gleichungen von der Form (8)
angehoren, Die Koordinaten dieser Punkte geniigen der Bedingung:

i AU R 2!
Y+ 2z Ve | 40 ©)
it4 Vs %
Jeder Punkt P des durch P}, P? gehenden und die Kernachse normal schneiden-
den Kreises k (vgl. Gln, 8) hat sodann die im Satz 1 ausgesprochene Eigenschaft.

Ferner bestimmt jeder solche Punkt P! von k im Verein mit dem Punkt P?
einen weiteren Kreis ki von gleicher Lage und Eigenschaft, Da alle derartigen
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Kreise ki ein elliptisches Kreisbiischel bilden (s. Abb. 4) und daher die Ebene
x = x vollstindig ausfiilten, ergibt sich hieraus der

Abb. 4: Kreis k in Normalebene v zur Kernebene,

Bleibt in zwei Punkten P, P2 von k bei einer Bewegung der Biindel dpy = 0, dann gilt
Gleiches fiir jeden Punkt P; von k.

Satz 3: Wird bei einer Verlagerung der beiden Zielstrahlbiindel in drei
verschiedenen Punkten P, P2, P? innerhalb einer Normalebene x = x zur Kern-
achse die y-Parallaxe dpj, = 0 hervorgerufen und erfiillen die Koordinaten dieser
Puitkte X, =X, ¥y, 21; Xy = X, V5, 2o, X3 = X, Vs, 25 die Bedingung (9), so ver-
scinwvindet die y-Parallaxe dpy in jedem Punkt Pi der oo? Punkte der Ebene x = x.

Dieser Satz diirfte fiir die Beurteilung wie auch fiir die Herleitung von
Oiientierungsverfahren noch von beachtlichem Nutzen sein.

Ist die Determinante (9) gleich Null, dann befinden sich die Punkte
P!, P2, P3 auf einem die Kernachse normal schneidenden Kreis k und es gilt

sodann wieder der Satz 2, Damit hingegen fiir ein bestimmtes x und fiir jedes
beliebige Wertepaar y, z nach Satz 3 stets dpy = 0 wird, ist notwendig und
hinreichend, daB die Orientierungsgréfen gleichzeitig folgende, aus (5) zu ent-
nehmende Relationen befriedigen:
do, —dw,=0
xdo, — (x — by d o, — dbyy + dbyy =0 (10)
X dn, — (X — by dny + dby, — dby, =0

Diese drei Gleichungen lauten insbesondere

A) beim Winkelverfahren
(dbyl - dbz1 = db.yz - dbz2 - O):
do,=dw, do;:dg,=dn:dny=(x—0b):x=1:1 (11)
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Dabei stellt t = x: (x — b) das Teilverhdltnis®') des Schnittpunktes (x, 0, 0) der
Ebene x = x mit der Kernachse beziiglich der Aufnahmezentren 0,, O, dar.
Zu jeder Biindelverlagerung, deren entsprechende Orientierungsgréfen den

Bedingungen (11) geniigen, gehdrt ein , gefihrliches Raumgebiet®, dessen
Grundflache ®° nach Obigem in die Ebenen

!

f—1
zerféllt (vgl. [XV], A, 111, 1V). Das damit verbundene lineare Fldchenbiischel
(Nr. 3, c) besteht aus oot orthogonalen Paraboloiden, bzw, aus oot Kegel zweiter
Ordnung, je nachdem das betrachtete ,gefdhrliche Raumgebiet von erster
oder zweiter Art (Nr. 3, b, c) ist. Diese Paraboloide haben die durch (12) ge-
gebenen gemeinsamen Richtebenen (siehe [XI], Nr. 3, la, bzw. [XV], A d),
hingegen beriihren die Kegel dieselben Ebenen lings der Geraden x = X, z = 0,
bzw, y=2=0. ([XV], Fall A, d) '

Wird insbesondere { =0, also dg, = d», =0 vorausgesetzt, dann fallt
‘ wegen x = 0 die erste der Ebenen (12) in die yz-Ebene, wihrend die zweite nur
dann &) mit der xy-Ebene, bzw. B) mit der xz-Ebene identisch ist, wenn iiberdies
@) dp, =0, bzw. ) dx, =0 ist. Im letzteren Fall besteht die Biindelbewegung
aus einer reinen Schwenkung der linken Kammer, bei der — wie bereits bekannt
ist — in allen Punkten der yz- und x2-Ebene keine bemerkbare y-Parallaxe
hervorgerufen wird (siehe [XII], Nr. 1, A b, bzw. [XV], A, 11I).

X b=xund y:z2=—dn;:do, = —d»,:do, (12)

B) Beim Folgehildansehluf§
(dw, = dop, = dry = dby = dbyy = db; = 0)
reduzieren sich obige Gln. (10) auf:
dw, =0, (x — b) dpy, — dbsy =0, (x — b) dxy 4 dby, = 0. (13)

Dic Grundfldache ®° des damit bestimmten ,,gefdhrlichen Raumgebietes* zerfallt
daherin die Ebenen (vgl, [XI], Nr. 3, I1, k, bzw. [XIV], Nr. 1, Gl. 6, oder [XV], B):

. x=x und y:z= — du,: do,, (14)

Fiir die zugehorigen linearen Flachenbiischel (siehe Nr. 3, c) gilt im wesentlichen
dasselbe wie vorhin im Fall A), Die zweite der Ebenen (14) vereinigt sich ins-
besondere mit der xz-Ebene, wenn {iberdies d», = 0 ist, d. h. wenn das rechte
Biindel bloB eine reine Verschwenkung erfdhrt. Dies stimmt ebenfalls mit bereits
bekannten Beziehungen iiberein (siehe [XII], Nr. 1, B h, bzw. [XV], B, VII).

Nr. 6. Die beim Normalfall des Orientierens auftretende Abhiingigkeit
zwisehen den Orientierungsgroffen. Beim Normalfall der Luftphotogrammetrie
wird das Einpassen zweier Folgebilder gewdéhnlich mit Hilfe von sechs Orien-

21y Siehe etwa J. Krames, Darstellende und kinematische Geometrie fiir Maschinen-
bauer, Wien 1947, Nr. 9, S, 24,
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tierungspunkten vorgenommen 22), von welchen 1 und 2 in der Ndhe der Nadir-
punkte liegen, d. s. die Schnittpunkte der durch die Aufnahmezentren gelegten
Lotstrahlen mit dem Geldndemodell, wihrend die {ibrigen Punkte 3, 4 und 5, 6
nichst dem oberen und unteren Bildrand, mdglichst innerhalb der Ebenen
X =0 und x = bangenommen sind, Esist durchaus naturgemaB, daB dabei
immer wieder auf das Verschwinden der y-Parallaxen in den Nadirpunkten1 und 2
geachtet wird. Dies ergibt sich einmal aus der giinstigeren Beobachtungsmoglich-
keit zufolge des steilen Strahleneinfalles an diesen Stellen, aber auch aus dem
Umstand, daf gerade diese Punkte bei den gebrauchlichen Orientierungsverfah-
ren wiederholt zu beobachten sind2%), Bei Vorliegen normaler Aufnahme-
bedingungen kénnen wir ferner annehmen, daB unterhalb der Basis, insbesondere
bei 1 und 2, geniigend viele gut identifizierbare Bildpaare vorhanden sind, Des-
gleichen kann meistens vorausgesetzt werden, daf die Basisstrecke 5 und die
Hoéhen Hy, H, der beiden Aufnahmezentren 0;, O, iiber Grund bereits beim
Bildflug hinreichend genau registriert wurden. Wir bezeichnen diese Strecken
nach ihrer Reduktion auf den MaRstab des Modells mit b, h;, bzw. h,.

- Liegt nun der mittlere Fehler der Flughthenmessung unter dem fiir die
Anwendbarkeit von Gl. (5) zuldssigen Wert von db,;, so miissen die noch aus-
zufiihrenden Biindelbewegungen so beschaffen sein, daf sie in den Modellpunkten
1, 2 mit den Koordinaten

X,=0,y,=0,2=—h,bzw. X, =0, y, =0, 2, = — I, (15)

die y-Parallaxe immer zum Verschwinden bringen. Diese GroRen erfiillen daher
zwei Relationen, die sich aus (5) durch Einsetzen von (15) wie folgt ergeben:

—hy (doy — dwy) + b dr, + dbyy — dbyy = 0,

(16)
—h, (dw; — do,) 4 b dwy + dby, — dbyy = 0.

2

Nach Satz | kann man anstatt 1, 2 in gleicher Weise auch irgend zwei
andere Punkte P!, P2 auf der rdumlichen Verbindungsgeraden p von 1, 2 heran-

22) Vgl. R. Finsterwalder, Photogrammetrie 1939, S. 112f. — Im Hinblick auf den
SchluB von Nr. 5 sei noch folgendes bemerkt: Ist die Einpassung zum Beispiel so weit
gediehen, daB in den Punkten 1 35 keine y-Parallaxe zu beobachten ist, und liegen diese
drei Modellpunkte auf keinem Kreis, der die Kernachse schneidet, dann haben alle Biindel-
bewegungen, ‘welche den Strahlenschnitt in 1 3 5 aufrechterhalten, nach Satz 3 die Eigen-
schaft, daB sie in allen Punkten der Ebene « = 0 und in den o2 Punkten einer be-
stimmten Kernebene (jedoch in keinem weiteren Modellpunkt) die Parallaxe dpy = 0
erzeugen, Es gibt daher (bei allgemeinen Geldndeformen) keine Blindelbewegungen,
welche in mehr als vier der Orientierungspunkle den Strahlenschnitt ungedindert lassen.

2) Dies hangt iibrigens auch damit zusammen, daB die Nadirpunkte in der Mehr-
zahl der zu den Grundoperationen gehdrigen ,,gefidhrlichen Raumgebieten” enthalten sind,
vgl. [XI1], Nr. 1, Abb. 4, 5 usw.
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ziehen, sofern P, P2 auf der Modellfliche liegen (Abb. 5). Gilt letzteres ins-

z

Abb. 5: Die Verbindungsgerade p der Nadirpunkte 1, 2 enthilt Modellpunkt P,

besondere fiir den bei der Modellmitte (x = 0/2, y =0, 2) gelegenen Punkt P?
von p, dessen Koordinate

Z:]IZh_]—I__/ZQ (163)

2

die , mittlere Flughdhe iiber Grund‘‘ angibt, so folgt nach Obigem (vgl. auch
[XI], Gl 49, 50 a, b, und [XIV], Gln, 10—12):

b
h(dw, — dwg) — 5 (A% + dry) — (dbys — dbye) = 0

oder: (17)
Il L_]_ 1 d%l —Jr d’X.Z 1 db).l — dbyz )

P =B =2 do,—do, T do,—do,"

Darin bedeutet 3 das ,,Basisverhaltnis*, Ubrigens ergibt sich (17) auch durch
Summieren der beiden Gln, (16). Subtrahiert man hingegen diese Gleichungen,
so erhalt man alszweite (dem Fernpunkt der Geraden p entsprechende) Relation:

Iy — I,

; (dw, — doy) - dzy — dny =0, (18)

Weil die Hohen der beiden Zentren iiber Grund sich gewdhnlich nur
wenig voneinander unterscheiden, wird Gl (18) in vielen Fillen blo8 in der Form

(g — dy =0 (19)

zu verwenden sein, Mit anderen Worten: Die beiden Biindel sind sodann wdhrend
der letzten Biindelbewegungen jeweils um den gleichen Winkel zu verkanten.
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Wie eine naheliegende geometrische Deutung sofort bestétigt (s. Abb. 6),

Abb. 6: Zielstrahlen zur Modellmitte P°:

0,0 Ausgangslage; 1,1 Lage nach Verkippung duw,, dw,; 2,2 nach anschlieBender Verkantung
d+q, d7y; 3,3 Endlage nach zusétzlicher Verschiebung dbyi, dbye. Bedingung fiir die Schnitt-
lage von 3,3 (h < 0):

b b
Verlagerungsstrecke P° P = — hidw, > dz -+ dby: = — hdw, —5 dzy + dbyo.

gibt die erste der Gln. (17) tatsdchlich die Bedingung fiir solche Werte von
dw,, dw,, d%y, dx,, dby, dby, an, die bei der Modellmitte P° Parallaxendnderungen
von der algebraischen Summe Null hervorrufen (siehe Nr, 4), Jede der iibrigen
Orientierungsgrofen ist auf die in P auftretende Parallaxe ohne EinfluB, In
AbDb. 6 wurden alle Orientierungsgrofen im Interesse der Deutlichkeit stark
vergrofert und positiv angenommen,

Von obigen Formeln (17) sind vor allem die folgenden, auf A) das ,, Winkel-
verfahren'* und B) den ,,Folgebildanschiufi* beziiglichen Sonderfélle von prak-
tischem Interesse (vgl. [XI], Nr. 5, Gln. 50 a, 50 b, und [XIV], GIn. 11, 12),
A) 2B (doy — dwy) — (dxy + duy) =0 ]

1 dr, + dw, ‘ (20)
gl L g in |

oder: b2 do, —do,

bzw.
B) h (YV(J)2 +—g— a'xz _ dby2 —0 1
@1)

oder: @:@:L%_}, %, '
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Die Formeln (18) und (19) gelten im Falle A) unverindert, im Falle B)
erhalten sie die Form:
bdry + (hy — hy) dw, =0 ‘ (18 a)

oder insbesondere: dr, = 0. (22)

Mit Riicksicht auf die vorerst iiberraschende Gl. (22) sei noch daran
erinnert, daf eine bys-Schiebung fiir das Wegschaffen von Restparallaxen
entlang der einzelnen Normalebenen zur Kernachse jeweils von gleicher Wirkung
ist wie eine bestimmte »,-Drehung. Mit (22) ist daher die Endphase der Ein-
passung keineswegs behindert.

DaR die Orientierungswinkel do, und dg, in den Gleichungen (16) bis (22)
nicht aufscheinen, steht durchaus im Einklang mit der lingst bekannten Tat-
sache, daB do, und de¢, als von den iibrigen Orientierungsgrofen unabhédngig
anzusehen sind, Es war dies bereits nach den eingangs erwédhnten Untersuchungen
von R, Finsterwalder ') zu erwarten, wo sich zeigte, dal die durch Ausgleichen
vermittelnder Beobachtungen berechneten mittleren Fehler von de,, do, als
einzige mit den experimentell gefundenen Werten gut {ibereinstimmen. Zum
gleichen Ergebnis gelangten auch E. Gofthardt?), a. a. O. S. 8, und W. K, Bach-
mann?), a. a. 0., S, 37. Hiezu ist jedoch noch zu bemerken, dafl dieses Fehlen
der GroBen de,, de, in (16) bis (22) nur davon herriihrt, daB fiir alle unterhalb
der Basis gelegene Modellpunkte (y = 0) die Glieder mit de,, do, in der Fehler-
gleichung (5) wegfallen, Diese Punkte, vor allem die Nadirpunkte werden aber
tatsdchlich (wie schon in Nr, 4 erwdhnt) beim praktischen Einpassen vorzugs-
weise beobachtet. Ausnahmsweise (z. B. bei Aufnahmen im Kiistengebiet) 2%)
kann es indessen auch vorkommmen, daf der Modellbereich unterhalb der Basis
(nur leere Wasserflichen umfaft, also) keine identifizierbare Punktpaare liefert,
Man hat sodann im Sinne unserer Ausfiihrungen in Nr, 4 durchwegs mit Modell-
punkten zu operieren, deren y-Koordinaten von Null betrdchtlich abweichen,

In einem solchen Fall enthalten die Relationen von der Form dp;=0 sowohl
dey,, do, wie allenfalls auch db, dbs. Da derartige Falle in der Praxis nur sehr
selten in Betracht gezogen werden, kann der Umstand, daf die Unabhéngig-
keit der Verschwenkungen schon friiher erkannt wurde, als praktische Erhartung
unserer SchluBfolgerungen angesehen werden.

Nr. 7. Giiltigkeitsgrenzen der neuen Relationen und Hauptsatz. Fiir die
Klarstellung der Giiltigkeitsgrenzen der Gln. (16) bis (22) ist noch die raumliche
Verlagerung von Bedeutung, welche die Nadirpunkte 1, 2 oder der Punkt P?
bei der Modellmitte zufolge der betrachteten Biindelbewegungen erfidhrt. Nach
Nr. 4 geniigt es, den an diesen Stellen auftretenden Hohenfehler dfizu berechnen.
Nun ergibt aber GI, (6) fiir y =0 und dby = db,, = 0:

X2 4 22 (x =02+ 22 X xX—20

dh = b dep, — ) dep, — 7 db, + T

b, (23)

21) Vgl, hiezu etwa P. Tham, Photogrammetrische Auswertung ebener Geldnde.
Dissertation Stockholm, 1939.
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fiir 1, 2 und P? insbesondere:

h3

2

dh = ) (dpy —do,) — b dp, — db,, dh= hbl(d‘Pl_d‘Pz)‘de%—dbzl (24)
b? S

bzw., M=fi%?UQw%—mg_%m%+@m (25)

Man entnimmt daraus, daB dh fiir alle unterhalb der Basis gelegene Modell-
punkte gerade von den in (16) bis (22) aufscheinenden OrientierungsgrofBen
unabhingig ist. Insbesondere hdngt d/i in den Punkten 1, 2 und P® A) beim
,» Winkelverfahren* bloB von den Verschwenkungen, B) beim ,, Folgebildanschlu
bloB von de¢, und db,, ab. Dies erleichtert die Abschidtzung des Hohenfehlers
betréchtlich,

Wir sind damit in der Lage, fiir jeden in Frage kommenden Fall jene
Schranken der Biindelbewegungen zu berechnen, innerhalb welcher etwa die
Schnittpunkte der nach den Modellpunkten in der xz-Ebene zielenden Aufnahme-
strahlen im Innern des zugeordneten ,,gefdhrlichen Raumgebietes bleiben. Um
dies an Hand konkreter Beispiele ndher darzulegen, stiitzen wir uns wie bei
friiheren Gelegenheiten (siehe [XII], Nr. 1, [XIV], Nr. 4) im Falle A) des,, Winkel-
verfahrens* auf die von R. Finsterwalder im Jahre 1934 verwendeten Aufnahme-
daten, bzw. B) beim ,,Folgebildanschiuf* auf die bei W. K. Bachmann (1943)
eingehaltenen Versuchsbedingungen,

A) Im ersteren Falle war b =160 mm, h = — 412 mm und die in der
-Modellebene z = /i gemessene y-Paralaxe hatte den mittleren Fehler p = 0°03 mim.
Ferner betrugen die empirisch gefundenen mittleren Orientierungsfehler (fiir
beide Kammern durchschnittlich):

Mo == 160", Mm¢=+3, myi= =+ 30

Erteilen wir den Orientierungswinkeln die k-fachen Betrdge ihrer mittleren
Fehler (k> 1), soist der Hohenunterschied zwischen der Grundfldche ®° und
einer Begrenzungsfliche @x bei der Modellmitte nach bereits friiher abgeleiteten
Formeln (siehe [XI], Gl. 31, 34 a, und [XIV], GI, 15):

1) Beieinem ,,gefdhrlichen Raumgebiet erster Art* (siehe Nr, 3):

— 4541—20'03

M_—4pr_ 1 100 s mim = =737 i, sowie

2 k2dw 22k.36:p

2) fiir ein ,,gefdhrliches Raumgebiet zweiter Art"“ (wegen dA = dp,: [ =

003:h):

W= — B =9 mm = — | mm
R L1 FTA2, 16 + 00155k +0°002427
. —003" 3438

+

Diese Abmessung gilt wegen f; = i, = li in beiden Fallen zugleich fiir alle
Stellen unterhalb der Basis (vgl. [XI], Nr. 2, Nr. 4, bzw, [XIV], Nr. 2, b, oder



43

[XV], A ¢, B j). Andererseits ergibt sich aus obigen Formeln (24) und (25) fiir
dp, =+ k.3 dp, = F k.3'"in den Punkten 1 oder 2:

dhh = + k. 199 mm, bzw, in P°; dh = + 1'92 mm,

Demnach ist d/1in den Punkten 1 und 2 etwas groRer als an der Modellmitte,
Wir berechnen nun jene groften Werte von k, bei denen der Schnittpunkt der
zu 1 (oder 2) gehorigen Zielstrahlen ungiinstigsten Falles bis an die eine Be-
grenzungsflache des ,,gefdhrlichen Raumgebietes’ verlagert wird. Zu diesem
Zweck setzen wir:

1
k

bzw. fiir 2) Q* =dh= k. 199,

Man erhilt hieraus im Falle 1) k= 6°1,-bzw. im Falle 2) (als kleinere Wurzel
einer quadratischen Gleichung) k = 5°6.

.o M
Fiir 1) 5= dh, also —-73'7 = k. 1'99,

Danach liegen die verlagerten Strahlenschnittpunkte unterhalb der Basis
hochstens gerade dann auf der Begrenzungsfliche @+ oder ®— (vgl. Nr., 3, b, c, d),
wenn die Orientierungswinkel innerhalb folgender Grenzen liegen 25):

»gefahrl, Raumgebiete | dw =do, — dw,: | do;: | dxg:

1) erster Art: R (oL +18 | +22 | (20)
2) zweiter Art: + 9 +17 | £ 20

Wie schon in Nr, 3, d, und Nr, 4 erwdhnt wurde, werden die Orientierungs-
winkel beim Einpassen eines Bildpaares Schritt fiir Schritt verkleinert, und zwar
nehmen sie schlieRlich Werte an, die wesentlich unterhalb der soeben angegebenen

Schranken liegen. Fiir alle solche Werte ist jecloch 1) dh << g bzw, 2) dh < Q*

und damit ist sichergestellt, daff wdhrend der durch (26) gekennzeichneten End-
phase des Orientierens die ldngs der xz-Ebene vorhandenen Schnittpunkte ent-
sprechender Zielstrahlen verldflich im Innern des zugehdrigen ,,gefdhrlichen Raum-
gebietes' bleiben,

Fiir den B) ,,Folgebildanschluf3** ergeben sich die analogen Grenzen wie
folgt. Wir nehmen hiefiir (nach W. K. Bachmann) b = 100 mm, f = 164 mm,
= — 324 mm und den mittleren Fehler der in der Modellebene z = /1 ge-
messenen y-Parallaxe mit o = 0°04 mm an, Die von W, K. Bachmann unter
diesen Voraussetzungen experimentell festgestellten mittleren Orientierungs-
fehler betrugen:

My = + 25, My, = + 4’5, mwy= = 1",
Myy, = + 032 mm, 1y, = + 0°10 mm,
) DaB hierin die Winkel dx; ebenfalls mit dem k-fachen Betrag ihres mittleren

Fehlers angefithrt wurden, ist mit dem in Gl. (20) ausgedriickten Zusammenhang zwischen
den Orientierungswinkeln begriindet.
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Werden wieder die mit einem Faktor k multiplizierten Betrdge dieser
Fehler (k> 1) als Orientierungsgrofen angenommen, so ist fiir ein ,,gefdhrliches
Raumgebiet erster oder zweiter Art* (siehe [XI], Formel 34 b, 35, bzw. [XIV],
Formel 18):

M 004
1) 5 =% 53438 = }—55 mm,
bzw., (wegen dh=004:h):
004
o gro_ A mat !
__idmz—d)\—+l(25 _ 004 + k.00182 — 0°003088"
— 3438 324
Aus den Gleichungen (24), (25) folgt ferner fiir do; = db;, =0, d¢, =
— k.45, dbzy = — k.01 mm als Hohenfehler in den Punkten:
1 | A 2

dh =k, 161 mm ’ k. 1'41 mm ‘ k. 1'37 mm
Wie man sieht, ist jetzt dh beim Modellpunkt 1 am groBten, bei 2 am
kleinsten, Aus dh = 1'61 k= 1) »{?bzw. 2) Q. =+ ergibt sich nunmehr dhnlich
wie vorhin unter A) als H(')’chstbeh’;rag des Faktors k:
1) k=59 bzw. 2) k=58.

Fiir diese Werte von k konnen die verlagerten Strahlenschnittpunkte im
ungiinstigsten -Fall auf eine der Begrenzungsflachen des ,,gefdhrlichen Raum-
gebietes'* gelangen, Somit ist die Endphase des Folgebildanschlusses im vor-
‘liegenden Beispiel durch folgende Schranken festgelegt:

,gefihrl, Raumgebiet| do de dw dby db

1) erster Art: + 146’ | + 264 |+ 64| +1'9mm| 059 mm
2) zweiter Art: |4 14'4'| 4259 |+ 63| &= 1"8mm | 4-0'58 mmn

(27)

Wenn wir nun beispielsweise voraussetzen, daf bei den einzelnen in Nr, 4
gekennzeichneten Orientierungsschritten jede daran beteiligte Orientierungs-
groRe stets kleiner (hdchstens ebenso grof) ist wie beim jeweils vorangegangenen
Schritt, dann kénnen wir nach obigem feststellen:

In den betrachteten Fdllen bleiben bei jeder Bewegung der beiden Zielstrahl-
biindel, die sich innerhalb der Schranken (26) bzw. (27) hdlt, die Schnittpunkte
der zum Modellbereich unterhalb der Basis gehdrigen Zielstrahlenpaare verldflich
innerhalb des durch diese Bewegung bestimmten | gefdhrlichen Raumgebietes*,

Weil ein Verschwenkungswinkel de; auch als Hohenunterschied db.; =

B(;—c? zwischen den beiden Aufnahmezentren zur Geltung kommt, sind mit

(26) und (27) zugleich bestimmte Genauigkeitsgrenzen fiir die Flugh6hen H,, H,
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iiber Grund im Augenblick der beiden Aufnahmen vorgezeichnet. Man berechnet
leicht, daB dieser Hohenfehler (etwa bei einer Basislange B von 1000 m) fiir die
betrachteten unabhingigen Bildpaare (siehe A) rund 5 m, hingegen fiir obigen
Folgebildanschluf (B) rund 7 m betrigt. Man erkennt daraus, daB die Flughdhen-
messung z. B. mittels Funkpeilung®) fiir den vorliegenden Zweck ausreichend
genau wire, Wir konnen nunmehr die Ergebnisse wie folgt zusammenfassen:

Hauptsatz:

Sind 2wei angendherte Senkrechtaufnahmen eines Geldndes gegeben und kennt
man mit der soeben angegebenen Genauigkeit die Flughdhen iiber Grund H,, H,
dieser Aufnahmen, so erfiillen die Orientierungsgrofien in der durch Schranken
von der Art (26) baw. (27) gekennzeichneten Endphase des Einpassens die Bedin-
gungsgleichungen (17) und (18); fiir unabhdngige Bildpaare oder den Folgebild-
anschlufs gelten insbesondere die Gleichungen (2o0) und (18) bzw. (21) und (18 a).
Liegt der Huhenunterschied H,—H, unterhalb der oben hervorgehobenen Grenze,
dann gilt im Besonderen (neben Gl. 17, 2o bzw. 21) auch noch Gl. (19) bzw. (22).

(SchluB folgt.)

Literaturbericht

Buchbesprechung

Prof. Dr. sc. techn. Max Zeller: Lehrbuch der Photogram-
metrie Mit 197 Figuren und 38 Abbildungen auf Tafeln. 304 Seiten 8° In
Leinwand gebunden Fr. 32.—. Verlag: Orell Fiissli in Ziirich 1947.

Wie in den meisten Gebirgsldndern hat auch in der Schweiz die Photogrammetrie
speziclle Pflege und erhohte Anwendung gefunden und dadurch eine besonders erfreuliche
Entwicklung genommen, so dafl die Schweiz heute zu den fithrenden Staaten auch auf
diesem Gebiete gehort.

So ist es erklirlich, daB dieses jiingste Lehrbuch der Photogram-
metrie, verfaBt von einer so gewichtigen Autoritdt des schweizerischen Vermessungs-
wesens, wie es Professor Dr. Zeller ist, der als Inhaber des Lehrstuhles fiir Photogram-
metrie und als Leiter des Photogrammetrischen Institutes an der Technischen Hochschule
in Zirich sowohl als Theoretiker wie auch als Praktiker internationalen Ruf besitzt,
von allen Fachkreisen mit groBtem Interesse entgegengenommen wird.

Der Verfasser gliedert in seinem Werk den Stoff in 4 Abschnitte, welche behandeln:
1. Die optischen und photogrammetrischen Grundlagen der Photogrammetrie. 2. Die
terrestrische Photogrammetrie mit ihren vielfachen Anwendungen, insbesondere fiir topo-
graphische Aufnahmen, fiir die Herstellung technischer Pline, fiir die Ballistik, als Nah-
photogrammetrie und als Mikrophotogrammetrie. 3. Die Luftphotogrammetrie einschlieB-
lich Entzerrung, Luft- und Radialtriangulation. 4. Die Anwendung der Luftphotogrammetrie
speziellfiir topographische Karten und technische Pldne, fiir den Kataster undfiir agrarische
Operationen, fiir geologische Kartierungen, ferner die Anwendung der Entzerrung und
die Anwendung der Lufttriangulation bei topographischen Aufnahmen.

26) Diesen Hinweis verdanke ich meinem einstigen Schiiler K. Rinner,
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Genauigkeitssteigerung der gegenseitigen Einpassung

von Luftaufnahmen auf Grund noch nicht beachteter

Bedingungsgleichungen zwischen den Orientierungs-
grofien

Von Josef K rames, Wien, korrespondierendes Mitglied der dsterr. Akademie
der Wissenschaften

(Mit 6 Textabbildungen)

Veriffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen

(SchluB)

Nr. 8. Vergleichmit Untersuchungen von R. Finsterwalder und E. Gott-
hardt. Mit den vorangegangenen Ausfiihrungen sind zugleich gegeniiber den
Ergebnissen der Arbeiten anderer Autoren wesentliche Fortschritte erzielt, Wir
verweisen zuerst auf R. Finsterwalder 7), der gezeigt hat, dal beim Vorliegen des
sogenannten ,,gefdhrlichen Drelizylinders, und zwar beim Winkelverfahren, die
Summe dx»; 4 d%, und die Differenz dw = dw, — dw, iiberall im Gesichtsfeld
einen konstanten Quotienten besitzen. Er hat jedoch nicht bemerkt, daR dieser
Quotient stets gleich dem doppelten Basisverhiltnis 8 ist (vgl. etwa obige Gl. 20).
Uberdies sei noch hervorgehoben, daR diese Relation fiir das Auftreten des
»gefdhrlichen Zylinders wohl eine notwendige, jedoch keineswegs auch eine
hinreichende Bedingung darstellt. Denn fiir jedes gegebene Basisverhdltnis
B = N/b gibt es ja insgesamt oo? | gefdhrliche Flachen im engeren Sinne* ®°,
welche den Modellpunkt P° mit den Koordinaten x = 0/2, y =0, z=h=0§
enthalten (vgl. [XI], Nr. 4, Satz 3). Geniigen aber die Orientierungsgrofen blof
der Bedingung (20), baw. (21), so ist damit nur sichergestellt, daf die zugehdrigen
»gefdhrlichen Raumgebiete' (sowohl fiir das Winkelverfahren wie auch fiir den
FolgebildanschluR) je eine dieser oo® Fldchen zur Grundfldche haben (vgl. Nr. 4,
Absatz nach GI. 6). Um als Grundflache insbesondere den ,,gefdhrlichen Zylinder*
zu erhalten, hat man den fiinf Orientierungsgrofen neben (20) bzw. (21) auch
noch (19) bzw. (22) und zwei weitere, also insgesamt vier Bedingungen vorzu-
schreiben. Diese lauten (gemeinsam angeschrieben):

A) Beim Winkelverfahren: B) Beim Folgebildansehluf3:
2B do — (d#, + d»,) =0 (20) h dw, 4 %dxz —dbe =0 (21)
dny — doy = 0 (19) dx, =0 22)
do; — dp, =0 (28 a) do, =0 (28 b)

dop, = dgp, =0 (29 a) dbss = 0 (29b)



57

Von diesen Gleichungen gibt (19) bzw. (22) fiir sich allein die Bedingung
dafiir an, daB die Fliche @ in der xz-Ebene, unterhalb der Basis, eine zur Kern-
achse parallele Erzeugende besitzt 27), Ferner ist (28 a oder b) allein kennzeichnend
fiir solche Grundflichen @ deren zweite in der xz-Ebene neben der Kernachse e,
vorhandene Erzeugende f(siehe Nr. 3, c) zu es parallelist. Dazu sei noch bemerkt,
daB von den oot verschiedenen Wertverbindungen von dw, do,, dep,, dx,, dx,,
bzw. dw,, dep,, dn,, dbye, db,s, welche der Bedingung (20) bzw. (21) geniigen,
jeweils ool proportionale Quintupel auf dieselbe Grundflache ®° fiihren (vgl.
Nr. 3, Schluf von a und insbesondere Fufn. 11). Ferner werden die beiden
Bedingungen (20) und (19), bzw. (21)und (22) gleichzeitig von eo® Wertverbindun-
gen der OrientierungsgroBen erfiillt, zu denen co® Fldchen @° gehoren, usw. Man
erkennt so schlieflich, daB fiir das Auftreten des zur xz-Ebene symmetrischen
,,gefahrlichen Drehzylinders von gegebenem Durchmesser = - b tatsdchlich
das gleichzeitige Bestehen der angefiihrten vier Bedingungen notwendig und
hinreichend ist (vgl. auch [XI], Nr. 3, Te, h, I1, q, t, bzw. [XIV], Nr. 3, [XV], A, e).

Bei diesen Erwdgungen kommt immer wieder die bereits in Nr. 4 (Absatz
nach Gl. 6) hervorgehobene geometrische Deutung der allgemeinén Fehler-
gleichung (5) zur Geltung. Wenn man nun bedenkt, da diese Gleichung streng
genommen nur fiir infinitesimale Orientierungsgrofen richtig ist, mit anderen
Worten, daBl (5) umso genauer gilt, je kleiner die Orientierungsgrofien angenom-
men sind, so erkennt man jetzt auch, daf die linken Seiten der (jeweils zuerst
angefiihrten) Formeln (17) bis (22) bei gegen Null konvergierenden Orientierungs-
grdfen von hoherer Ordnung als diese unendlichkleinwerden. Demgegeniiber haben
vor allem R. Finsterwalder”) und E. Gotthardt?) blof erkannt, daf die Verkan-
tungsdifferenz, bzw. (im wesentlichen) die linke Seite der ersten Gleichung (20)
auffallend kleine Werte annehmen.

Zur zuletzt genannten Erkenntnis gelangte Gofthardt in seiner Habili-
tationsschrift 2). Diese beschaftigt sich nur mit dem Winkelverfahren und stiitzt
sich vor allem auf eine Transformation, durch welche die fiinf Orientierungs-
grofen do = do, — dw,, do,, de,, dx,, dx, durch bestimmte fiinf Funktionen
von ihnen ersetzt werden, die sich wie voneinander unabhangige (,,konjugierte)
Variable verhalten. Diesen besonderen ,,freien Funktionen kommen zugleich
ausgezeichnete Genauigkeitseigenschaften zu, und zwar ist unter den damit
bestimmten neuen Orientierungsgrofen die folgende

Fy= K (% + du) + L (do, — duy) (30)

weitaus am genauesten gleich Null. Sie deckt sich bei Beachtung des in Nr. 2
eingefiihrten Koordinatensystems, abgesehen von den Faktoren K und L, mit
der linken Seite von (20). Der Wert dieser Funktion erwies sich am kleinsten
bei einem Gebirgsriicken und war nur unwesentlich groRer bei einem ebenen
Gelande und einem Gebirgstal. Fiir jede dieser Geldndeformen wurden auch die
Faktoren K und L (siehe Gl. 30) berechnet. Bei dem mit einem Basisverhiltnis

27) Die o3 dieser Bedingung geniigenden Flichen ®° sind in [XI], Nr. 3, I, Fall c,
sowie [II], Fall m, niher beschrieben.
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f = 3:1 aufgenommenen Tal ergab sich beispielsweise L = 0'975, K = 0°158,
so daf hier
L: K=2mal 3’1

mit obiger Gleichung (20) auffallend gut iibereinstimmt. Danach bilden diese
Gotthardtschen Berechnungsergebnisse bereits eine vorziigliche numerische
Bestatigung fiir unsere in Nr. 6 abgeleiteten Bedingungsgleichungen. Seine Be-
trachtungsweise liefe sich in dhnlicher Weise auch auf den Folgebildanschlufl
iibertragen. Man hétte zu diesem Zweck fiinf analoge Funktionen ausgezeichneter
Genauigkeit abzuleiten, darunter als Seitenstiick zu (30) die aus Gl (21) zu
entnehmende :
F = o, — 5 ey — 5 dbys @31)

Nr. 9. Berechnung der mittleren Orientierungsfehler auf Grund der Be-
dingungsgleichungen. Fiir die praktischen Anwendungen ist jetzt vor allem von
Interesse, welche mittleren Fehler der Orientierungsgriffen unter Zugrundelegung
obiger Bedingungsgleichungen berechnet werden konnen. Um mit den Ergeb-
nissen von praktischen Versuchsarbeiten vergleichen zu konnen, stiitzen wir uns
im folgenden abermals auf die bereits in Nr. 6 herangezogenen Aufnahme-
bedingungen, die von R. Finsterwalder (fiir unabhédngige Bildpaare), bzw. von
W. K. Bachmann (fiir den Folgebildanschluf) verwendet wurden. Da es sich in
beiden Fallen um eine horizontale Modellebene handelt, gilt /i, = f1,, so daB von
den fiinf Orientierungsgrofen jedesmal je zwei mittels der Formeln (20) und
(19), bzw. (21) und (22) eliminiert werden konnen. Die mittleren Fehler der drei
restlichen Grofen ergeben sich sodann nach der gebrduchlichen Methode ver-
mittelnder Beobachtungen. Im Falle

A) Unabhdngiger Bildpaare (nach R. Finsterwalder) haben die sechs Orien-
tierungspunkte, in denen die y-Parallaxe beobachtet wird, die Koordinaten:

| 1 2 3 4 5 6
X 0 160 .0 160 0 160
y 0 0 168 168 —168 —168 ; mm (32)
2 | —412 —412 —412 —412 —412 —412

Eliminiert man nun etwa dx;, dx, aus Gl. (5) gemdB GI. (19), (20), so
ergibt sich: .

2 Xy X—0
apy =~ Lo + L ag, - CZOY gp, ®)
Z Z Z
Wird der mittlere Fehler der in den sechs Orientierungspunkten gemessenen
y-Parallaxe (wie bei R. Finsterwalder) mit p = 0°03 mm angenommen, so erhalt

man aus (33) und (19), (20) mittels der bekannten Gewichtsgleichungssysteme
die mittleren Orientierungsfehler:

d(l) = =+ 0.753,, d%ol = == 1.12’, dxl = = 1.94’.
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Zur Gegeniiberstellung seien die von R. Finsterwalder aus praktischen Versuchen
gewonnenen (durchschnittlichen) Fehlerwerte nochmals angegeben:
do = + 1'62/, de; = == 30y, dxy; = =+ 3'62".
Wie man sieht, betragen die auf Grund unserer Bedingungsgleichungen berech-
neten Werte rund die Hdlfte der empirisch ermittelten mittleren Fehler. Wir
kommen hierauf noch zu sprechen. Fiir den
B) ,,Folgebildanschluf3*

sind die Koordinaten der sechs Orientierungspunkte (nach W. K. Bachmann):

l i 2 3 4 5 6
X 0 1000 0 100 0 100
y 0 0 120 120 —120 —120 { mm (34)
7 | —324 —324 —324 —324 —324 —324

und die in der Modellebene gemessene y-Parallaxe hat den mittleren Fehler
p = 004 mm. Wegen GI. (22) ist jetzt nur dby gemdB (21) zu eliminieren, so
daB gilt:

2 (x—"0)y /
dpy = —Jz— dw, — —Z-U— A9yt 2 db, (35)
Danach berechnen sich die mittleren Orientierungsfehler wie folgt:
Mw, = == 156, My, = == 3'70’, Muy = == 000
Myy, = == 0°147 mm, Mgy = == 0°076 mm,

Hingegen waren die von W. K. Bachmann empirisch festgestellten Werte:

Mwy, = == 2°43/, Moy = == 4'48, Muy = =108
My, = £0'32 mm, Myz, = == 0'10 mm.

Die nach dem angegebenen Verfahren berechneten Fehlerwerte sind also auch
in diesem Falle wesentlich kleiner, zum Teil ungefdhr blofs halb so grof3 wie die
durch praktische Versuche festgestellten. Stellt man den bei Bachmann aufschei-
nenden Verkantungswinkel als zusitzliche v-Schiebung durch die Strecke b dx,:
p’ in Rechnung, so ist dort mu, = == 0°0’ und mpy, = == 0'35 mm zu setzen,
wonach obige Feststellungen noch deutlicher in Erscheinung treten.

Daf die neu berechneten mittleren Orientierungsfehler in beiden Fillen
durchwegs bloB rund die Hélfte der empirisch gefundenen Fehler ausmachen,
ist wohl einigermafen beachtenswert. Dieses iiberraschende Ergebnis héngt
offenbar damit zusammen, daf durch die Bedingungsgleichungen (17) bis (22)
die Unsicherheit bei der Ldsung der Hauptaufgabe wdhrend der Endphase des
Orientierens wesentlich herabgesetzt wird. Denn bei Beachtung dieser Gleichungen

. hat man nun nicht mehr fiir fiinf, sondern nur noch fiir drei (voneinander un-

abhédngige) Unbekannte geeignete Werte auf optisch-mechanischem Wege
herauszufinden.
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Nr. 10. Uber die erforderlichen Ergiinzungen der optisch-mechanischen
Verfahren und Instrumente. DaBl das optisch-mechanische Einpassen zweier
Luftaufnahmen wumso unsicherer wird, je kleiner die wegzuschaffenden Rest-
parallaxen geworden sind, hat man schon ldngst erkannt und diesen Umstand
meistens durch ein mehr oder minder systematisches Abtasten zu {iberbriicken
getrachtet. Statt dieses dem Zufall ausgelieferten Vorganges hat vor allem
W. K. Bachmann die Ausmittlung der Ergebnisse wiederholter (drei- bis sechs-
maliger) Orientierungen nachdriicklich vorgeschlagen. Dies wurde indessen von
anderer Seite aus wirtschaftlichen und arbeitstechnischen Griinden abgelehnt %),
Umso willkommener wird daher eine Genauigkeitssteigerung sein, die bereits in
einem einzigen Arbeitsgang ungefihr dieselbe Wirkung erzielt, wie die von
W. K. Bachmann vertretene LOsung,

Eine solche Verbesserung des Orientierungsvorganges ist mit obigen
Ausfiihrungen am SchluB- von- Nr.-9 unmittelbar gegeben. Sie lauft einfach
darauf hinaus, die Orientierungsbewegungen wihrend der durch Schranken von der
Grifenordnung in (26) und (27) bestimmten Endphase immer nur mit der durch
die Bedingungsgleichungen (17) bis (22) zum Ausdruck gebrachten gegenseitigen
Abhdngigkeit (Koppelung) auszufiiliren.

A) Beim ,,Winkelverfahren

hat man z. B. gleichzeitig mit jeder Verkippung (Querneigung) des einen Projek-
tors durch einen kleinen Winkel dw beide Projektoren wegen GI, (20) derart im
Ausmal dx,, bzw. dx, zu verkanten, daBl

dxy + dx,

it
ist. Die hiefiir erforderliche Kenntnis der Grofe von 8 ist entweder den wihrend
des Bildfluges registrierten Daten oder den in der vorliegenden Endphase des
Einpassens bereits (angendhert) vorhandenen Strahlenschnittpunkten zu ent-
nehmen. Da desgleichen auch die Hohen hy, /i, der beiden Biindelscheitel {iber
der Modellfliche hinreichend genau bekannt sind, kann auferdem noch gemaf
Gl. (18) die Verkantungsdifferenz

=B do

h ; hy o

angenommen werden. Zu jedem durchdrehten Winkel dw gelidren also eindeutig
bestimmte Werte dx,, dw, der Verkantungswinkel. Neben diesen gekoppelten
Biindeldrehungen stehen sodann noch die davon unabhédngigen Verschwenkun-
gen durch kleine Winkel de, und dg, fiir die Herstellung der gesuchten end-
giiltigen Einpassung zur Verfiigung.

ax, — dny =

B) Beim ,,Folgebildanschluf3*
(z. B. mit Festhalten der linken Kammer) sind die durch die Gleichungen (21)
und (22) vorgezeichneten Koppelungen der Biindelbewegungen einzuhalten.

28) Siehe A. Brandenberger, Fehlertheorie der duBeren Orientierung von Steilauf-
nahmen, Dissertation Ziirich 1946, S. 136 1.
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Verkippt man etwa den rechten Projektor durch einen Winkel dw,, so ist er
wegen Gln. (18), (21) und (16 a) gleichzeitig damit durch den Winkel
hy = h,

b dw,

(g = — -
2u verkanten und auferdem durch die kleine Strecke
dbys = hdw, + %dxz =N, dw,

parallel zur y-Richtung zu verschieben, Zur Losung der Hauptaufgabe sind nun-
mehr blof geeignete Werte der drei GréBen dw,, do,und db., auf optisch-mechani-
schem Wege zu ermitteln,

Zur erleichterten Ausfiihrung der soeben geschilderten gekoppelten Biindel-
bewegungen kann man schlieBlich die bisher verwendeten Orientierungsmaschinen
zusdtzlich mit geeigneten, unseren Bedingungsgleichungen entsprechenden
Mechanismen ausstatten, die jeweils nach Bedarf, d. h. wiahrend der bezeichneten
Endphase des Orientierens in Funktion zu setzen wiren. Beispielsweise wiirde
beim Winkelverfahren fiir den meistens vorliegenden Fall der Anwendbarkeit
von Gl. (19) ein einfaches Zahnradgetriebe einzubauen sein, um die gleichzeitige
Verkantung beider Projektoren um jeweils gleiche Winkel zu gewdhrleisten,
Ebenso lassen sich leicht weitere Mechanismen ausfindig machen, mit deren
Hilfe auch die iibrigen Bedingungsgleichungen je nach Bedarf (mit ausreichender
Genauigkeit) automatisch erfiillt sind.

Es eriibrigt sich sodann noch die Aufstellung von Orientierungsverfahren
nach dem Vorbild der bisher iiblichen, die alle auf Ofto v. Grubers Prinzipien
zuriickgehen. Wahrend jedoch darin im wesentlichen immer fiinf verschiedene
Grundoperationen zu einem Orientierungsverfahren zusammengefat waren,
sind bei den neu zu entwickelnden Verfahren fiir die Endphase des Einpassens
bloB drei (voneinander unabhingige) Grundoperationen in geeigneter Weise
aneinanderzureihen,

Die Anfinge der relativen Schweremessung
Von Vermessungsrat Dr, Robert N or z, Leiter des Vermessungsamtes in Schwaz

(Verdffentlichung des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen)

Am 1, Mdrz 1947 waren es 60 Jahre, seit der erste Pendelapparat zur
Durchfiihrung relativer- Schweremessungen fertiggestellt und in Verwendung
genommen wurde. Da dieser Apparat in Wien konstruiert und ausgefiihrt
worden war, die relative Schweremessung von hier ihren Ausgang nahm und
der Pfeiler im Pendelkeller des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen



