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Zwei neue Herleitungen des Satzes von Legendre.
Von Dr. F. Hauer in Wien.

Das Theorem von Legendre wird derzeit meist aus dem Sinussatze oder
aus dem Iosinussatze der sphiarischen Trigonometrie hergeleitet. Dafl man aber
hiezu selbstverstdndlich jeden Satz der sphérischen Trigonometrie, der eine
Beziehung zwischen den Seiten und den Winkeln des sphdrischen Dreieckes
herstellt, verwenden kann, ist schon seit langem bekannt.

Es haben sich demnach auch seit Legendre eine groBe Reihe von Mathe-
matikern und Geoddten mit diesem beriihmten Satze beschaftigt *).

Im Nachfolgenden werden zur Ableitung und zum Beweise des Satzes
von Legendre Gleichungen der sphirischen Trigonometrie herangezogen, die
bisher noch nicht hiezu verwendet wurden, nidmlich der Projektionssatz und
die Neper’schen Analogien der sphédrischen Trigonometrie. ‘

Ableitung des Satzes von Legendre aus dem Projek-
tionssatz.

Die Seiten eines kleinen sphérischen Dreieckes auf der Kugel vom Radius
r seien a, b, c¢; die ihnen zugehgrigen Winkel A, B, C.

Diesem spharischen Dreiecke werde ein ebenes Dreieck zugeordnet, das
dieselben Seiten wie das sphérische Dreieck besitzt und dessen Winkel A*, B*,
C* seien.,

Im sphirischen Dreiecke ist nach dem Projektionssatz

.oa .C b c . b
smTcosB:smTcosT—cosTSInTcosA.

,%,-f als klein von 1. Ordnung vorausgesetzt,

dann ist bis einschlieBlich kleine GréBen 4. Ordnung

Werden die Quotienten 4

*) Eine ausfithrliche Studie des Verfassers zur Geschichte des Satzes ven Legendre
erscheint demnichst,
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a a3 c c? b2 2\ /b b3
(Ta-‘s) COSBI(,-“ W)(l éﬁ) (‘ —W)(Tia?a‘) cos A,

Multipliziert man voranstehende Gleichung beiderseits mit r, so ergibt sich
nach entsprechender Umordnung

c=acosB +bcosA+%(c3+302c— a®cos B— 3 bc2cos A— b3cos A). (1)
Wird der Kosinussatz des sphérischen Dreieckes in seiner Form
cos’i = cos’—l? cos’c—. -+ sin ’2 sin )£ cos A

auf ein Dreieck, dessen Seiten klein von 1. Ordnung sind, angewendet, so ist
bis einschlieBlich kleine Grofen 3. Ordnung

a2 b? c? b ¢
und daraus

a2 =62+ ¢z — 2 bccos A.
Hiemit ist

o 1)2 + C2 _ az ) ]
cos A = T ape

ebenso ergibt sich

@)

|
s @b }

2ca
Fiihrt man nun die Gleichungen (2) in den Klammerausdruck von Glei-
chung (1) ein, so gilt, wieder bis einschlieBlich kleine GréBen 4. Ordnung

— L 20 3Cz+az_bz_ L 22 —a
c=acosB4bcos A+ 52\ +3b%2c— a 5ca 3 bc 5 be
_ b3 bz+ Cz_az
2 bc '
d. i
c:acosB—}—bcosA—lecrz—(—a4—b4—c4—|—20262+202(12—i—2a202).

Der Klammerausdruck in voranstehender Gleichung ist gleich 16 F*2, wie man
aus der Formel von Heron fiir die Fliche des ebenen Dreieckes F* ohneweiters

erhidlt. Es ist somit

x2
c:acosB—l—bcosA+%. N (4]

Da nun
4 Fx = qcsin B* + bcsin A*,
also auch, bis einschlieBlich kleine Glieder 3. Ordnung

4 F* = acsin B + bc sin A,
und da auferdem
v F

i

»

bzw. mit gleicher Genauigkeit wie vorhin,

Fx
= &

re
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ist, so hat man, mit Beachtung kleiner Glieder 4. Ordnung,
c=a@m8+%wm&+W@%A+%me N 21

Ist nun B¥=B — ¢, A= A — &, wobei ¢ klein von 2, Ordnung sei, so
bestehen, mit Beriicksichtigung kleiner GréRen 3. Ordnung, die Beziehungen

cos B¥=cos(B — &) =cos B 4 ¢ sin B, )

cos A* = cos (A — ¢) = cos A+ ¢ sin A Joo ©)
Fiir '
h— =
"3
folgen durch Eintragen der Gleichungen (5) in die Gleichung (4) die zwei Sétze
[ g [ e
c:aw#B*?PWMqA3).....,.....@
bzw.
c=acosB*-4-bcosA*. . . .. ... ... ... ... (6

Da nun Gleichung (6a), die den Projektionssatz des ebenen Dreieckes, mit
den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln Ax, B¥, C¥ fiir die Seite ¢ darstellt, mit

Gleichung (6) wegen der Ansédtze A* = A — %, Bx= B — %, ebenso, durch
zyklische Vertauschung, C*= C — —i—, identisch ist, besteht der Satz, daB ein
J

kleines sphiarisches Dreieck bis einschlieRlich kleine Glieder 3. Ordnung in ein
ebenes Dreieck mit denselben Seiten verwandelt werden darf, wenn die Winkel
des sphidrischen Dreieckes um je ein Drittel des sphdrischen Exzesses vermin-
dert werden. Dieser Satz ist aber der Satz von Legendre.

Beweis des Satzes von Legendre aus den Gleichungen
von Neper.

Es seien wieder a, 0, ¢ die Seiten und A, B, C die Winkel eines kleinen
sphdrischen Dreieckes auf der Kugel vom Radius r, dem ein ebenes Dreieck
mit denselben Seiten, wie sie das sphdrische Dreieck besitzt, und mit den Win-
keln A*, B*, C* entspricht.

Auf der Kugel ist sodann

cot < sin a+tb
2 o 2r :
ta ﬁlﬁi*qm“_b"""""'()
) SO
und in der Ebene
cotT EY. S )
ABEF o @
tanv2—

Unter der Voraussetzung, daB die Verhdltnisse % ’—l?, Tc.klein von 1. Ordnung

sind, gilt in Gleichung (1) bis einschlieRlich kleine GroBen 4. Ordnung
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a+o 1{a+0)\3
cot 5 2 ;6( 2r )
tan A-B  a—0b 1fa—0bY
2 2r o\ 2r
oder
C a+b 1 {a 4+ b\2 1 ja — b\¥ A— B
cot 5= a—b[l—‘ﬁ(Zz')][l+F(‘2r—)tan_ 2
woraus, immer mit gleicher Genauigkeit,
C a+b A—B ab a0 A- B
Oty =T T e o BTy
folgt.
Unter der Voraussetzung, dafB
A—B Ax —— B
tan——z—:tanT B )]
sei, wird
C a+0b Ax — B¥ ab a+ b Ax — Bx
ot =g ey BT
und daraus unter Beachtung der Gleichung (2)
C Cx  ab C~
cot7 = cot 5 —G—ﬂcot—‘?a B )]
Da nun .
ab sin Cx = 2 F~,
also
Fx
" sin = cos ol
2 2
ist, folgt aus Gleichung (4)
cot . cot e csc? ¢
2 2 6 2
und mit Einfithrung des sphdrischen Exzesses
F
£ = }‘_2}

dessen Bestimmung unter Einhaltung der gleichen Genauigkeitsgrenze wie
oben auch aus der Formel

X

£ = ”2

erfolgen kann,
C Cx e X
— - _ = 2
cot2 co'c2 6csc2.,<.......(5)
Setzt man C¥ = C — ¢, also C = C* 4 ¢, unter ¢ eine kleine GroBe 2. Ord-
nung verstanden, so ist mit Beachtung kleiner GréBen 3. Ordnung der Reihe

nach

cos C — —LP— s'mQ
o &2 2T
sin C + icos c

2 2 2
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Ny (b
oty
= 3 =
£ —
1 5 cot 5
. —C: 4) 4) . Cx
= cot Ty Ty cot 55
somit
C_otE&_ ¥ ol
c0t7_cot7—?csc DT (6)
Die Gleichungen (5) und (6) konnen nur dann gleichzeitig bestehen, wenn
R
b=~
und damit
€
C:C——B....... ..... . (7
ist.

Dieses Ergebnis folgte unter der Voraussetzung, dall Gleichung (3) erfiillt
werde, oder anders geschrieben, daf :

A—A =B —-B=¢ . ... ......(@®
sei. Aus den Gleichungen :
A+ B+ C=180°+¢
und

A¥ 4+ Bx + C* = 18(°
folgt durch Subtraktion ‘

, (A— A+ (B-—- B + (C—C"=ce.
Setzt man in diese Gleichung die Beziehungen (7) und (8) ein, so ergibt sich

29+ = =¢
0
d. h.
-
.@*'3’
alss zuch _
€ e p € :
-A=A—?, B = 3.........(9)

Da nur die Voratl‘ssetzting (3) zu den Ergebnissen (7) und (9) fithrt, ist
hiemit der Satz von Legendre bewiesen.

50 Jahre agrarische Operationen in Niederdsterreich.

Von Agrarbaurat Ing: Josef Proksch.
(SchluB.),

Die selbstdndige Stellung des Technikers in der zweiten und dritten Instanz
blieb unverandert bestehen. Von den iibrigen Landern behielt Oberdsterreich,
Steiermark und Kérnten die Organisation aus dem Jahre 1920 im grofen und
ganzen bei. Salzburg, Tirol und Vorarlberg haben die Agrarbehdrden in den
iibrigen Landesdienst eingebaut.




