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Der Einrechnungszug.
Von P. Wilski.

Im bergminnischen Vermessungswesen entsteht ziemlich hiufig die Auf-
gabe, die Ubertagemessungen und die Untertagemessungen miteinander in Ver-
bindung zu bringen. Hierzu dient zuweilen der Einrechnungszug. Darunter
versteht man folgende MeBweise. Es seien zwei lotrechte Schéchte vorhanden,
etwa im gegenseitigen Abstand von 100 bis 1000 m. Sie seien unter Tage mit-
einander durchschldgig. In jeden der beiden Schéichte wird ein Draht eingehédngt
und an seinem unteren Ende mit Gewichten beschwert, so da3 der Draht frei
héangend sich straff spannt. Die Drahtmitten iiber Tage seien L, und L,, die
Drahtmitten unter Tage L', L’,. Das Streichen der Linie L, L, sei — etwa
im AnschluB an das Landesdreiecksnetz — irgendwie bestimmt worden, und
nun handelt es sich darum, die Streichrichtung nach Untertage zu {ibertragen.
Man legt dazu zwischen L'y und L’, einen Polygonzug, berechnet die Streich-
richtungen der einzelnen Polygonseiten und die rechtwinkligen Koordinaten
der Polygonpunkte und hat dann fiir weitere Grubenmessungen die Moglich-
keit geschaffen, sie an gegebene Punkte und gegebene Streichrichtungen an-
zuschlieBen.

Diese Aufgabe sieht einfacher aus, als sie ist. Schon vor 22 Jahren machte
E. F o x darauf aufmerksam, dal man die Berechnung eines Einrechnungs-
zuges etwas sorgfiltiger durchfiithren solle, als es gewdhnlich geschieht Y).
Hornoch hat der Aufgabe kiirzlich mit der bei ihm gewohnten Tiefe und
Griindlichkeit eine 42 Quartseiten lange Studie gewidmet 2).

Die Aufgabe sei hier noch etwas weiter gehend behandelt.

L.

Man kann zundchst aus den unter Tage gemessenen Polygonseiten sg,
So1, « - - Son und den gemessenen Polygonwinkeln Bg;, ...Pg, also im ganzen

1) Mitt. a. d. M. 1911 S. 2ff,
) Soproner Mitt, 1932,
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ADbD. 1.

AB = [SoiCOSVOi]::f —1
tang vo=P:Q

Liegt die Senkrechte P links von AB, so soll sie als negative Grofle angesehen werden,
rechts dagegen positiv, @Q ist immer positiv.

2 n+4 1 GroBlen, die man ganz unverdndert 14B8t, den Polygonzug in irgend
einem beliebig zu widhlenden Koordinatensystem berechnen. Hinsichtlich dieses
Koordinatensystems treffen wir folgende Wahl. Wir tragen den Polygonzug in
irgend einem MaBstab graphisch auf. (Abb. 1.) Anfangspunkt und Endpunkt
des Zuges nennen wir A und B. Wir ziehen die gerade Linie AB und greifen
mit der Winkelscheibe den Winkel v, ab, den AB und s, miteinander bilden.
Statt des gesuchten plausibelsten Wertes v, erhalten wir abgreifend vo,. Wir
wihlen jetzt A als Koordinatennullpunkt, AB als & Richtung, rechtwinklig
dazu nach rechts + v, nach links —%. Es kommen in unserer Rechnung nur
Punkte zwischen A und B vor, und es ist fiir die Rechnung am bequemsten,
wenn wir die £ dieser Punkte von B aus nach A hin positiv zdhlen. Das Strei-
chen einer Polygonseite gegen die Richtung AB nach rechts hin nennen wir
+ v, nach links —v. Mit Hiilfe von vy, und Bgy, .. . B werden jetzt die Strei-
chen vy, ...v, berechnet und darauf unter Zuhiilfenahme der sg, Sq, + . . Son
die g, 7 fiir die Polygonpunkte 1, ...n, (14 1). Wegen der unvermeidlichen
Fehler beim Zeichnen des Polygonzuges und beim Abgreifen des Winkels v,
wird der berechnete Polygonpunkt (114 1) nicht genau mit dem durch Zeich-
nung erhaltenen B zusammenfallen. Aber der Winkel (n+1) . A. B wird immer-
hin so klein sein, dal man genau genug sagen kann:
A (n+1) = [Soi . €08 Voil, .

Es sei nun L, L, die auf den Landeshorizont bezogene Linge {, und
h sei die Tiefe des Polygonzuges unter dem Landeshorizont. Ferner sei
r = 6370 km der Halbmesser der Erdkugel. Dann ist:

Ly L,= t0(1 —i) =
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und man erhélt die Bedingung, daB [se cosvi]: derart um einen Betrag t zu
verbessern ist, dafB

[Soi cos Vo]t + & = ¢
wird. Es ist also

T=1t— [Soi . COSV(),']’: Lo (1)
ein zahlenmaBig bekannter Betrag.
Es seien nun die gemessenen Stiicke Sy, Soy, . .. Son; Bory ... Pon zU ver-
bessern um die Betrige
Us[); vsl, e Usn; l)l, « e Un. e (2)

Die mittleren Fehler der Messungen seien:
Msoy Msty oo Msny My, oo My,
In (1) kann man dann t durch die GroBen (2) ausdriicken, und die Methode

der kleinsten Quadrate verlangt, dal die GroBen (2) neben der Bedingung (1)
noch die Bedingung erfiillen:

vg \2 v; \2 .
[( = ) ] + [( : )]: Minimum nach sg, Sy, ... Su; By, - B - ()

Ms; m;
Man hat also die Gleichungen:

d Usii
dsi

| i N ()
Boi + vi =P | v = Bi—Bo Tﬁ;zl i=1, ---”[

Fiir die Streichen hat man:

Vo = Yoo + 50, V1= "Vo1 -+ 51, co Yy = Vo, + all ]

Soi + Usi = Si | Usi=Si— Soi | -

) , N

Vi = Voo + 8o + [Boi]; + (0], = 2. 180° (¢ = 0 oder 1) & =28, + [U]:J ©)
Der bequemeren Schreibweise wegen schreiben wir

So="0y . . . . . . .. ... ..(6)

und erhalten dann:

N i

& = [v],
Um = durch die GréBen vso, sty . . . Usnj Uy, « .. 0, auszudriicken, gehen wir von
der Gleichung aus:

[(Soi + vsi) €08 (Voi + )]s =t = [spi cOs Vo], +T . . . . . (7)
Es ergibt sich aus (7) leicht die Bedingung:
v = [oacosvol, + oy .o (8)

Wir haben daher folgende Funktion zu einem Minimum zu machen:

o=|[2)+ (] | 2K (acos vt + o=} @

Msi m;
Die Differentiation nach vso, Ust, ... Vs Uy, ... 0, fithrt zu den Gleichungen:
V50 = K . cos Vg . M2 ]
vy = K. cos vy . M2y

Vg, = K . COS Vg . M2, |
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vy, =0 N ([9)
v, = + K7 .m2

v, =+ K.n,.m?,

K = t: {[cos®voi . m2]" + [0 . m2]’)
Da n = 0 ist fiir alle Punkte der Linie AB, so bleiben also alle Winkel  un-
verbessert, deren Scheitel auf AB liegen. Es sei nun i, der mittlere Fehler
einer einmal hin und zuriick gemessenen Strecke von der Lédnge Eins und m
der mittlere Fehler des in jeder Fernrohrlage einmal gemessenen Polygon-
winkels. Dann kann man fiir den mittleren Fehler der einmal hin und zuriick
gemessenen Strecke s; annehmen

ity = s; . My oder My = my.|/s; oder iy = |/a?s; + B2 s
oder auch 7, = o |/s; + B s
Welche der Annahmen den tatsdchlichen Verhdltnissen am besten entspricht,

bleibe unentschieden. Nédherungsweise richtig sind sie alle. Wir wéhlen die

Annahme
My=8.ms; . . . . . . ... ...

weil sie zu besonders {ibersichtlichen Formeln fiihrt. Die Haufigkeiten, mit
denen Seiten und Winkel gemessen werden, seien

heo, Msy oo fany By, oo e o0 00 (12)
Die Gleichungen (7) kann man dann folgendermafen schreiben:
2 .
b0 — I . COS Vg . 1% . 0 Kz, S0 B0
/50 /50
_, s? Sy A,
o \ 2 21 — 2 1-=x1
v = K. cosvy . m% . ™ K . m2 S S (&)
— 2 bows I!A,\’n
Vo = K . COS Vou . 1% . 2 = K . i, . S/
vy =10 \
vy=+K.n.m* | N e 1)
O, = + K., . m%, J
und mit Riicksicht auf (8) erhdlt man hierzu:
N Y I R ey
K_r.l_ he L mE 4 o .m J (15

II.

Angesichts der Formeln (8) (9) (10) entsteht nun die Frage: Wie muf
man die Haufigkeiten fi;; und /; wihlen, damit die Messungsaufgabe mit der
groBtmoglichen Genauigkeit gelost wird ?

Der Einrechnungszug bezweckt ja einmal die Abseigerung eines oder
zweier Punkte von Ubertage her in die Grube, und das kann man mit schweren
Gewichten ohne weiteres mit einer Unsicherheit von weniger als ein ¢m, und
es besteht kein praktisches Bediirfnis, dies Ergebnis etwa auf dem Wege {iber



49

die Methode der kleinsten Quadrate noch zu verfeinern. Sodann bezweckt der
Einrechnungszug aber hauptsichlich die Ubertragung eines Streichens von
Ubertage her in die Grube. Und hier zeigt sich der heikle Charakter des Ein-
rechnungszuges.

1857 ist wohl zum erstenmal ausgesprochen worden, daB die Berechnung
von Winkeln aus Langenmessungen bedenklich ist 8). Es ist seitdem allgemeine
Ubung geworden, daB man z. B. bei Polygonziigen iiber Tage und unter Tage
sowie bei Schachtlotungen die Streichwinkel nur aus Winkelmessungen berech-
net und erst dann mit den festgelegten Streichen die Koordinaten der Punkte.
Nun ist beim Einrechnungszuge allerdings das Streichen L', L', recht genau
bekannt. Aber man kann die weiteren Grubenmessungen nicht unmittelbar an
dieses Streichen anlegen, sondern man schliet seine Messungen an eine der
Polygonseiten des Einrechnungszuges an, im besonderen an das fiir sie berech-
nete Streichen! Und dieses Streichen ist beeinfluft durch sdmtliche Léngen-
und WinkelmeBfehler des Einrechnungszuges!

Es entsteht daher eine theoretisch uniibersichtliche Sachlage. Es ist nicht
von vorneherein zu {ibersehen, mit welcher Genauigkeit das fiir den Anschlufl
weiterer Grubenmessungen ausgewéhlte Polygonseiten-Streichen erhalten wird.

Die erreichbare Genauigkeit soll im folgenden untersucht werden.

Die fiir den AnschluB weiterer Grubenmessungen vorgesehene Polygonseite sei
Sg (Abb. 1 und 2). Dann muB also derart gemessen werden, daB vg mit einem
Minimum von Ungenauigkeit erhalten wird. Es ist mithin m2, 5 zu einem Mini-
mum zu machen. 3

T U\

Wir gehen von der Gleichung aus (Abb. 2):
tang»v3 - P: Q . n u1 ot (16)
= — [si.sin (% — V)" [5i. cos (% — vo)I'f

8) Civilingenieur Bd. 1857 S. 161; vgl. auch Parschin-Wilski, Tagesanschluf d.
Gr. T S. 40.
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Wir rechnen also die Senkrechte P als positive Griofe, wenn sie rechts von
AB liegt und als negativ, wenn sie links liegt. Q ist immer positiv zu nehmen.

dtangvy; = — dv‘*;:P‘d(L)jL LQ(IP

cos?v Q
g = lsin (0 — g Q- L
cos2 vy L Q
dP = — [sicos (vi — vg) d V] — [sm i — V) dsi’ \} o a8)
dQ = — [sisin (i — vg) dv)]; 4 [cos (i — vg) dsi]” )
P = tsinvg Q=tcosvy . . . . . . . . (19

Nach Einsetzen der Werte aus (18) und (19) in (17) erhdit man:
2 dvg = [si.sin (v — vy)]’ . {— [sesin (i — vg) dvi]" + [cos (% — vy) ds,-]';}} (QO)
-t cosvy. | — [s: cos (v — vg) dvi]" — [sin (% — vg) dsi]"}
Fiir die Differentiale ds; und dv; setzen wir jetzt die wahren Fehler ¢ ein.
ds: & )

L] —
dv; Loqi=0 L (2D)

——

vi
Yo = Vg — [B]P == r. 1800

Vi =y — [B]} + By =1 1800

Vg =Yg — [BI} + Py + By ==1. 180°
Vg = Vg r = o oder 1.
\/4 = vy + B, = r. 180°

Vn = /s+ P4+ lj5 % .+ B == 1. 180°
vo=&y3 — [¢]}

€1 7= Eyg [] + &

€

. (22)

€4 =83 WL &y

& . — —_— 3 i
&y = &3 [€]1 + [6]1
Der bequemeren Schreibweise wegen fithren wir noch eine Grofie e, =0 ein

und setzen dann alle € in (20) ein. Fiir [s;sin (v; — v;)]’, setzen wir gemifR (16)
und (19) — tsin vy ein.

22,5 =—t.8invg. { = [si5in (% — v5) (545 — [e]] + [T, + [cos (vi —vy) ] N

+ 1 cos vg. {— [sicos (% — v3) (g3 — [} + [E])] — [sin (vi— v5) €] j (23)
t2.e,—= —t.sinvy. [cos (v — vg) ], — L cOSVy. [sin (vi — Vy) &l
— (&3 — [e])) . 2sin®vy — (e,5 — [¢]?) 2 cos? vy
+ [[e]f; s sin (v, — v3)]:; . fsinvg — [[a]j 8; cos (V; — */3)]'(; .1 cos vy
o= — [&i- {sin V3 €OS (Vi — Vg) + COS Vg sin (v — ‘/3)}]’;
— (eys — [e}) - £ + [[e]} - {sin vgsin (v — v5) — cos vy cos (vi — vg) } sift
2tegy=1[e]} — [ sinvi]t 4 [[] . si. (—1).cosw]" . .. ... .. (24)

2te 3= — [sinvi. st 4 et — &)+ et — &) e (t— &) —[& &), - (25)
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Wir fithren jetzt GroRen €'; ein derart, daB links von s; &; den Abstand
eines Punktes P; von A bedeuten soll; rechts von s; den Abstand eines
Punktes P; von B; wobei &'; stets positiv gerechnet werden soll und auf
AB gemessen wird. Dann kann man (25) auch in folgender Formschreiben:

2te,=—[sinv.e) + [&'el—[&:&) . . . . . (26)
Wir wenden auf (26) den Hauptsatz der Fehlertheorie an und erhalten:
412, m2y = [m%;.sin2v]" + [m%.&"% . . . . . . (27)

GemaB (12) fithren wir in (27) die Haufigkeiten K, f1; ein. Unter Zugrundelegung
von (11) erhalten wir dann:

ms. Si m
My=—""=" m=-= .. . . . . .. 28
/b Vi 29)
m 2 2ein2y. In 12 Tn
4t2.m2\,3=['~"‘ 'S—,’lfsmﬁ"]Jr['Z,w]. S (29)
st 0 i 0

Es ist bemerkenswert, daB im ersten Addenden der Ausdriicke (27) und (29)
fiir m2,; der Index 3 Keine Sonderstellung einnimmt. Bei rationeller Messung
ist also fiir simtliche Polygonseiten der Einflul der Langenmeffehler auf die
Unsicherheit ihres Streichens der gleiche.

Wir haben also folgende Funktion zu einem Minimum zu machen:

grg |n
G:ﬁ7s2|: il. +f722[c}7j| + C2 {/1s0+hsl+~n+hsn+/11+~--+hu_s} (30)
st T Jo

Die 2n + 1 Differentiationen ergeben:
0G A2

2 n

0

0 heo 0

9G _ Al \
G, 0= T e+ C
9G , &4

an, 0 m e +
oG ¢'n

2 A2 ™
R R | A
hst - Cz /st— |C|
m2  g/'2 |m|.&’
2 __ > R
h? = oz h = Cl
S = [ha] + [/z~]=i I|r7z [, + [ m] [E:-’]'é1
= si i ]C|'l s ] Lt I
1 S .

C T m] A ] B
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S.|m,|
/ISiz‘ ’.|‘ — n — ﬂl
|n15"[|Ai|]o+|m|[Ej’]o (31)
e ¢ sl B
S mg| LAY A Tm L ET

Die Werte aus (31) setzen wir in (29) ein und erhalten leicht:
_ LAY m] L (&
2t)/S
Die Polygonpunkte des Einrechnungszuges mogen teils links, teils rechts
von AB liegen. Links habe Pk den groften Abstand (r«) von AB; rechts habe

P, den grofiten Abstand (7,).
Dann ist offenbar

My

()

(&l =20k+%) . ... ... (33
und man kann sagen:
Der EinfluB der Ldngenmessungsfehler im Ein-
rechnungszug auf mgist proportionalder Ausque-
rung des Zuges.

Der Ausdruck [£/]5 wird offenbar am kleinsten fi'r die mittelste Polygonseite,
wenn wir unter der mittelsten Polygonseite diejenige verstehen, deren Projek-
tion aul AB die Mitte von AB umschliefit. Also kann man sagen:

Der Einflufl der Winkelmessungsfehler auf myist

am kleinstenfiirdiemittelste Polygonseite.
Wir wollen jetzt annehmen, die Polygonpunkte des Einrechnungszuges hdtten
eine solche Lage, daf

t
A.\'[) - A,vl = ... = A,m == m - A,\'

ist. n sei als gerade Zahl vorausgesetzt. Dann erh'alf man:

=8+ 28+ Ak Ak 200 4

_ nn+42) A — nn+2) ;
=2 = im0
Der Faktor von |m| 'n (32) wird daher:

e ) LS

4(n +1) " 2t)s 81/S
Der Einfluf der WinkelmeBfehler ist daher im
wesentlichen proportional der Anzahl der Poly-
gonseiten,.

L (34)

Nach Wilski, Markscheidekunde Il S. 24 ist bei der zentrischen Schacht-
lotung der mittlere Fehler des untertage festgelegten Streichens C'D’:

v

mep = ]/% m? 4+ m?, .
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Man wird schdtzungsweise etwa setzen konnen:
m, = 2m.

[22

mC'szﬁY]/?::tz, TR . ... ... (36)

Dann ergibt sich:

In (32) hat man nun:
NAf], 2 +m) 9+ 1
2s  2t)s ot S
Der Ausdruck (37) wird also in der Regel ein sehr kleiner echter Bruch
sein, und man kann sagen:
Der Einflufl der LdngenmefBfehler auf m, ist beim

rationell gemessenen Einrechnungszug in der
Regelverschwindend gering.

1))

Im folgenden sei er gleich null angenommen, und es sei:
S=e¢.2n-41) . . ... . ... .38
Wie grofl mufl & gemacht werden, damit die Genauigkeit des Einrechnungs-

zuges der Genauigkeit der zentrischen Schachtlotung gleich wird?
Aus (35) und (36) entnehmen wir: ’

n—+1

sientn
Hieraus ergibt sich:
53— ne 4 I n? n_on _n
467 2n + 1) 467 467 (2n+ 1)  467.2n 934

¢ wird also immer ein kleiner echter Bruch sein, und man erhélt das Ergebnis:

Derrationell gemessene Einrechnungszugistder
zentrischen Schachtlotung an Genauigkeitwesent-
lich iiberlegen insofern, als die Ldngen- und Win-
kelmessungsfehler, dieunter Tage begangen wer-
den, nur einen winzigen Zusatzbeitrag liefern zu
der Ungenauigkeit, mit der iiber Tage das Strei-
chen L, L, bestimmt wurde.

Normung von Vermessungsgeridten. — Fluchtstdbe
und Mefilatten aus Holz.

Von den Osterreichischen Bundesbahnen wurde im Herbst 1932 beim
Osterreichischen NormenausschuB — ONA — eine Nor-
mung der verschiedenen im Vermessungswesen verwendeten Gerdte angeregt.
Begriindet wurde diese Anregung damit, dall bei Neubeschaffungen von Mef-
gerdten wiederholt grofe Verschiedenheiten der Teilungen u. dgl. festgestellt
wurden, so daB sich das Bediirfnis herausgestellt hat, einheitliche Vorschrif-
ten fiir die Ausfithrung und die Genauigkeit der MeBgerédte aufzustellen. Der
ONA hat diese Anregung gerne aufgegriffen und unter der Fithrung von Herrn




