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der Festschrift:jenes hohe NlVeau zu-geben, welches «dem: Anlasse dem sie ge-
widmet ist, entspricht, : R '

.- Zum~'SchluB mufB auch -mit Anerkennung der Buchdruckenel Rohrer in
Baden, fiir ihr besonderes Entgegenkommen und die musterhafte Ausstattung
‘der:Festschrift gedacht werden.- ST . Lerner.

Grundlagen der Vektorrechnung und ihre Anwendung
auf geodiitische Probleme.

Vortrag, gehalten im Osterreichischen Verein fiir * Vermessungswesen
am ‘15, Janner 1931 von

Vermessungskommissdr Ing. Dr. techn. Karl Ul brich.

'

1. Einleitende Bemerkungen.

Bekanntlich gibt es zwei Arten der Darstellung von Vektoren. Die erste,
zeitlich 4ltere Methode stiitzt sich auf die komplexen Zahlen, die sich in der
komplexen Zahlenebene als Vektoren, die‘sogenannten GaulS’schen Vektoren
darstellen lassen, : ' ‘ :

~Die zweite Methode, der moderne Vektorbegriff, ist auf rein geometnscher
Grundlage aufgebaut, Ein Vorzug der modernen Vektorrechnung ist, daB alle
aufgestellten Formeln und Beziehungen invariant vom ‘Koordinatensystem
sind.’ Trotz aller Verschiebungen und Drehungen des Koordinatensystems
miissen imnier idente Endresultate aufscheinen. Im nachfolgenden soll immer
nur der moderne Vektorbegriff verwendet werden,

Die Vektorrechnung bildet einen: Abschnitt der analytischen Geometrie.
Sie stellt eine Art Stenographie in der analytischen Geometrie dar, dhnlich wie
man auch Determinanten gerne zur iibersichtlichen Darstellung verwendet.
Die Vektorrechnung hat den Vorteil, daB alle Zusammenhinge, die sich aus
Strecken und Richtungen oder Kriften und Richtungen ergeben, sich in be-
sonders einfacher Weise darstellen ‘lassen: Der Hauptvorzug ‘liegt aber wohl
darin, daB sich die Ergebnisse auch geometrisch leicht deuten lassen.

Urspriinglich 'war die Vektorrechnung nur fiir rein theoretische ‘Spekulati-
onen in der Geometrie gedacht und hatte keine besondere Rolle in'der Mathe-
matik gespielt. Erst durch die Anwendung auf Mechanik und Physik wurde
der Ausbau- der Vektorrechnung indie- Wege géleitet. Die Matliematiker von
Fach standen dabei etwas - abseits. Durch' den groBartigen Aufschwung der
Technik und Naturwissenschaften, mit denen natiirlich auch die wissenschaft-
liche Vertiefung'der theoretischen Grundlagen einherging, war auch ein weiterer
‘Ausbau 'der ‘Vektorrechnung zu verzeichnen. Es entstand eine iibergeordnete
Vektorrechnung, die sogenannte Tensor- oder Affinor-Analysis. Heute ist die
gesamte:Vektorrechnung durch die Arbeiten der Ingenieure, Naturwissenschaft-
ler und Mathematiker eine eigene mathematische Wissenschaft mit ausgedehnter
Literatur.geworden. Fiir Ingenieure ist.:es schon fast zur Selbstverstdndlichkeit
geworden, mit -Vektersymbolen zu .operieren. : ‘
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Die Anwendung der Vektorrechnung auf geodédtische Probleme hat eigent-
licherstin denletzten Jahreneingesetzt, also zu einer Zeit, in welcher die Vektor-
rechnung in anderen Wissensgebieten schon lange festen Ful gefalt hatte.
Der Grund fiir dieses verhdltnismafRig spdte Eindringen der Vektorrechnung
in die Geodasie liegt m. E. einerseits wohl noch in einem gewissen Konservatis-
mus, anderseits ist die Geodésie von Gau B her schon in derartig feste Formen
gegossen, die sich sicherlich bewédhrt haben, so daB auch keine zwingende
Notwendigkeit bestanden hat, Neuerungen einzufithren. In den folgenden Aus-
fithrungensoll versucht werden, eine Darstellung zu geben, wie bisher die Vektor-
rechnung mit Vorteil auf geoditische Probleme angewendet wurde. Zu diesem
Zwecke wird vorerst eine kurze Einfithrung in die Vektorrechnung gegeben.

1. Ein/{ihrimg in die Vektorrechnung.

Die Einfiihrung soll, abweichend von dem in Mathematikbiichern {iblichen
Vorgang, sofort den Zusammenhang mit den in der Geodésie iiblichen Bezeich-
nungen herstellen. Ein Vektor wird definiert durch Strecke und Richtung.
In dem Augenblicke, in dem von einem Vektor dessen Lange und seine Richtung
gegenitber einer Nullrichtung bekannt ist, konnen alle Rechenoperationen
zahlenméRig durchgefithrt werden. Ein' groBer Vorzug bestéht jetzt darin,
daR alle Rechenoperationen auch zuerst allgemein durchgefiihrt werden konnen
und die Substitution der Zahlenwerte erst im allgemeinen Schlufresultate
zu erfolgen braucht,

In der niederen und htheren Geodédsie hat man es immer wieder mit
Dreiecks- und Polygonseiten zu tun, deren Linge durch direkte Lingenmesstung
oder Berechnung bestimmt wird und deren Azimut oder Richtungswinkel gegen
ein willkiirliches Bezugssystem, ermittelt wird.

Jede Dreiecks- oder Polygonseite der Geodéasie 148t sich also einfach als
Vektor auffassen, wobei laut obiger Definition die S t r e ¢ k e aus den Manualien
fiir Streckenmessung oder aus sonstigen Berechnungsmanualien und die R i ¢ h-
tung aus den Berechnungsprotokollen der Richtungswinkel ¢ (auch Nord-
winkel v oder Stidwinkel o genannt) entnommen wird. Die Richtungen zidhlen
in der Geodiasie im Uhrzeigersinne positiv, im Gegensatze zur Mathematik, wo
der Gegenuhrzeigersinn als positiv gilt. Dies hat allerdings blofi eine formale
Bedeutung.

Die Bezeichnung der Vektoren ist genormt und in den bekannten DIN-
Blattern enthalten. Sie erfolgt meist durch gotische Buchstaben, z. B. 9\, B. .. ..
Die absoluten Betrége der Vektoren, die ihre L & n g e bedeuten, werden durch
die entsprechenden lateinischen Buchstaben bezeichnet. Sie konnen den Strecken-
manualien entnommen werden. In der Abb. | bedeutet der Vektor 9, daB er
eine Lange von A= ’I/I????: 447m und einen Richtungswinkel von
o = 26933 54" (tg ¢ = 1) hat. Diese zwei Werte sind in der Geodésie leicht
bestimmbar, und da sie zugleich den Vektor 2 definieren, ist auch gezeigt,
wie einfach die Dinge eigentlich liegen und wie iibertrieben die Scheu vor der
Vektorrechnung ist, die man sich zumeist zu kompliziert vorstellt,
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Abb. 1.

Um. eine einfachie Verkniipfung zwischen Vektoren und den Koordinaten
herzustelleri, bedient man sich der Einheitsvektoren. Diese sind in der Geodasie
I'm lang, da zumeist 1 m als Langeneinheit verwendet wird. Der Einheitsvektor
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in der x-Richtung wird mit i bezeichnet, ist 1. m lang und hat-den Richtungs-
winkel 0% der Einheitsvektor in der y-Richtung wird 'mit j bezeichnet, ist eben-
falls 1 m lang und hat den Richtungswinkel 90°, Den Vektor 9 kann -man auf
Grund der vorstehenden Erklarungen wie folgt darstellen: :

N=4i-+2] allgemem i+wmi o]
. X, und y, bedeuten also einfach die cartesischen Koordmaten des Punktes
P;. Wenn zum Beispiel ein zweiter Vektor 8 wie folgt gegeben ist:
23_21—1—61 F.2)
dann ist die Summe gleich 1) + 2) und erglbt den Punkt P ‘1[ + % = 61 + 8.
(Fortsetzung folgt.)

Ausstellung
60 Jahre metrisches Mafisystem in Osterreich 1872—-—1932

Die Vorarbeiten fiir die vom Niederosterreichischen Gewerbevereine an-
laBlich des 60jahrigen Jubildums der Einfithrung des metrischen MafRsystems
in Osterreich in der Zeit vom 15. September bis 30. Oktober d. J. im Oster-
reichischen Museum fiir Kunst und Industrie stattfmdenden Ausstellung sind
bereits sehr weit vorgeschritten,

Das Protektorat iiber die Ausstellung hat Herr Bundesprasndent Wil-
helm Miklas, das Ehrenprasidium Bundesminister fiir Handel und Verkehr
Eduard Heinl und Biirgermeister der Bundeshauptstadt Wlen Karl Seitz
{ibernommen,

Die Ausstellung soll ein Bild iiber das gesamte MeBwesen auf allen seinen
Anwendungsgebieten und zugleich iiber den gegenwértigen Stand der Erzeu-
gung und Verwendung von Mefgerdten und MeBverfahren geben und in einer
historischen Abteilung die Entwicklung des metrischen Systems und des auf
ihm aufgebauten MeBwesens darstellen.

Das Biiro der Ausstellung befindet sich im Hause des Nlederosterrelchl-
schen Gewerbevereines, Wien, ., Eschenbachgasse 11 wo Interessenten alle
zweckdienlichen Auskiinfte erteilt werden a

Literaturbericht.

1 Bucherbesprechungen

Bibliotheks-Nr. 779. Wi ls ki Dr. phil. P., 0. Professor ‘der Marksche1de»
kunde an der Technischen Hochschule zu Aachen: Lehrbuch derMar k-
scheidekunde. Zweiter Teil. Mit 101 Abbildungen im Text, 7 mehr-
farbigen und 16 schwarzen Tafeln (17 x25 ¢m, V1 und 270 Seiten). Verlag von
Julius Springer, Berlin 1932, Preis geb. RM. 34.—.

Vor uns liegt der II. Teil der Markscheidekunde, die Prof. Wilski auf
Grund seiner ein Menschenalter umfassenden, akademischen Lehrerfahrung und genauer
Kenntnis der Bediirfnisse der deutschen Markscheider verfafit hat. Wenn in. Wilski’s

Markscheidekunde neben rein markscheiderischen Problemen auch Fragen:des
Vermessungswesens zur griindlichen Bchandlung gelangen, so liegt der Grund, in der Tat-
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Grundlagen der Vektorrechnung und ihre Anwendung
auf geoditische Probleme.

Vortrag, gehalten im Osterreichischen Verein fiir Vermessungswesen
am 15, Janner 1931 von

Vermessungskommissdr Ing. Dr. techn. Karl Ulbrich.
(SchluB.)

Die Summe 146t sich nach Art des Kréfteparallelprogramms geometrisch
deuten. (Siehe Abb. 1.) Die Subtraktion bietet nichts Neues und stellt blof eine
negative Addition dar. % —B = 1) — 2) =2i — 4. Diese Differenz laBt
sich ebenfalls nach Art des Kréfteparallelprogrammes deuten und ergibt den
Punkt P;. (Siehe Abb. 2.) Addition und Subtraktion von Vektoren sowie die
Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl ist analog wie bei den komplexen
Zahlen (die ja auch durch GauR’sche Vektoren dargestellt werden), konnen
also als bekannt vorausgesetzt werden.

Die Unterscheidung gegen den modernen Vektorbegriff tritt bei der
Multiplikation zweier Vektoren auf. Die Multiplikation zweier Vektoren ist
derart verschieden vom gewdhnlichen Multiplikationsbegriff, dal man eher
von einer multiplikativen Verkniipfung sprechen sollte. Eine Besonderheit ist,
daB sogar zwei verschiedene multiplikative Verkniipfungen bestehen, die wie
folgt definiert sind:

-a) Inneres (skalares) Produkt: (AB) = A B cos «

Das Operationszeichen ist eine runde Klammer oder einfaches Neben-
einandersetzen der beiden Faktoren. R. Schumann verwendet zur besseren
Unterscheidung runde Hohlklammern,

Das innere Produkt ist also das Produkt der beiden Langen multipliziert
mit dem cosinus des eingeschlossenen Winkels. In dem besonderen Fall, dai
die beiden Vektoren gleich lang sind und « = 0° ist, bekommt die Formel
folgende Gestalt:

(AA) = A2
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Dann artet das innere Produkt in ein einfaches Quadrat aus, eine angenehme
Eigenschaft, die beim vektorischen Ausgleich verwendet wird, wo die Summe
der Quadrate der Verbesserungsvektoren d;, also X (d20; d2U;) ein Minimum
werden soll. Als Nebenbemerkung sei noch hervorgehoben, daB das innere
Produkt im Sinne der Mechanik eine Arbeit darstellt.

b) AuBeres (vektorisches) Produkt. [AB] = A Bsina

Das Operationszeichen ist nach den DIN-Vorschldgen leider eine eckige
Klammer, die ja bekanntlich in der Geodésie schon seit Gaull als Summations-
zeichen dient. Das innere Produkt ist also das Produkt der beiden Langen
multipliziert mit dem Sinus des eingeschlossenen Winkels. Der eingeschlossene
Winkel ist unbedingt im Uhrzeigersinne zu nehmen, da im gegenteiligen Falle
Vorzeichenwechsel eintritt. Geometrisch stellt es die Fldche des aus den beiden
Vektoren gebildeten Parallelprogrammes dar. Wenn man wieder die besondere
Annahme trifft, daB die Vektoren gleich lang seien und « = 0° betrage, wird
das dufBere Produkt zu Null. Diese Eigenschaft ist beim Vektorausgleich eben-
falls sehr angenehm, da die Summe der Vektorquadrate der Verbessertings-
vektoren d?; automatisch Null wird.

2 [dUgdW] =0

Hier sei ebenfalls hervorgehoben, dal die mechanische Deutung der
duBeren Produkte statische Momente ergeben.

Damit moge die knappe Einfiihrung beendet sein, da sich damit, mit Aus-
nahme der beiden schwierigeren Abhandlungen (12) und (13), alle anderen
geoddtischen Anwendungen der Vektorrechnung leicht verfolgen lassen. Zum
tieferen Eindringen in die Materie seien folgende Werke empfohlen:

J-Spielrein: Lehrbuch der Vektorrechnung, 2. Aufl. Stuttgart 1926.

M. Lagally: Vektor-Rechnung, Leipzig 1928.

AuBerdem noch zahlreiche andere Werke.

111, Bisherige Amwvendung der Vektorrechnung in der Geoddsie.

In diesem Abschnitte werden kurze Referate iiber bisherige Abhandlungen
erstattet, die sich mit der Anwendung der Vektorrechnung auf geoditische
Probleme befaBt haben.

Die eingeklammerten Zahlen, die sich hinter den Autorennamen befinden,
beziehen sich auf die Literaturiibersicht am Schlusse der Abhandlung.

Vor allem moge angefiihrt werden, dafl alle trigonometrischen Formeln
mittels der Vektorrechnung ganz einfach abgeleitet werden konnen, z. B. der
Sinussatz mit Hilfe des duBeren (vektorischen) Produktes und der Cosinussatz
mittels des inneren (skalaren) Produktes. Die Beweise fiir diese Sédtze erfordern
immer bloB einige Zeilen und haben stets den Vorteil, dall die geometrische
Deutung parallel damit einhergeht. Auch die in der Geodisie in so ausgedehn-
tem MaBe verwendete Flachenformel F =1/33 (Xyo—1 — Xpt4) . Vau: ldBt sich
auf vektorischem Wege ableiten. Auch differentiale Fehleruntersuchungen
lassen sich anstellen, deren Ergebnisse natiirlich gleich den der analytischen
Untersuchungen sind. Aber auch die Sdtze der sphédrischen Trigonometrie
lassen sich bequem ableiten, so daB man erkennt, daf die Anwendung der
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Vektorrechnung nicht bloR auf die Ebene beschrdnkt ist. Die vektorischen
Anwendungen auf die Sphdre diirften meines Erachtens in Zukunft noch er-
heblich ausgebatt werden.

Die erste dem Verfasser bekannte Anwendung der Vektorrechnung in der
Geoddsie erfolgte schon 1908 durch A.Schreiber (1). Er zeigte in sehr
eleganter Weise, welch interessante Beziehungen mittels der Vektorrechnung
bei dem schon so oft behandelten Problem des Riickwirtseinschneidens
festgestellt werden konnen.

Dieser sehr bemerkenswerte Versuch, die Vektorrechnung in die Geodésie
einzufiihren, hatte aber leider lange Zeit keine Nachahmer gefunden. Erst
zirka 20 Jahre spiater ist von manchen Autoren, besonders aber durch die
Arbeiten von R.Schumann (3) bis (9) eine neuerliche Einfiihrung dieses
Zweiges der Mathematik in geoddtische Probleme durchgefithrt worden.

Angeregt durch eine Arbeit von Hofrat E. D oleZalin der Osterreichi-
schen Zeitschrift fiir Vermessungswesen 1928 ,, Riickwirtseinschneiden mit der
Rechenmaschine’’, wurden vom Verfasser 1930 in einer Abhandlung (17) einige
neue geometrische Beziehungen beim Riickwértseinschneiden mittels der
Vektorrechnung aufgefunden und gedeutet. Auferdem wurden die schon von
Dolezal auf analytischem Wege bewiesenen SchluBformeln, die sich auf Sitze
aus der Mechanik, auf Gleichgewichtszustdnde in Kréftesystemen stiitzten, be-
stdtigt, wobei sich sehr eklatant die Uberlegenheit der Vektordarstellung zeigte.

A. Basch hat kiirzlich in der Abhandlung (13a) die Vektorgleichungen
fiir das Riickwdértseinschneiden in der Ebene dargestellt. Interessant ist, daB
die vektoralgebraische Losung sowohl fiir den allgemeinen Fall, als auch fiir
den Sonderfall, daf die drei Altpunkte in einer Geraden lagen, vorgefiihrt
werden. Fiir diese Untersuchungen wurde bloB die Vektorrechnung erster Stufe,
also die Vektoralgebra, verwendet und es ist sicherlich beachtenswert, daf mit
verhdltnismédBig so einfachem mathematischen Riistzeuge so hiibsche Ergeb-
nisse erzielt wurden.

Durch F. Faltus (2) wurde in der vorliegenden Zeitschrift 1927 das
Operieren mit Vektoren auf graphischem Wege zur Fehlerrechnung verwendet.

L.Schrutka (11) fithrte in dieser Zeitschrift 1927 eine sehr elegante und
kurze Ableitung der Theorie des Polarplanimeters vor, wobei in wenigen Zeilen
auch die Félle ,,Polinnen’’ und ,,Pol auBen’’ erledigt wurden. Diese Abhandlung
ist m. E. ein Schulbeispiel dafiir, wie sehr bei allgemeinen Ableitungen die
Vektorrechnung im Vorteil ist.

Durch den Verfasser wurde in der vorliegenden Zeitschrift in einer Ab-
handlung (16), die 1928 als Doktor-Dissertation von der Technischen Hoch-
schule in Wien genehmigt wurde, die mathematische Theorie aller Planimeter
in vektoranalytischer Darstellung gebracht. Es wird darin gezeigt, daB die
Wirkungsweise aller Planimeter, gleichgiiltig ob Linear- oder Polarplanimeter,
auf einer Grundformel basiert. Zugleich wird nachgewiesen, daf die bisherige
Unterscheidung ,,Pol innen” und ,,Pol auBen’’ unberechtigt ist. Es miiBte statt
dessen immer heifien: ,,Mit voller Umdrehung des Fahrarmes’’ und ,,Ohne
voller Umdrehung des Fahrarmes’’.
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AuBerdem wurde die Gleichung der Kurvimetertheorie einfach als Spezial-
fall der Planimetertheorie dargestellt.

Eine ganz eigenartige und neuartige Sache sind die Studien von A.Basch
(12) (13). In der ersten Abhandlung (12) wird gezeigt, daB die Fehlerhaftigkeit
eines ungenau bestimmten Vektors durch einen Tensor den Fehlertensor
gekennzeichnet und geometrisch durch das ,,mittlere Fehlerhyperellipsoid
beschrieben werden kann. Im Anschlusse hieran werden Fehleriibertragungs-
gesetze entwickelt, z. B. fiir das innere (skalare) Produkt und duBere (vektori-
sche) Produkt, also den Flachenfehler. Als hiibsche geoddtische Anwendung
wird der mittlere Fldchenfehler eines Polygonzuges bestimmt, dessen Polygon-
punkte auf Grund der unvermeidlichen Beobachtungsfehler ungenau be-
stimmt sind.

In der zweiten Abhandlung (13) baut A. Basch seine Untersuchungen
wesentlich aus. Fiir alle Ableitungen wird die {ibergeordnete Vektorrechnung,
die sogenannte Tensor- und Affinorrechnung verwendet. An geodétischen
Anwendungen wird erstens die Fehlerfortpflanzung beim ,,Vorwirtseinschnei-
den’’ durchgerechnet. Unter der Voraussetzung von verschiedenen Annahmen
werden die entsprechenden entstehenden Fehlerkurven des Neupunktes disku-
tiert. Zweitens wurde die Korrelation der Fehler zweier durch Vorwdirtsein-
schneiden aus den Endpunkten einer und derselben Basis bestimmter Neu-
punkte entwickelt.

Diese angefiihrten Untersuchungen von A. B as ch stellen etwas grund-
sdtzlich Neues vor und es ist zu erwarten, dal diese Dinge noch sehr ausgebaut
werden. Allerdings ist zu ihrem Verstdndnis eine sehr umfassende Kenntnis
der Affinor- und Tensorrechnung notig.

Da diese zwei Arbeiten geodédtischen Kreisen nur schwer zuginglich sind,
wurden sie absichtlich etwas ausfithrlicher erwdhnt, um die Aufmerksamkeit
darauf zu lenken.

Kiirzlich ist eine eingehende Kritik dieser beiden Abhandlungen von
K. Mader in der Osterreichischen Zeitschrift fiir Vermessungswesen 1931 er-
schienen, wobei ebenfalls die Bedeutsamkeit dieser Unternehmungen hervor-
gehoben wird. Zugleich wird angefiihrt, daB weiteste Verbreitung und An-
wendung in der Geoddsie besonders bei Punkteinschaltung, Basisentwicklung
und Netzausgleich sehr wiinschenswert wére.

Hervorgehoben zu werden verdient, da auch A. B asch anfiithrt, daB
die fiir die iiblichen Zahlenrechnungen der Praxis notwendigen Skalargleichun-
gen aus den Tensorgleichungen leicht durch Komponentenzerlegung gewonnen
werden konnen.

Weiter wére die Arbeit von F. Baeschlin (10) zu erwdhnen. Sie enthélt
eine sehr gute Einfithrung in die Vektorrechnung, gibt dann eine mundgerechte
Ubersicht der weiter unten besprochenen vektorischen Ausgleichsmethoden
von R, Schumann und enthédlt noch verschiedene Winke, wie eine Ver-
besserung dieser eben erwdhnten Ausgleichsmethode moglich wire. Die Arbeit
Baeschlins ist deshalb besonders erwdhnenswert, weil sie meines Wissens
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zum ersten Male den Versuch enthilt, die Vektorrechnung in programm a-
tischer Weise groferen geoddtischen Kreisen zugénglich zu machen.

SchlieBlich seien die Abhandlungen von R. Sch um a nn hervorgehoben.
R. Schumann hat eigentlich am intensivsten fiir die Propagierung der Vektor-
rechnung gearbeitet, was bisher sieben Abhandlungen auf diesem Gebiete
beweisen. Durch ihn wurde der vektor-analytische Ausgleich in die Geodisie
eingefithrt. Ebenso wie bei der klassischen Ausgleichsmethode das Postulat
an der Spitze steht, daB die Summe der skalaren Fehlerquadrate ein Minimum
werden muf, besteht beim vektoranlaytischen Ausgleich eine &dquivalente
Forderung. Hier muf} die innere (skalare) Quadratsumme der Verbessertings-
vektoren ein Minimum werden. Aber was ist ein Fehlervektor? Nichts anderes
als der in der Geoddsie wohlbekannte SchluBfehler. (Z. B. beim Polygonzug.)
Dieser SchlufBfehler ist ja als Koordinatenwiderspruch bekannt, so daB sich
seine Linge und seine Richtung leicht mit dem Rechenschieber berechnen
lassen. Eine Strecke, deren Lénge und Richtung aber bekannt ist, stellt nach
der im zweiten Abschnitte dargelegten Definition einen Vektor, hier also den
Fehlervektor dar,

Jetzt handelt es sich um die Aufteilung des Fehlervektors auf die ge-
messenen Stiicke. Diese Aufteilung wird nach der Methode Schumann
nach obigem Postulate vorgenommen. Wenn man die gemessenen Seiten-
vektoren mit Ay, die endgiiltigen Seitenvektoren mit ; und die Verbesserungs-
vektoren di’ bezeichnet, so besteht, nachdem der ausgeglichene Wert stets
den gemessenen Wert  Verbesserung darstellt, folgende einfache Beziehung:

A = A + dAY

Im Falle eines geschlossenen Dreieckes ist also die Summe der endgiiltigen
Seitenvektoren gleich Null.

Ay + Ay + Az = 0.

Die Summe der gemessenen Seitenvektoren gibt den Widerspruchs-
vektor 2.
QIll +‘ Q[zj + 9[3, +— QB - O
Fiihrt man die Verbesserungen ein, so entsteht folgende Formel, die zeigt,
daB der Widerspruchsvektor irgendwie aufgeteilt werden muf:

oy 4-dAy" -dA —W=0 . . . . ... )

Dies stellt die Bedingungsgleichung dar. In welchem Verhiltnisse diese
Verteilung erfolgen muB, kann dann aus der postulaten Minimumsbedingung
ermittelt werden. Diese Forderung besagt, daB die skalare Quadratsumme
der Verbesserungsvektoren ein Minimum werden muB. Die vektorische (duBere)
Quadratsumme wird ja angenehmerweise automatisch zu Null, da die ein-
schlieBenden Winkel 0° betragen. (Siehe Il. Abschnitt.)) Es muf also folgende
Minimumsbedingung erfiillt werden:

@y dU") + (@A dA) + (@A dA") = [([@WA dW)] = Min. . 1])

Es besteht also ein relatives Minimum mit der Minimumsbedingung 1I)
und der Bedingungsgleichung I), das genau so, wie es die Geoddten bei bedingten
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Beobachtungen gewdhnt sind, aufgeldst wird. Es wird entsprechend den Kor-
relaten ein Korrelatvektor £ eingefithrt sowie aus ZweckmiBigkeitsgriinden
der Faktor — 2, weil er sich wegkiirzt, so daB das relative Minimum wie folgt
lautet:

[(@W dW)] — 2 (@A + dAL + dA — W, &) = Min. . . . . 1II)

Die Auswertung erfolgt, wie schon von bedingten Beobachtungen her
bekannt ist, durch Differentation:

0 Mi \
—,Ml—n, =0 (Gibt 3 Gleichungen) |
dN .
. ¢ 4 Gleichungen
d Min . .
———=0 (Gibt I Gleichung) |
a9 J

Man erhélt fiir die 4 Unbekannten Vektoren d9, d,’, d s’ und £ die
obigen 4 Gleichungen. Die Losung ist also eindeutig. Im Falle gleicher Ge-
wichte lautet die Losung wie folgt:

23

AWy = dA = dA = & =~

Der Widerspruchsvektor 23 wird also gleichmdBig zu je einem Drittel
aufgeteilt, was sich auch leicht graphisch durchfithren 1aB8t. Aus dem einfachen
Ergebnis sieht man, wie wohlberechtigt die in allen Lehrbiichern vertretene
Forderung nach moglichst gleich langen Polygonseiten ist, da dann der Fall
gleicher Gewichte auftritt und die in der Praxis iibliche proportionale Fehler-
verteilung auch theoretisch einwandfrei ist.

R. Schumann hat dann den vektor-analytischen Ausgleich weiter
ausgearbeitet, so daB auch die Félle fiir beliebige Gewichte fiir Strecken und
Richtungen erledigt ist. Siehe die Abhandlungen (4) und besonders (5).

Auch die Anwendung auf groBere Aufgaben wurde von R. Schumann
in Angriff genommen. In den Abhandlungen (8) und (9) wurde der Ausgleich
.von Dreiecksketten in sehr eingehender Weise demonstriert. Darauf basierend
ist die Abhandlung von J. Sébor-K. Ulbrich (15) Ungarn 1931 zu er-
wéhnen, die die Anwendung des vektor-analytischen Ausgleiches von Dreiecks-
ketten, wie er sich in der Praxis darstellt, zeigt. Hervorzuheben wére bei dieser
Abhandlung, wie es sich in eklatanter Weise zeigt, das F e hle n jeder Seiten-
gleichung und die Koeffizienten der Bedingungsgleichungen sind nur +- 1,
— 1 oder 0.

IV. Vektor-analytischer Ausgleich eines Polygonzuges.

In diesem Abschnitte wird auszugsweise der strenge vektor-analytische
Ausgleich eines Polygonzuges so dargelegt, wie es sich in der Praxis ergibt.
Der Abschnitt stellt einen kurzen Auszug der gemeinsam mit Prof. J. Sébor
verfaiten Abhandlung (14) dar. Da diese Abhandlung in Ungarn in deutscher
und ungarischer Sprache erschienen ist, diirfte sie nur wenig bekannt sein
und die Ergebnisse werden deshalb hier kurz mitgeteilt, auch deshalb, da sie
meines Wissens die einzige numerische vektor-analytische Ausgleichung aus
der geodidtischen Praxis darstellt.
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Es handelt sich um den in der fritheren Auflage von Jor d an’s Hand-
buch fiir Vermessungswesen behandelten Polygonzug. Jor dan hat diesen
Polygonzug in diesem Handbuche auf zwei Arten ausgeglichen. Erstens Aus-
gleichung mit den in der Praxis iiblichen proportionalen Aufteilen und zweitens
durch strengen analytischen Ausgleich.

Der Polygonzug ist stark gekritmmt und hat 8 Seiten 2; von zusammen
[Ai{ = 1454'13m Léange. Der WinkelabschluBfehler fg = 2’ 34” ist also nicht sehr
bedeutend. Die Koordinatenwiderspriiche waren f, = — 40 cm, f, = — 26 cm,
also Werte, die in der Praxis leicht vorkommen konnen.

Der lineare AbschluBfehler oder die Lange des Widerspruchsvektors 2B

betragt W=]/fx2+fy2= 48 cm. Die Richtung des Widerspruchsvektors 23
betrdgt tg "":%?1%’ o = 213008, Der Widerspruchsvektor W ist also

nach Linge und Richtung bekannt, so daf nun die Berechnung seiner Ver-
teilung erfolgen kann.

Bis hieher unterscheidet sich die Berechnung in keiner Weise vom iiblichen
Vorgange. Fiir die weitere numerische Ausgleichung mufl der Verbesserungs-
vektor in 2 Komponenten zerlegt werden. In die Streckung der Polygonseiten
-also die Seitenverbesserung d0 und in die Querverschwenkung der Polygon-
seiten @'y = A'i. v, wobei v; die Richtungsverbesserung der Polygonseiten
darstellt.

Der Index i bezieht sich auf die 8 Polygonseiten, geht also von 1—8.

Jetzt sind je nach der Annahme der Gewichte zwei Fille moglich:

1. Strenger Ausgleich.

Bezeichnet man nach Schumann das Gewicht der Streckung mit g2;
und das Gewicht der Querverschwenkung mit p%, so-bekommt man aus den
Angaben Jordan’s, der den mittleren Fehler der Streckenmessung mit

ma = ¢ JA= 0015 /A angibt, fiir ? = ¢2 A, Das Gewicht g% ist also ver-
1

kehrt proportional zu A;. Den mittleren Fehler m, der Winkelmessung gibt
Jordan mit ==30" an, so da der mittlere Fehler m, einer Richtung == 21"
betrdgt. Die Querverschwenkung wéchst linear mit der Seitenldnge A Ihr
Gewicht p? ist also verkehrt proportional zu A%, Die Zusammenhédnge zwischen
den Gewichten g% und p% wurden von R. Schumann in der Abhandlung (6)
A% m?,

ist.
m24

2
dargelegt. Wichtig ist die Formel, dafR %2_& =
i

2. Ausgleichsmethode der Praxis.

Beim Ausgleich von Polygonziigen, wie er in der Praxis iiblich ist, wird
das Gewicht g2 der Seitenverbesserung so wie beim strengen Ausgleich belassen.
Nur das Gewicht der Querverschwenkung wird ebenso grof gemacht, so daB
p% = g% ist. Diese Gewichtsannahme entspricht dem proportionalen Verteilen
des AbschluBfehlers.




74

Beim praktischen Ausgleich wird also das sehr bedeutsame Gewicht g%
der Seitenverbesserung der Theorie entsprechend belassen, wihrend das Ge-
wicht p?%der Querverschwenkung den einfachen SchluBformeln zuliebe gedndert,
und zwar vergroBert wird. Da aber die Querverschwenkung wohl zum GroB-
teil durch die Winkelfehler entsteht und in Polygonziigen bekanntlich den
Einflub der Seitenfehler den der Winkelfehler weitaus iiberwiegt, so erklédrt
sich auch daraus, daB die Ausgleichsergebnisse der Praxis trotz der ange-
gebenen Vereinfachungen sich sehr bewdhren; allerdings trifft dies Dblof bei
gestreckten Ziigen zu!

Im folgenden werden bloB die SchluBformeln angegeben, um eine Uber-
sicht vom Aussehen und Bau derselben zu geben. In beiden Fallen muf zuerst
noch der Korrelatvektor € nach Linge L und Richtung e, berechnet werden.
Die Endergebnisse beim vektor-analytischen Ausgleichen eines Polygonzuges
lauten:

I.Strenger Ausgleich:

Die Seitenverbesserungen: dA'j = g% . L cos (W; Q)
1

: 1
Die Querverschwenkung: ay= i
i

Korrelatvektor £ und Widerspruchsvektor 2 sind nicht parallel.

. Lsin (" ©)

2. Praxisausgleich:

),

Die Seitenverbesserungen: dA' = —[ﬁﬁ.Wcos (Wi W)
;
)

Die Querverschwenkungen: a'j= rf“{]—.Wsin(‘ZI'i*lB)
1

Korrelatvektor £ und Widerspruohsvektor 98 sind parallel.

Hervorgehoben sei, daf alle diese Werte bequem mit dem Rechenschieber
bestimmt werden kdnnen, da es sich immer nur um Gréfen von wenigen Zenti-
metern handelt.

Aber auch sehr gute Kontrollmdglichkeiten bestehen. Hervorzuheben
wére besonders die Kontrolle, die formell der sogenannten durchgreifenden
Kontrolle [vv] = — [kw] bei bedingten Beobachtungen der klassischen Aus-
gleichsmethode entspricht. Diese durchgreifende Kontrolle hat folgende Gestalt:

1. Beim strengen Ausgleich:
(8% (dA")® + p% (d)?] = (2, L)

2. Beim Praxisausgleich:

(@A) + (@] _
AV @ .

Um eine Diskussion iiber den vektor-analytischen Ausgleich zu ermdglichen
seien vorerst die numerischen Ergebnisse angefiihrt:
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Gemessene Linge fx fy
det

Polygonseiten Ai |Strenganalytisch| Praxismethode |Strenganalytisch| Praxismethode
m ,, vektorisch ,, veklorisch ,» vektorisch ,, vektorisch
15960 —7 ) 4 ~3 | =3
13572 + 1 — 4 — 4 — 2
66'45 0 — 1 — 1 — 1
117°33 + 1 — 3 — 1 — 2
253'83 —9 — 8 —10 — 5
131"13 0 — 4 — 1 e 2
36522 —16 | —10 — 4 — 17
22485 —10 | — 6 — 2 — 4

[A]=1454"13 —40 ‘ —40 —26 —26

Vor allem ersieht man, daB es bei diesem stark gekriimmten Polygonzuge
sehr gewagt ist, die gewdhnliche Praxismethode mit proportionaler Verteilung
anzuwenden. Beim 2. Polygonpunkte von unten ergibt sich in x eine Differenz
von 10 cm und in y eine solche von 5 cm. Dies sind Betrédge, die bei Polygon-
punkten sicherlich eine Rolle spielen. Da diese fehlerhaften Differenzen bloB
durch die Anwendung einer in diesem Falle ungenauen Ausgleichsmethode
entstanden sind, wire auch das sonst iibliche geoddtische Prinzip, die Messungen
nicht durch die Berechnungen zu verschlechtern, durchbrochen. Der vorliegende
Polygonzug diirfte also bloR nach den strengen Methoden ausgeglichen werden.

Abgesehen von dieser Konstatierung, kann beziiglich des vektor-analyti-
schen Ausgleiches und der klassischen Methode angefithrt werden, daB in beiden
Féllen, sowohl bei der strengen als auch bei der gendherten Methode, der vektor-
analytische Ausgleich auf Zentimeter die gleichen Resultate aufweist wie
die klassische Methode.

Fiir den vektor-analytischen Ausgleich ist es sicherlich ein sehr erfreuhches
Zeichen, wenn mit kiirzerer Rechenarbeit Endformeln und Endresultate ent-
stehen, die auch durch die bisher gebrduchlichen Methoden erhalten wurden.

Beim klassischen strengen Ausgleiche sind drei Korrelaten zu berechnen
und es ist unzweifelhaft eine sehr umfangreiche Rechenarbeit notwendig.
Beim vektor-analytischen Ausgleich ist bloR die Berechnung eines Korrelat-
vektors notig und aulerdem sind die meisten Berechnungen mit dem Rechen-
schieber durchfithrbar, da es sich ausnahmslos nur um kleine Grofen bis zu
einigen Zentimetern handelt und die Winkel bloB auf Grade zu bestimmen sind.
Beim strengen Ausgleich hingegen muPB besonders die Auflésung der Normal-
gleichungen sehr penibel erfolgen, wobei auch grofere Zahlen vorkommen,
da sonst die Ergebnisse und Kontrollen sehr unsicher werden, weil sich viele
Ergebnisse oft aus Differenzen von nahe gleich grofen Zahlen ergeben, die
also ziemlich genau bestimmt werden miissen.

Aus all dem vorher Gesagten kann wohl gefolgert werden, daR smh eine
Ausgleichsmethode wie der vektor-analytische Ausgleichnach R.Schumann,
der bei weniger Rechenarbeit die gleichen Resultate erzielt wie die allseits
anerkannte klassische Ausgleichsmethode, zumindest eingehende Beachtung
verdient. Um eventuelle Bedenken zu zerstreuen, sei noch bemerkt, daB sich
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die ganze numerische Rechenarbeit tabellarisch durchfiihren 146t und dab im
ganzen Verlaufe der Berechnung keine Rechenoperationen mit Vektoren durch-
zufithren sind. Diese sind bloB bei der Aufstellung der Theorie nétig, wahrend
dieZahlenrechnung ohne Zuhilfenahme neuer Begriffe durchgefiihrt werden kann.

Dies ist analog der klassischen Methode, wo ja ebenfalls sofort die Normal-
gleichungen nach dem bekannten Rechenschema gebildet werden, ohne sich erst
mit allgemeinen Ableitungen zu bemiihen.

Die Anwendung in der Praxis stoBt bis jetzt noch deshalb auf Schwierig-
keiten, da noch keine bequemen Rechenformulare bestehen, die einfach aus-
gefiillt werden kénnen. Man muB also meist jede Ausgleichung zuerst vektorisch
und dann numerisch durchfithren, was bei der noch geringen Verbreitung der
Vektorrechnung in geoddtischen Kreisen schwer zu verlangen ist.

; Dann ist zu bedenken, daB die klassische Methode seit mehr als hundert
Jahren ausgebaut wurde, so daB schon alle vorteilhaften Kniffe bekannt sind,
eine Tatsache, die gegen den Vektorausgleich sicherlich sehr ins Gewicht fallt.

V.Zusammenfassende SchluBbemerkungen,

Es wird gezeigt, daB die Anwendung der Vektorrechnung auf geodétische
Probleme immer mehr zunimmt. Trotzdem diese Bewegung erst zirka 1926
eingesetzt hat, sind verhéltnismafRig schon viele Abhandlungen mit diesem
Thema herausgebracht worden.

Dabei lassen sich drei prinzipiell voneinander verschiedene Gruppen
feststellen:

ad 1) Allgemeine Gruppe.

Es werden viele schon analytisch bekannte Probleme vom vektor-analyti-
schen Standpunkte betrachtet, wobei nicht nur die Bestdtigung der analytisch
bekannt gewesenen Sétze erfolgt, sondern auch eine Menge neuer Beziehungen
aufgestellt wurden. AuBerdem entstehen aus der Umsetzung der Vektorformel
in die Geometrie oft auch hiibsche geometrische Beziehungen.

ad 2) Vektor-analytischer Ausgleich.

Diese Methode, die sehr hiibsch und logisch von R, Schumann aus-
gebaut wurde, beruht auf dem Prinzip, daB die (skalare) Quadratsumme der
Verbesserungsvektoren ein Minimum werden soll. Diese Methode 14Bt sich nur
auf geoddtische Figuren, wie Polygonziige, Dreiecke, Dreiecksketten usw.
anwenden, leistet dort aber erstaunlich Gutes. Die Rechenarbeit ist geringer
als bei der bisher gebrauchlichen Methode und 148t sich zumeist mit dem Rechen-
schieber durchfithren. Ein abschlieBendes Urteil, welche Methode die vorteil-
haftere ist, 145t sich allerdings wohl erst in einiger Zeit féllen, bis der Vektor-
ausgleich einigermalen ausgebaut ist. Die Resultate sind praktisch gleich dem
der klassischen Methode.

ad 3) Fehleruntersuchungen mittels Vektoren.

Diese neuartigen Untersuchungen sind auBerordentlich bemerkenswert und
es ist zu erwarten, daB sich dabei noch sehr interessante Ergebnisse zeigen wer-
den. Wie weit sich diese Dinge in der Praxis auswirken werden, 146t sich jetzt
noch nicht angeben. Allerdings kann schon jetzt gesagt sein, dal zu ihrer rich-
tigen Anwendung ein ziemliches MaB von mathematischen Kenntnissen notig ist.

‘..Q::_..f' e
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Zum Schlusse kann gesagt werden, daB die Vektoranalysis in allen Féllen,
wo allgemeine Ableitungen und allgemein gehaltene Untersuchungen geometri-
scher Art durchgefithrt werden, sicherlich in formeller als auch anschaulicher
Hinsicht besser am Platze ist. Der Ubergang zu numerischen Resultaten 14Bt
sich leicht durch Komponentenzerlegung durchfithren. Vorteilhaft ist, dafB
dieser Ubergang zu zahlenmiBigen Resultaten erst in den SchluRformeln zu
geschehen braucht.

VI. Anhang.

Nach Abschlu3 des obigen Artikels sind in der ,Festschrift
Eduard Dolezal“ 1932 weitere drei sehr bemerkenswerte geodatisch-
vektorische Abhandlungen erschienen, die hier deshalb anhangsweise noch
kurz angefiihrt seien.

In der Abhandlung ,,Zur Fehlertheorie der Verbindungsgeraden geodatisch
ermittelter Punkte‘ diskutiert A. Basch dic entstehenden Fehlerkurven
durch. Sehr hiibsch gelingt der rechnerische Nachweis, da bei zwei gegebenen
Punkten, die gleich genau Dbestimmt sind, an Stelle der mittleren Fehler-
hyperbel ein Parallelgeradenpaar tritt, ein Ergebnis, das durchaus der An-
schauung entspricht.

R.Schumann folgt dann mit der Abhandlung: ,,Uber Schwerpunkts-
Beziehungen bei einem fehlerzeigenden Vielecke.” Es wird dabei die Aufgabe
in einem fehlerzeigenden Vielecke den plausibelsten Punkt, der zugleich den
Schwerpunkt darstellt, zu bestimmen, in eleganter Manier mit Hilfe der Vektor-
rechnung gelost.

Die dritte vektorische Abhandlung ist von J. Sébor und betitelt sich:
»Die Aufgabe des unzugédnglichen Abstandes (Hansenproblem) in vektor-
analytischer Behandlung.“ Hier wurden in kurzer und préziser Art einige
neue Zusammenhdnge beim Hansenproblem aufgezeigt. Diese Abhandlung
enthdlt dankenswerter Weise auch ein vollstdndig durchgerechnetes Beispiel
aus der Praxis, so daB man hier die gute Gelegenheit hat, den Verlauf der
vektorischen und numerischen Berechnung augenfillig verfolgen zu konnen.

Wien, am 12. September 1931.
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60 Jahre metrisches Maflsystem in Osterreich.
1872 —-1932.

Ausstellung und Mefitechnikertagung.

Ausstellung. Die Ausstellung, die ihre Entstehung einer Anregung des
Vereines dertechnischenFunktiondre desdsterreichi-
schenEichdienstes verdankt, wurde vom Niederdsterreichi-
schen Gewerbeverein in Verbindung mit dem Bundesamt fiir
Eich- und Vermessungswesen veranstaltet und findet in den
Riumen des Osterreichischen Museums fiir Kunst und
Industrie, Wien, I, Stubenring 5, in der Zeit vom 15. September bis
30. Oktober 1932 statt.

Zum ersten Male wird ein zusammenfassendes, geschlossenes Bild der
gesamten MeBtechnik dem Besucher vorgefiihrt und der gegenwdrtige Stand
der Erzeugung und Verwendung von MeBgerdten und MefRverfahren geboten;
eine historische Abteilung zeigt die Entwicklung des metrischen Systems und
des auf ihm aufgebauten MeBwesens.

Es war gewil ein gliicklicher Gedanke, eine solche Veranstaltung all jenen
zu bieten, die mit Messungen zu tun haben; vom Kaufmann und Gewerbe-
treibenden angefangen bis zu den Mitarbeitern in wissenschaftlichen Instituten
werden alle mit groBtem Interesse die bedeutende Leistungsfidhigkeit von Ge-
werbe und Industrie zu verfolgen in der Lage sein. Hier konnen Ingenieure
und Physiker mit den neuesten Errungenschaften auf dem Gebiete der Fein-
mefRkunst bekannt werden.

Wenn trotz der fithlbaren Ungunst der wirtschaftlichen Verhidltnisse alle
Krifte der Osterreichischen einschldgigen Industrie- und Gewerbeunterneh-
mungen, dem Rufe des Niederdsterreichischen Gewerbevereines folgend, sich
zusammenschlossen und eine so imposante Spezialausstellung schufen, die in



