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Die Vektorgleichung
fiir das Riickwartseinschneiden in der Ebene.

Von Privatdozent Dr. Alfred Basch, Oberbaurat im Bundesamt fiir Eich-
und Vermessungswesen.

Die Angabe von Gleichungen, die fiir eine bestimmte Methode der geo-
dédtischen Ortsbestimmung die Koordinaten oder den Ortsvektor des Neu-
punktes explizit durch die Koordinaten oder Ortsvektoren der Altpunkte dar-
stellen, bringt mehrere Vorteile gegeniiber einer indirekten Bestimmungsweise
oder einer nicht expliziten Darstellung mit sich. Sie fithrt eine bedeutende
Erleichterung bei der Berechnung der Koordinaten des Neupunktes mit Hilfe
der Rechenmaschine herbei, was fiir die Praxis von groBer Wichtigkeit ist.
Die explizite Darstellung des Ortsvektors des Neupunktes bietet aber auch
den geeignetsten Ausgangspunkt fiir eine anzuschlieBende fehlertheoretische
Untersuchung, die allgemeine, nicht nur fiir den Einzelfall geltende Gesetze fiir
die Fehlerentstehung, vor allem aber fiir die Fehleriibertragung liefert *). Eine
solche fehlertheoretische Untersuchung gehort in das Gebiet der sogenannten
,, Vektorrechnung zweiter Stufe‘, d. i. der ,,Affinorrechnung‘’, die von mancher
Seite auch ,,Tensorrechnung‘ genannt wird. In der folgenden Untersuchung
soll lediglich die elementare Vektorrechnung, d. i. die Vektoralgebra erster
Stufe, zur Anwendung gelangen.

Die fiir die Punktbestimmung durch Vorwdértseinschneiden geltende
Vektorgleichung habe ich an anderer Stelle angegeben und aus ihr die Ge-
setze fiir die Fehleriibertragung bei dieser Art der Ortsbestimmung abgeleitet 2).

1) Vgl. A. Basch, Die Fehlertensoren und das Fehleriibertragungsgesetz der vektor-
algebraischen Elementaroperationen. Sitzungsberichte der Akad. Wien, 137. Bd., Abt. II a,
1928, S. 583—598. Fehlertensoren und Fehleriibertragung. Ztschr. f. angew. Math. u. Mech.
8. Bd. 1928, S, 436 —438. Fehlertensoren, Fehleraffinoren und allgemeine Fehleriibertragungs-
gesetze. Sitzungsberichte der Akad. Wien, 138. Bd. 1929, S. 125—168.

?) A. Basch,, Vektorische Fehlertheorie und geod:tische Fehleriibertragung. Ztschr. f.
angew. Math, u, Mech,, 9. Bd. 1929, S. 304—305.
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Der Ortsvektor des Neupunktes ist im Fall des Vorwartseinschneidens eine
lineare homogene Funktion der Ortsvektoren der Altpunkte, in der die Vor-
zahlen nicht gewdhnliche Zahlen ‘(Skalare), sondern spezielle Affinoren, und
zwar Drehstrecker sind. Die aus der Vektorgleichung folgenden Fehleriiber-
tragungsgesetze sind dementsprechend einigermafBen verwickelt, gestatten aber
schone geometrische Deutungen, die zu einfachen Konstruktionsmoglichkeiten
fitr die Fehlerellipse des Neupunktes fiihren ).

Bei der Ortsbestimmung durch Riickwirtseinschneiden in der Ebene
liegen dié Verhaltnisse im allgemeinen bedeutend einfacher. Der Ortsvektor v
des Neupunktes P kann, wie auch hier gezeigt werden wird, in der Form

8 8
1':%*(‘,1“, (?Y.,:l) N )|

durch die Ortsvektoren 1, der Altpunkte P, (v =1, 2, 3) explizit dargestellt
werden, wobei die Vorzahlen y, gewdhnliche Skalare sind. Durch die Bedingung
Yy, =1 ist die Unabhingigkeit des durch die Vektorgleichung (1) festgelegten

Punktes von der Wahl des Bezugspunktes gesichert.
Bringt man in drei Punkten P, (v =1, 2, 3) einer Ebene (bzw. in zwei

Punkten einer Geraden oder in vier Punkten des Raumes) Punktmassen m, an, so
ist (wie iibrigens auch bei einer beliebigen Anzahl von Punkten) der Ortsvektor
desMassenmittelpunktesoder Schwerpunktesdesvon denPunktmassen gebildeten
Systems durch Xm, o,
sy ©
m,
gegeben. Wir wollen voraussetzen, daf die drei Punkte P, der Ebene nicht

in einer Geraden liegen (bzw. die zwei Punkte der Geraden nicht zusammen-
fallen, bzw. die vier Punkte des Raumes keiner gemeinsamen Ebene angehdren).
Die drei (bzw. zwei, bzw. vier) mit Punktmassen belegten Punkte wollen
wir dann als Grundpunkte bezeichnen. Durch entsprechende Wah!l des Verhalt-
nisses der Punktmassen kann jeder beliebige Punkt P der Ebene (bzw. der
Geraden oder des Raumes) zum Schwerpunkt eines aus in den Grundpunkten
befindlichen Punktmassen bestehenden Massensystems (eines H. GraBmann’schen
,, Punktvereines‘‘) gemacht werden. Der mit einer der Summe der Punktmassen
m, gleichen Masse belegte Punkt P wird von H, GraBmann als ,,Summe des

Punktvereines’* bezeichnet6). Die Punktmassen m,, die positiv, negativ aber

auch Null sein konnen, sind die von F. Mobius eingefithrten baryzentrischen
Koordinaten des Punktes P ).

%) Vgl. die beiden zuletzt zitierten Verotffentlichungen des Verfassers. Ferner: F.
Ackerl, Uber den EinfluB fehlerhafter Festpunkte auf das Ergebnis des Vorwiértseinschneidens.
Ztschr. f. Vermessungswesen. 59. Bd., 1930, Heft 2.

4) Im weiteren sind alle Summenzeichen und ebenso die spdter verwendeten Produkt-
zeichen I, auch wenn die diesbeziigliche Angabe weggelassen wurde, als von v =1 bis v =3
wirkend zu erstrecken.

%) H. GraBmann, Die Ausdehnungslehre, Berlin, 1862. Ges, Werke. 1. Bd. 2, Teil.
Leipzig. 1896, S. 136.

%) F. Mobius, Der baryzentrische Kalkiil, Leipzig. 1827,
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Die Gleichungen (1) und (2) stimmen mit einander {iberein, wenn man
m

S e )

=5,
« i,

setzt. Es soll vorausgesetzt werden, daf Z,m -0 ist, d. h. daB die Gesamt-
masse des Punktvereines von Null verschieden ist. Im entgegengesetzten Fall
wére der Schwerpunkt des Massensystems ein uneigentlicher Punkt der Ebene
(bzw. der Geraden, bzw. des Raumes). Die baryzentrischen Koordinaten sind
homogene Koordinaten. Ihre Grofe selbst ist belanglos; es kommt lediglich
auf ihr Verhaltnis an. In der geodétischen Literatur werden die baryzentrischen
Koordinaten vielfach auch als ,,Gewichte* bezeichnet, wiewohl es vorteilhaft
wire, diese Benennung zu vermeiden oder nur fiir die Genauigkeitsmale bei
fehlertheoretischen Untersuchungen zu verwenden. Die Vorzahlen 7, in Glei-
chung (1) sind ebenfalls baryzentrische Koordinaten, die der besonderen Be-
dingung 2y, =1 unterworfen sind. Wir wollen sie ,,normierte baryzentrische
Koordinaten“ nennen. ‘

Herr Hofrat Dolezal hat in dieser Zeitschrift auf synthetischem Wege
gezeigt, wie sich im Fall der Punktbestimmung durch Riickwirtseinschneiden
die baryzentrischen Koordinaten m, des Neupunktes in bezug auf die drei
Altpunkte durch Winkelfunktionen der Sehwinkel und der Winkel des Alt-
punktdreieckes ausdriicken lassen 7). Im folgenden soll zunéchst eine knappe
vektoranalytische Ableitung fiir das Verhéltnis der baryzentrischen Koordi-
naten gebracht und dann der Ausnahmsfall besprochen werden, in dem diese
Koordinaten nicht verwendbar sind. SchlieBlich soll eine vektoralgebraische
Losung angegeben werden, die sowohl fiir den allgemeinen als auch fiir den
Ausnahmsfall zutrifft. “

In Fig. 1 sind Py, P,, Py die Altpunkte, P der Neupurikt. ¢,, ¢, ¢, sind
die orientierten Sehwinkel, unter denen die gerichteten Seiten des Altpunkte-
dreieckes

G177 V3 — T Sg =11 — V3 §3 =1y — Iy
vom Neupunkte aus erscheinen, ¢, &, ¢, die orientierten AuBenwinkel des
Altpunktedreieckes. Es ist

0
P11t Pp + (93:{:':27;

wobei O fiir den Fall gilt, daf der Neupunkt P auBerhalb, == 2= fiir den Fall,
daf er innerhalb des Altpunktedreieckes liegt. Hiebei gilt zuletzt das - oder
—-Zeichen, je nachdem die Reihenfolge P, P, P eine Dreiecksumfahrung in
positivem oder negativem Drehsinn darstellt. Dementsprechend ist auch

by + by + Py = £ 27

Fig. | entspricht dem Fall der Innenlage des Neupunktes und dem posi-
tiven Drehsinn, als welcher der dem Uhrzeiger entgegengerichtete festgesetzt

7) E. Dolezal, Riickwirts- und Vorwirtseinschneiden mit der Rechenmaschine. Osterr.
Ztschr, f. Vermessungswesen. 26. Bd., 1928, S. 87—97,
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Fig. 1.

wurde. Dementsprechend sind alle Sehwinkel ¢, und die Dreiecksaufenwinkel
¥, positiv.

Im weiteren soll durch a b das Skalarprodukt, durch a x b das Vektor-
produkt der Vektoren a und Db bezeichnet werden. Die Einfithrung des -
Zeichens als Zeichen fiir die vektorielle Multiplikation diirfte sich in der Geo-
désie darum empfehlen, weil die eckige Klammer seit C. F. Gauf} in der Aus-
gleichsrechnung als Summenzeichen verwendet wird. Mit a.Db soll das soge-
nannte Gibbs’sche Produkt der Vektoren a und b bezeichnet werden, das
auch ,,unvollstandiges‘‘ oder ,,dyadisches‘ Produkt genannt wird. Das Skalar-
produkt v der ,,Dyade’ a.D als Linksfaktor mit dem Vektor ¢ als Rechts-
faktor

p=(a.D)c=a.bc
ist ein Vektor, der mit dem Vektor a gleich- oder entgegengesetzt gerichtet
ist, je nachdem b ¢ z 0 ist, und dessen Betrag
ol = lal [vc]

dem Produkt der Betrdge des Vektors a und des Skalarproduktes h¢ gleicht.
Analog wird das Produkt w des Vektors ¢ als Linksfaktor und der Dyade a . b
als Rechtsfaktor gebildet:
w=c(.b)=ca.b
Es ist je nach Vorzeichen des Skalarproduktes ca ein Vektor von gleicher
oder entgegengesetzter Richtung wie der Vektor b. Sein Betrag

|w| = [ca [p]
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Der Punkt besitzt hier gleichzeitig die Bedeutung eines Multiplikations-
und eines Trennungszeichens.

Durch die Unterklammerung, das sogenannte ,,Axiatorzeichen* ., wird
nach J. Spielrein angedeutet, dafi der unterklammerte Vektor a mit einem

ihm nachbarlich geschriebenen vektoriell zu multiplizieren ist, so dal man
schreiben kann
aXb=ab=ab?
was sich im folgenden bei komplizierteren Ausdriicken als vorteilhaft erweisen
wird. So wird man z. B, unter Verwendung des Axiatorzeichens schreiben konnen
axb+ac.b=a(+ c.d)
I (2= 1) soll den zur Ebene senkrechten, nach ihrer positiven Seite,
d. i. nach oben, gerichteten Einheitsvektor bedeuten. Der Bezugspunkt wird
in der Ebene des Altpunktedreieckes gewdhlt.
Es ist dann ( )
I, —1) X (13 —1)
(ta—1) (0 —1) ttgey . o o oo oL “)

Wird diese Gleichung mit (v, — v) (x3 — 1) cotg ¢, multipliziert und ent-
sprechend geordnet, so erhdlt man die erste der Gleichungen des folgenden
Systems. Die beiden anderen ergeben sich dann durch zyklische Permutation
der Zeiger.

Iz-f‘*—t{ifs_ 1'3') cotg @3 — (13 — 13) . f} =1y X ryC0tg @y — 11y, T
NS R {irl — 1) COtg ¢y — (11 — 1) . Tl=13 X rycotg @y — g1y . fi . (5)
rz.f+r{£r2 — 1) cotg @y — (1 — 1) - B} =1 Xvpeotgpy —uyv,. 1

Diese drei Gleichungen sind die Gleichungen der Ortskreise &y, k,, &,

(Fig. 1), die durch je zwei Altpunkte und den Neupunkt gehen. Der Neupunkt

P selbst ist ihr gemeinsamer Schnittpunkt. Durch Subtraktion je zweier dieser
Gleichungen erhdlt man das System:

v {1y (cotg ¢, + cotg ps) — vy cotg Py —rzcotg g, — (13 —1p) . T} =
— vy {1y cotg @y + 15 c0tg @y 4 (x5 —15) . T)

v {1y (cotg ¢y + cotgey) — rzcotgpy —rycotg oy — (1 —13) . )=
— I {1‘_3C0tg ¢1 + vy cotg g + (1 — 1) f}

v {15 (cotg ¢y + cotg gy) —1rjcotg g, —racotgp — (1o —1y) . T} =
— 13 {1 cotg Py + 1y cotg Py + (1, —1q) . E}

Die Gleichungen dieses Systems sind die Gleichungen der von dem Neu-
punkte P nach den Altpunkten Py, P,, P, gerichteten Visierstrahlen v, v,, v,
(Fig. 1). Die drei Gleichungen sind als Gleichungen dreier sich in einem Punkte
schneidender Geraden von einander nicht unabhéingig; ihre Addition gibt die
Identitat 0 = 0.

Aus zwei Gleichungen des Systems (6) kann, wie es am Ende dieser Unter-
suchung auch geschehen wird, unter Hinzufiigung der Gleichung v =0 auf
rein vektoralgebraischem, allerdings etwas kompliziertem Wege der Ortsvektor v

-

(6)

8) J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung. Zweite Auflage. Stuttgart. 1926,
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des Neupunktes bestimmt werden. Die Vektorrrechnung bietet aber den Vor-
teil, daB man im jeweils passenden Zeitpunkt zu dem fiir den gegebenen Fall
vorteilhaftesten Koordinatensystem iibergehen kann, und das ist hier das
baryzentrische System mit den drei Altpunkten als Grundpunkte. Auferdem
wird es sich hier wie bei vielen anderen Untersuchungen als zweckmifig er-
weisen, den Bezugspunkt derart zu wihlen, daf die Gleichungen sich tunlichst
vereinfachen.

Wir driicken nun v mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten my, m,,
mg durch die Ortsvektoren 1y, v,, 13 der Altpunkte aus und lassen gleichzeitig
den Bezugspunkt 0 mit dem Altpunkt P; zusammenfallen. Dann wird v, =0
und

(my 4 my + mg) v = my vy + Mgy

Die erste Gleichung des Systems (6) geht infolgedessen iiber in
{ra X vgc0tg gy + 15 (13— 1) - Ty my + {—ra X vgcotg @5 + vy (13 — 1) gy =0
woraus sich ergibt

My vy X 1y cotg @y — 15 (13— 1p) .
My 1y X g cotg @y + 1o (tg — 1) . F
Zéhler und Nenner des in der letzten Gleichung auf der rechten Seite
stehenden Bruches sind Vektoren von der Richtung {. Multipliziert man Zahler
und Nenner skalar mit diesem Einheitsvektor und beachtet, daf
frprg=2f

ist, wobei / den orientierten Fldcheninhalt des Altpunktedreieckes P, P, Py
bedeutet, und beriicksichtigt weiter, daB, nachdem P; als Bezugspunkt gewahlt
wurde, v, = %3, '3 = — &, (vgl. Fig. 2), so ergibt sich

Fig. 2.

my __ 2 feotg g + 5,5,
iy 2 fcotg @, + 5591
Bezeichnet man mit r den Halbmesser des Umkreises k& des Altpunkte-
dreieckes, so ist

2f=4rsing;sind,sindg . ... ... (7
51 ¢, = 412 sin ¢, sin ¢, cos Py | .
53¢, = 4 r2sin g sin ¢, cos ¢,
und daher, da rsing, & 0 ist,
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mny _ sin g, (sin g5 cotg ¢ + cos dy) - Sin ¢y Sin Py sin (95 -+ dy) )]
my  sin g (sin ¢, cotg @, + cos dy) sin g sin g sin (9, 4 $y)
oder auch

m_cotgegteotgdy (g
my  cotg ¢, + ctog d, '

Dieses Verhidltnis 148t sich nach entsprechender Umformung aus dem
Gesichtspunkt der Symmetrie oder durch Zuhilfenahme und analoge Behand-
lung einer weiteren Gleichung des Systems (6) zu dem Verhidltnis der drei
baryzentrischen Koordinaten des Neupunktes erweitern und es ergibt sich
sin gy sint; - sinepysing,  singgsing, (10)
sin (¢y 4 1) © sin (9p + o) * sin (3 + $y)

Myt My My ==

oder

1 1 1
e . — : - 0
M My = e on T Cotg by COlg 70 + olg B cotg @5 | otg By )

Filhren wir an Stelle der Auflenwinkel des Altpunktedreieckes die orien-
tierten Innenwinkel «, = © — ¢, ein und multiplizieren die Verhdltniszahlen

mit — 1, so erhalten wir die von Herrn Hofrat DoleZal angegebene Gleichung

my: my: my = ! : ! : ! (10")
1R T T cotgay — cotg gy cotga, — cotge, T cotga, — cotg g,

Die normierte baryzentrische Koordinate des Neupunktes kann man dann
beispielsweise in der Form ausdriicken
sin ¢, sin b, .
_ Sin (CP‘) + (‘P‘I) (l l)
V= 3 sin @, sin ¢,
L sin (9, + )
und den Ortsvektor des Neupunktes dementsprechend durch die Gleichung
3 sin g, sin ¢,
e
| Y
LS ) T )
5 sin ¢, sin ¢,
¢ sin (e, 1 4)
oder durch eine entsprechende aus einer der Gleichungen (10’) oder (10”’) her-
vorgehende. Die aus (10”) hervorgehende Gleichung fiir den Ortsvektor des
Neupunktes wére die vektoralgebraische Zusammenfassung der beiden von
Herrn Hofrat DoleZal angegebenen Gleichungen (9) ®) fiir die Koordinaten des
Neupunktes 19),

% Vgl. die unter ?) zitierte Verdffentlichung.

19) Kiirzlich hat Herr Dr. K. Ulbrich auf die Proportionalitit zwischen den ent-
sprechenden baryzentrischen Koordinaten und den orientierten Flacheninhalten der Gegen-
dreiecke hingewiesen. (Zeitschr. f. Vermessungswesen, 24. Bd., 1930, H. 24.) Diese schon
F. Mobius und H. GraBmann bekannte, in entsprechender Analogie auch fiir beliebig dimen-
sionale Rdume geltende Beziehung 146t sich am kiirzesten auf folgende Art beweisen:

Sind Pj;, Py, P4, P vier beliebige, nicht notwendigerweise in einer Ebene liegende
Punkte, so sind l‘v’ =1, — U die Ortsvektoren der Punkte P, (v = 1, 2, 3) in bezug auf den
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Da die Altpunkte P, P, P, voraussetzungsgemdf nicht auf einer Geraden
liegen, so ist sin ¢, fiir alle drei Werte und sin ¢, mindestens fiir zwei Werte

von Null verschieden. (Nur fiir zwei dann, wenn der Neupunkt auf einer Geraden
durch zwei Altpunkte liegt.) Fiir den Fall, daB sin (¢, 4 ¢,) = 0 ist, was fiir
v=1, 2, 3 gleichzeitig eintritt, liegt der Neupunkt auf dem durch die Alt-
punkte gelegten Kreis, dem sogenannten ,gefihrlichen Kreis®“. Die Verhilt-
nisse zwischen den baryzentrischen Koordinaten und daher auch die Lage des
Neupunktes sind unbestimmbar, Biegt der Neupunkt P in der Nahe des ,,ge-
fahrlichen Kreises', so wird seine Lagenbestimmung ungenau,

Der Fall, daf die drei Altpunkte in einer Geraden liegen, erfordert eine
gesonderte Betrachtung, da hier die Methode der baryzentrischen Koordinaten
versagt. Es ist in diesem Fall am zweckméBigsten, den Bezugspunkt O in der
Altpunktegeraden zu wihlen. Dann sind die Ortsvektoren der Altpunkte gleich-
gerichtet, so daf

g X I3 =13 Xy =17 X1, =0
ist und sich die rechte Seite der Gleichung des Visierstrahles w,, d. i. der v-ten
Gleichung im System (6), auf
— vy (tyy,— lv+1) ()
vereinfacht. Macht man die Gerade durch die Altpunkte zur x-Achse eines
rechtwinkligen Koordinatensystems und bezeichnet mit i bzw. j die Einheits-
vektoren in der Richtung der positiven x- bzw. y-Achse, so ist

r.ZXi+)’i) ry:x\)iyrl‘y ’\y)’{ ll.\,: /«\

Die Gleichungen von zwei Visierlinien, z. B. der Visierlinien », und vy,
nehmen, wenn man noch die orientierten Seiten

Sy =Xy 49 — o1

Punkt P und es ist, wenn man mit Tv den der Dreiecksfliche PPv+‘1 Pv+2 entsprechenden
Vektor bezeichnet, nach dem Grafmann’schen Entwicklungssatz (H. Grafmann, Die lineale
Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, Leipzig 1844, Ges. Werke, 1. Bd.,
1. Teil, Leipzig 1894, S. 167) v
9 N 4 )
2v) <, =) <) =) ) =) ey -y
Summiert man diese Gleichung von v =1 bis ¥ = 3, so erhdlt man
3

3
%) xf, =2, — 1) x f,=0
1 1
3
Allgemein ist der der Dreiecksflache P, Py P4 entsprechende Vektor f: Efv. Liegen
1 .
die vier Punkte in einer Ebene, so ist f‘, =1, [, f=/%und
21‘/‘\; r\/ = 211 fy(ry - r) =0

daher %,
Y ——
f
oder my: g g = f1: foi I3
1) Die Addition im Zeiger gilt hier wie auch im weiteren immer zyklisch bezogen
auf den Modul Drei.
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einfiihrt, die Form an
S X + (S3cotg @y — sycotg @) ¥ = S5 Xz | C (13
83X + (s1cotg @1 — sy cotg y) ¥ = S5 X; |

und ergeben als Losungen die Koordinaten des Neupunktes

512 X, cotg @1 + 5,2 X, cotg @, + S5% X5 cotg g

;2 cotg @1 + s,2 cotg @, + S52 cotg ¢, L4
S182 83
5,2 cotg @ + S,2 cotg ¢, 4 S5% cotg ¢
Der Nenner in den auf der rechten Seite stehenden Ausdriicken

x =+

V=

Zskcotge, =
1 I . . 2 . . H) Ps
= — " " " —_ —_ 1
ST o, ST 9 5 73 l(s1 Sin @y — S, sin @)% + 4 5, S, sin ¢, sin ¢, sin 9 (15)
# .
P
#
— <
7 L % o
Fig. 3.

Nun kann man die Bezeichnung der drei Altpunkte immer derart wihlen,
daB die zwei orientierten Seiten s; und s, das gleiche Vorzeichen besitzen.
(In Fig. 3 sind sowohl s; als auch s, positiv.) Dann besitzen auch sin ¢, und
sin ¢, das gleiche Vorzeichen und der Ausdruck in der geschlungenen Klammer
ist positiv. Es ist dadurch

sign 2 5,2sin ¢, = — sign Il sin ¢,
und
sign y = sign Il s, . sign I sin ¢, = sign I s, sin ¢,

wovon man sich auch durch Vergleich der Figur 3 mit einer Figur, in der der
Neupunkt P auf der anderen Seite der x-Achse liegt, und zwar bei beliebiger
Permutation der Bezeichnungen der Altpunkte, {iberzeugen kann.

Die hier gebrachten expliziten Gleichungen fiir die Lage des Neupunktes
(12) und (14) leiden an einem Schonheitsfehler. Gleichung (12) gilt fiir alle
Fille mit Ausschluf des Ausnahmsfalles, dall die drei Altpunkte auf einer
Geraden liegen; Gleichung (14) gilt wieder nur fiir diesen Ausnahmsfall. Die
Gleichung (12) macht von den baryzentrischen Koordinaten Gebrauch, die im
Ausnahmsfall unverwendbar sind; Gleichung (14) verwendet ein dem speziellen
Fall entsprechend angepalites rechtwinkliges Koordinatensystem.

Die nicht allgemeine Verwendbarkeit der Losung (12) und die ausschlieR-
liche Giiltigkeit der Losung (14) fiir den Ausnahmsfall kann aber zum fiihlbaren
Mangel werden, wenn es sich darum handelt, an die Losung Genauigkeits-
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betrachtungen anzuschliefen, in denen der EinfluB der ungenauen Lagen-
bestimmung der Altpunkte auf die Lage des Neupunktes untersucht wird und
die Altpunkte auch nur angendhert auf einer Geraden liegen, ein Fall, der
wohl bei Stromvermessungen 6fters vorliegen diirfte 12),

Eine fiir alle Félle gliltige Gleichung fiir den Ortsvektor des Neupunktes
kann man durch Losung des Systems (6) der Visierstrahlgleichungen gewinnen.
Zwecks knapperen Ausdruckes mogen aufer den gerichteten Seiten s, =
Tyyp — Typq die folgenden Vektoren eingefithrt werden:

U, = 1y (cotg 5 + cotg ¢;) — rzcotg o —1;cotg oy =szcotg gz —s; cotg g,
g =13 (cotg ; + cotgpy) — 1y cotg o, —rpc0tg Py =5, cotgp; —s,cotgep, (16)
ap=1U, X T—g,
ag=Ug X f—¢gq
Dann lauten die Gleichungen der Visierstrahlen v, und v,
Py =5 D=0 —s. O] gy
v (g — S5 1) =15 (Uy — 55. 7))
und gehen nach skalarer Multiplikation mit dem Einheitsvektor ¥ als Rechts-
faktor tiber in '

3 R (1)
rag=r1gaz[ '
Fiigt man zu diesen beiden Gleichungen noch die Gleichung
rf=0 ... ... ... (19

hinzu, die aussagt, daB der Neupunkt in der Ebene der Altpunkte liegt, so
liegen fiir den gesuchten Vektor v drei Skalargleichungen vor, so daB er, soferne

g ag t :i: 0
ist, durch

1
4‘((1‘2&2-(13—1'3(13.(12))({ e e e e (20)
g

1‘:
Ta,

gegeben ist. Nun ist
g X ag=FUyUs. ¥+ 5, X 63+ (Ugs, — Uy5q) . T
somit .
fagas =T (U X Ug + 59 X 85} + Uz5, — Uy 84
Setzt man
Sy X Sg=0g X 67 =6, X 6, =2f=2fF,
wobei j den der Dreiecksfliche P, P, P; entsprechenden, zu ihr senkrechten
Vektor, f den orientierten Fldcheninhalt des Dreieckes bedeutet, so ergibt sich
bei Beriicksichtigung der Beziehung

5
?cotgcp\,+1cotgcpv+2= 1

12) Die Gleichung (12) wird auBerdem in der Umgebung des Ausnahmsfalles bis zur
Unbrauchbarkeit ungenau. Auch fiir Formeln der Geometrie gilt der von Gerhart Hessen-
berg fiir Konstruktionen geprédgte Ausspruch: ,,Versagt eine Konstruktion theoretisch in
einem bestimmten Fall, so versagt sie praktisch bereits, wenn dieser Fall nur nidherungs-
weise eintritt.“ (G. Hessenberg, Vorlesungen iiber darstellende Geometrie, Herausgegeben
von E. Salkowski. Sammlung E, Hilb, Bd. Il a, Leipzig, 1929.)
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8

Uy X Uy = 2y 4 X8y 4, COLE Gy 4 COLE Gy, = 2f

und somit
3
fagaz=4f—Zs,2cotge, . . . ... .. (21)
1 .

Nun verschwindet aber
4f—Bg2cotge, = — 4r2Esin2 ¢, (cotg @, + cotgdy) . . (21')
ausschlieBlich fiir den ,,gefdhrlichen Ort“, d. i. im Fall f & 0 fiir den Umkreis
des Altpunktedreieckes, im Fall f =0 fiir die Gerade, auf der die Altpunkte
in diesem Sonderfall liegen. Fiir alle nicht auf dem geféhrlichen Ort liegenden
Punkte ist durch (20) der Ortsvektor des Neupunktes eindeutig bestimmt. Esist
10, = F(r; X rpcotg oy — 1y X vgc0tg @) — 1'252} CeL (22
13 Q3 = i (1:2 X g Cotg P —v3 X 11 COtg c‘Pg) — Y393
ay X T =9, cotge;, —sgcotgpg —g, X ¥
B _ e (23)
ag X I =g, cotg 9, — s, cotg o, — g5 X ¥
und infolgedessen
(réaz- a3 —r3dg. ag) X I=

3
= ?{f Type X 1,00t @y — 1y X1y, COtE @y ) —1y5y) 5, cOtgp, — (24)

3 3
—f%'l'v+1><1’v+2-5v X fcotgcpv—k?rvsv.rvx t

Nach Beriicksichtigung der Beziehung
DE (14, X 1y COLE B,y — 1y X Ty, COtE Ry L,) .5y COtg 9y = 2 2, cotg oy, cOtgay
ergibt sich bei Zusammenfassung der Summen in (24) und Division durch
Gleichung (21) die allgemein giiltige Losung fiir den Ortsvektor des Neupunktes
e 2 {2 fry cotgeoy,, COthPv_*.g —1y8y-5y COtE Py — (Bryy by y- 5y COLE R, — 1y 5y 1)) X f}

4f— Zs2eotg e, (25)
aus der man im Bedarfsfalle zu zwei gleichwertigen, allerdings etwas lang-
wierigen Gleichungen in rechtwinkligen Koordinaten tibergehen kann.

Im Ausnahmsfall ist f=0 und — wenn man dann den Bezugspunkt auf
der Altpunktegeraden wihlt — auch v, ., X v, ,= 0. Setzt man weiters v,=
x,1, s, =1s, und beachtet, daB '

’ Ixz2s, = —588=Is,
so erhdlt man aus der allgemeinen die fiir den Ausnahmsfall allein giiltige
Losung

iZs2x, cotgp, —jlls, (26)

r = Ssreotge

die die Zusammenfassung der beiden Gleichungen (14) darstellt.
Im allgemeinen Fall folgt aus (25), wenn man einen der Altpunkte, z. B.

P, als Bezugspunkt wahlt,
(4f—Zs2cotgp)r=(2fcotgep, —1,15). (xyc0tg Py t15c0tgp, —s,xE) (27)
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Soferne f # 0 ist, kann man die Vektoren v, X ¥undr; X , die aus den
Ortsvektoren v, und vy durch Drehung in der Dreiecksebene um einen rechten
Winkel in positivem Sinne hervorgehen, durch die nicht gedrehten Ausgangs-
vektoren v, und vy darstellen, und zwar ist

) 1
1 X I= 27 (rar3. 12 — 1% 13)

1
X = 2f (g . vy — gt - 13)
und daher y ]
seXT=(Q3— 1) X1 :gf’(l‘-sﬁ'l-l‘z—liz‘:’l )

Fiihrt man die letzte Gleichung in (27) ein und driickt die zu Skalar-
produkten vereinigten Ortsvektoren durch die Dreiecksseiten aus, so erhdlt man
(4 f— Eg‘lz‘COtg P r= .

618 €36

= (2] cotg 9y 4 535) - {(Cotg oy +1) 1y - (cotg g -4 s} =

= 2 f(cotg ¢, 4- cotg d;) {(cotgps 1 cotg by) 15 + (cotg 9y + cotg hy) s}
und hieraus unter Beachtung von (7) und der Beziehung ¢,*> = 4 r2sin®v,

. Isin (g, + ) sing,sing,  sinpgsindy (28)
21Ising,sing, -2 sin®dysing, ,,sing, , ,cose, {sin(cp2+t!)2)12 sin (cp3+¢3)13}
welches Ergebnis, da
2Msing, sing, — Tsin®*¢, sing,  sing,,, cosq, 5 Sing,sin by
Wsin (¢, + b) T sin(e, 4 )
mit den frither fiir die baryzentrischen Koordinaten und fiir den Ortsvektor
des Neupunktes erhaltenen Gleichungen (11) und (12) in vollstdndigem Ein-
klang steht.

. (29)

Erneuerung der Osterreichischen Katasterplane.
Von Obervermessungsrat Praxmeier, Wien.

Die dsterreichischen Katasterpldne gehen in ihrer weitaus iiberwiegenden
Mehrheit auf die MeBtischaufnahmen zu Beginn des 19. Jahrhunderts zuriick,
die, anfanglich nur mangelhaft fortgefiithrt, in den Jahren um 1870 reambuliert
worden sind und seit 1883 systematisch fortgefithrt werden. Um die Wende
des 19. Jahrhunderts beginnen sich schwache Ansidtze zu Neuvermessungen zu
zeigen, die sich bis heute zu einer schon ganz ansehnlichen Stérke entwickelt
haben und im weiteren Ausbau begriffen sind, so daB sie, wenn auch nur sehr
allmidhlich, zu einer Erneuerung der Katastralkarten wenigstens der allerwich-
tigsten Gebiete fithren werden. Wie lang dieser Weg allerdings sein wird, 1453t
sich am besten aus der Tatsache ersehen, dal von den insgesamt 7527 Katastral-
gemeinden Oesterreichs (ohne Burgenland) bisher rund 160 Gemeinden neu ver-
messen worden sind. Gewif ist in den kommenden Jahren mit dem weiteren
Ausbau der Neuvermessungsabteilungen und daher mit erhéhter Tatigkeit
zu rechnen. Diese T4tigkeit wird indessen lange nicht geniigen, die immer zahl-
reicher auftauchenden Wiinsche nach neuen Katasterpldnen zu befriedigen, sie



