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Die Vektorgleichung 
für das Rückwä:rtseinschneiden in der Ebene. 

Von Privatdozent Dr. Alfred B a  s c h, Oberbaurat im Bundesamt für Eich
und Vermessungswesen. 

Die Angabe von Gleichungen, die für eine bestimmte Methode der geo
dätischen Ortsbestimmung die Koordinaten oder den Ortsvektor des Neu
punktes explizit durch die Koordinaten oder Ortsvektoren der Altpunkte dar
stel len, bringt mehrere Vorteile gegen über einer indirekten Bestimmungsweise 
oder einer nicht expliziten Darstellung mit sich. Sie führt eine bedeutende 
Erleichterung bei der Berechnung der Koordinaten des Neupunktes mit Hilfe 
der Rechenmaschine herbei, was für die Praxis von großer Wichtigkeit ist. 
Die explizite Darstellung des Ortsvektors des Neupunktes bietet aber auch 
den geeignetsten Ausgangspunkt für eine anzuschließende fehlertheoretische 
Untersuchung, die allgemeine, nicht nur für den Einzelfall geltende Gesetze für 
die Fehlerentstehung, vor al lem aber für die Fehlerübertragung l iefert 1) . Eine 
solche fehlertheoretische Untersuchung gehört in das Gebiet der sogenannten 
„Vektorrechnung zweiter Stufe", d. i. der „Affinorrechnung", die von mancher 
Seite auch „Tensorrechnung" genannt wird. In der folgenden Untersuchung 
soll l ediglich die elementare Vektorrechnung, d. i. die Vektoralgebra erster 
Stufe, zur Anwendung gelangen. 

Die für die Punktbestimmung durch Vorwärtseinschneiden geltende 
Vektorgleichung habe ich an anderer Stelle angegeben und aus ihr die Ge
setze für die Fehlerübertragung bei dieser Art der Ortsbestimmung abgeleitet 2) . 

1) Vgl. A. Basch, Die  Fehlertensoren und das Fehlerübertragungsgesetz der vektor
algebraischen Elementaroperationen. Sitzungsber ichte der Akad. Wien, 1 37. Bd., Abt. II a, 
1 928, S. 583-598. Fehlertensoren und Fehlerübertragung. Ztschr. f. angew. Math. u. Mech. 
8. Bd. 1 928, S. 436-438. Fehlertensoren, Fehleraffinoren und allgemeine Fehlerübertragungs
gesetze. Sitzungsberichte der Akad. Wien, 1 38. Bd. 1 929, S. 1 25- 1 68. 

2) A. Basch, Vektorische Fehlertheorie und geodätische Fehlerübertragung. Ztschr. f. 
angew. Math. u. Mech„ 9. Bd. 1 929, S. 304-305. 
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Der Ortsvektor des Neupunktes ist im Fall des Vorwärtseinschneidens eine 
lineare homogene Funktion der Ortsvektoren der Altpunkte, in der die Vor
zahlen. nicht gewöhnliche Zahlen ' (Skalare) , sondern spezielle Affinoren, und 
zwar Drehstrecker sind. Die aus der Vektorgleichung folgenden Fehlerüber
tragungsgesetze sind dementsprechend einigermaßen verwickelt, gestatten aber 
schöne geometrische Deutungen, die zu einfachen Konstruktionsmöglichkeiten 
für die Fehlerellipse des Neupunktes führen 3) .  

Bei der Ortsbestimmung durch Rückwärtseinschneiden in  der Ebene 
liegen die Verhältnisse im allgemeinen bedeutend einfacher. Der Ortsvektor r 
des Neupunktes P kann, wie auch hier gezeigt werden wird, in der Form 

6 s r = �Yvr'I (2;Yv = 1) . . . . . . . .  (1)4) 
1 1 

durch die Ortsvektoren rv der Altpunkte P v (v = 1, 2, 3) explizit dargestellt 
werden, wobei die Vorzahlen Yv gewöhnliche Skalare sind. Durch die Bedingung 
�Yv = 1 ist die Unabhängigkeit des durch die Vektorgleichung (!) festgelegten 
Punktes von der Wahl des Bezugspunktes gesichert. 

Bringt m·an in drei Punkten Pv (v = 1, 2, 3) einer Ebene (bzw. in zwei 
Punkten einer Geraden oder in vier Punkten des Raumes) Punktmassen m,1 an, so 
ist (wie übrigens auch bei einer beliebigen Anzahl von Punkten) der Ortsvektor 
desMassenmittelpunktes oder Schwerpunktes des von den Punktmassen gebildeten 
Systems durch � mv r.1 r= --� mv 

. . . . . . . (2) 
gegeben. Wir wollen voraussetzen, daß die drei Punkte Pv der Ebene nicht 
in einer Geraden liegen (bzw. die zwei Punkte der Geraden nicht zusammen
fallen, bzw. die vier Punkte des Raumes keiner gemeinsamen Ebene angehören) . 
Die drei (bzw. zwei, bzw. vier) mit Punktmassen belegten Punkte wollen 
wir dann als Grundpunkte bezeichnen. Durch entsprechende Wahl des Verhält
nisses der Punktmassen kann jeder beliebige Punkt P der Ebene (bzw. der 
Geraden oder des Raumes) zum Schwerpunkt eines aus in den Grundpunkten 
befindlichen Punktmassen bestehenden Massensystems (eines H. Graßmann'schen 
„ Punktvereines") gemacht werden. Der mit einer der Summe der Punktmassen 
111 v gleichen Masse belegte Punkt P wird von H. Graßmann als „ Summe des 
Punktvereines" bezeichnet 6) . Die Punktmassen m'I, die positiv, negativ aber 
auch Null sein können, sind die von F. Möbius eingeführten baryzentrischen 
Koordinaten des Punktes P 6) . 

3) Vgl. die beiden zuletzt zitierten Veröffentlichungen des Verfassers. Ferner : F.  
Acker!, Über den Einfluß fehlerhafter Festpunkte auf das Ergebnis des Vorwärtseinschneidem . 
Ztschr. f. Vermessungswesen. 59. Bd„ 1 930, Heft 2. 

4) Im weiteren sind alle Summenzeichen und ebenso die später verwendeten Produkt
zeichen II, auch wenn die diesbezügliche Angabe weggelassen wurde, als von '/ = 1 bis '/ = 3 
wirkend zu erstrecken. 

5) H .  Graßmann, Die Ausdehnungslehre, Berlin, 1 862. Ges. Werke. 1 .  Bd. 2. Teil .  
Leipzig. 1 896, S. 1 36. 

6) F. M öbius, Der baryzentrische Kalkül. Leipzig. 1827. 
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Die Gleichungen (1) und (2) stimmen mit einander überein, wenn man 
mv Yv = �  . . . . . . . . . . . . (3) ,t.J. mv 

setzt. Es soll vorausgesetzt werden, daß �.1 m =f 0 ist, cl. h. daß die Gesamt
masse des Punktvereines von Null verschieden ist. Im entgegengesetzten Fall 
wäre der Schwerpunkt des Massensystems ein uneigentlicher Punkt der Ebene 
(bzw. der Geraden, bzw. des Raumes). Die baryzentrischen Koordinaten sind 
homogene Koordinaten. Ihre Größe selbst ist belanglos; es kommt lediglich 
auf ihr Verhältnis an. In der geodätischen Literatur werden die baryzentrischen 
Koordinaten vielfach auch al s „ Gewichte" bezeichnet, wiewohl es vorteilhaft 
wäre, diese Benennung zu vermeiden oder nur für die Genauigkeitsmaße bei 
fehlertheoretischen Untersuchungen zu verwenden. Die Vorzahlen Yv in Glei-
chung (1) sind ebenfalls baryzentrische Koordinaten, die der besonderen Be
dingung � Yv = 1 unterworfen sind. Wir wollen sie „ normierte baryzentrische 
Koordinaten" nennen. 

Herr Hofrat Dolefal hat in dieser Zeitschrift auf synthetischem Wege 
gezeigt, wie sich im Fall der Punktbestimmung durch Rückwärtseinschneiclen 
die baryzentrischen Koordinaten m,1 des Neupunktes in bezug auf die drei 
Altpunkte durch Winkelfunktionen der Sehwinkel und der Winkel des Alt
punktdreieckes ausdrücken lassen 7) . Im folgenden soll zunächst eine knappe 
vektoranalytische Ableitung für das Verhältnis der baryzentrischen Koordi
naten gebracht und dann der Ausnahmsfall besprochen werden, in eiern diese 
Koordinaten nicht verwendbar sind. Schließlich soll eine vektoralgebraische 
Lösung angegeben werden, die sowohl für den allgemeinen als auch für den 
Ausnahmsfall zutrifft. 

In Fig. 1 sind Pl> P2, P3 die Altpunkte, P der Neupurtkt. cpl> cp2, cra sind 
die orientierten Sehwinkel, unter denen die gerichteten Seiten des Altpunkte
dreieckes 

vom Neupunkte aus erscheinen, tj;1, h, Yia die orientierten Außenwinkel des 
Altpunktedreieckes. Es ist 

f 0 
i!1 + cp2 + % = \±2n; 

wobei O für den Fall gilt, daß der Neupunkt P außerhal b, + 2n; für den Fall, 
daß er innerhalb des Altpunktedreieckes liegt. Hiebei gilt zuletzt das +- oder 
-··Zeichen, je nachdem die Reihenfolge P1 P2 P3 eine Dreiecksumfahrung in 
positivem oder negativem Drehsinn darstell t. Dementsprechend ist auch 

Yi1 + Yi2 + Yia = + 2 n; 

Fig. l entspricht dem Fall der Innenlage des Neupunktes und eiern posi
tiven Drehsinn, als welcher der eiern Uhrzeiger entgegengerichtete festgesetzt 

7) E. Dolefal, Rückwärts- und Vorwärtseinschneiden mit der Rechenmaschine. Östen-. 
Ztschr. f. Vermessungswesen. 26. Bd., 1928, S. 87-97. 
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Fig. 1 .  

wurde. Dementsprechend sind alle Sehwinkel Cf'v und die Dreiecksaußenwinkel 
tJ; v positiv. 

I m  weiteren soll durch ab das Skalarprodukt, durch a x b das Vektor
produkt der Vektoren a und b bezeichnet werden. Die Einführung des x
Zeichens als Zeichen für die vektoriell e  Multiplikation dürfte sich in der Geo
däsie darum empfehlen, weil die eckige Klammer seit C. F. Gauß in der Aus
gleichsrechnung als Summenzeichen verwendet wird . Mit a . b soll das soge
nannte Gibbs'sche Produkt der Vektoren a und b bezeichnet werden, das 
auch „ unvol lständiges" oder „dyadisches" Produkt genannt wird. Das Skalar
produkt u der „Dyade" a. b als Linksfaktor mit dem Vektor c als Rechts
faktor u = (a. b) c = a. b c 
ist ein Vektor, der mit dem Vektor a gleich- oder entgegengesetzt gerichtet 
ist, je riachdem b c � 0 ist, und dessen Betrag 

Jul = lal Jb cl 
dem Produkt der Beträge des Vektors a und des Skalarproduktes h gleicht. 
Analog wird das Produkt Ul des Vektors c als Linksfaktor und der Dyade a . b 
als Rechtsfaktor gebildet : 

u1 = c (a. b) = ca. b 
Es ist je nach Vorzeichen des Skalarproduktes ca ein Vektor von gleicher 

oder entgegengesetzter Richtung wie der Vektor b. Sein Betrag 

il1.11 = !ca! lbl 
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Der Punkt besitzt hier gleichzeitig die Bedeutung eines Multiplikations
und eines Trennungszeichens. 

Durch die Unterklammerung, das sogenannte „Axiatorzeichen" �, wird 
nach j. Spielrein angedeutet, daß der unterklammerte Vektor a mit einem . � 
ihm nachbarlich geschriebenen vektoriell zu mul tiplizieren ist, so daß man 
schreiben kann 

a x o = � o = a !: 8) 
was sich im folgenden bei komplizierteren Ausdrücken al s vorteilhaft erweisen 
wird. So wird man z.B. unter Verwendung des Axiatorzeichens schreiben können 

Cl X 0 + Cl C • b = Cl (!: + C • b) 
f (P = 1) soll den zur Ebene senkrechten, nach ihrer positiven Seite, 

d. i. nach oben, gerichteten Einheitsvektor bedeuten. Der Bezugspunkt wird 
in der Ebene des Altpunktedreieckes gewählt. 

Es ist dann 
(r - r) x (" - r) 
(�·2 - r) (r3

�
3_ r) = f tg Cfl1 . . . . . . . .  (4) 

Wird diese Gleichung mit (r2 - r) (r3 - r) cotg cp1 multipliziert und ent
sprechend geordnet, so erhält man die erste der Gleichungen des folgenden 
Systems. Die beiden anderen ergeben sich dann durch zyklische Permutation 
der .Zeiger. 
r2. f + r {._�r3 - r� cotg cr1 - (r3 - r2) . f} = r2 x l'3 cotg cr1 - r2 l'3 . f} 
r2. f + r {�r1 - r� cotg cr2 - (r1 - 1'3) . f} = l.'.3 x r1 cotg cr2 - l'3 r1 . f J . (5) 

r2. f + r {�r2 - r� cotg % - (r2 - r1) . f} = 1'1 X 1'2 cotg % - r1 r2 . f 
Diese drei Gleichungen sind die Gleichungen der Ortskreise · kI> k2, k3 

(Fig. 1), die durch je zwei Altpunkte und den Neupunkt gehen. Der Neupunkt 
P selbst ist ihr gemeinsamer Schnittpunkt. Durch Subtraktion je zweier dieser 
Gleichungen erhält man das System: 

�. { � (cotg cp2 +
.
cotg %) - ·� cot� % � E:l cotg cp2 - (r3 - r2). f}  =1 

- r1 { � cotg Cfl3 + E:l cotg Cfl2 + (ra - t2) . r} 
r { � (cotg % + cotg cp1) - � cotg cp1 - E1 cotg % - (r1 - ra). f} = 6) 

- r2 { � cotg Cfl1 + EJ cotg Cfl3 + (r1 - ra) . f} ( · 
r { � (cotg cp1 + cotg %) - � cotg cpz - � cotg cp1 - (r2 - r1). f} = 

-- ta { � cotg Cfl2 + � cotg Cfl1 + (r2 - r1) . f} J 
Die Gl eichungen dieses Systems sind die Gleichungen der von dem Neu

punkte P nach den Altpunkten PI> P2, P3 gerichteten Visierstrahlen v1' v2, v3 
(Fig. 1). Die drei Gleichungen sind als Gleichungen dreier sich in einem Punkte 
schneidender Geraden von efoander nicht unabhängig; ihre Addition gibt die 
Identität 0 = 0. 

Aus zwei Gleichungen des Systems (6) kann, wie es am Ende dies·er Unter
suchung auch geschehen wird, unter Hinzufügung der Gleichung r f = 0 auf 
rein vektoralgebraischem, allerdings etwas kompliziertem Wege der Ortsvektor r 

8) J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung. Zweite Auflage. Stuttgart. 1926, 



78 

des Neupunktes bestimmt werden. Die Vektorrrechnung bietet aber den Vor
teil , daß man im jeweils passenden Zeitpunkt zu dem für den gegebenen Fall 
vorteilhaftesten Koordinatensystem übergehen kann, und das ist hier das 
baryzentrische System mit den drei Altpunkten als Grundpunkte. Außerdem 
wird es sich hier wie bei vielen anderen Untersuchungen al s zweckmäßig er
weisen, den Bezugspunkt derart zu wählen, daß die Gleichungen sich tunlichst 
vereinfachen. 

Wir drücken nun r mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten m1, m2, 
m3 durch die Ortsvektoren 1:i, r2, r3 der Altpunkte aus und lassen gleichzeitig 
den Bezugspunkt 0 mit dem Altpunkt P1 zusammenfal len. Dann wird r1 = 0 
und 

(m1 + m2 + m3) r = 1112 r2· + 1113 t3 
Die erste Gleichung des Systems (6) geht infolgedessen über in 

{r2 x r3 cotg Cf!2 + r2 (t3 - r2). r} 1112 + {- r2 x r3 cotg Cf's + t3 (r3 - r2). t} m3 = O 
woraus sich ergibt 

m2 r2 x 1'3 cot'g Cf's - t3 (r3 - r2) • r 
1113 r2 X ra cotg cpz + r2 (r3 - r2) . f 

Zähler und Nenner des in der letzten Gleichung auf der rechten Seite 
stehenden Bruches sind Vektoren von der Richtung f. Multipliziert man Zähler 
und Nenner skalar mit diesem Einheitsvektor und beachtet, daß 

tr21'3 = 2 t 
ist, wobei f den orientierten Flächeninhalt des Altpunktedreieckes P1 P2 P3 
bedeutet, und berücksichtigt weiter, daß, nachdem P1 als Bezugspunkt gewählt 
wurde, r2 = s3, r3 = - 5',2 (vgl. Fig. 2), so ergibt sich 

?. "'0 
1 

Fig. 2.  

1112 _ 2 f cotg Cf's + S1 S2 
m3 2 f cotg CJ?2 + S3 s1 

Bezeichnet man mit r den Halbmesser des Umkreises k des Altpunkte-
dreieckes, so ist 2 f = 4 r2 sin h sin t)!2 sin tP3 

s1�2 = 4 r2 sin t)i1 sin t)i2 cos tji3 } 
53 �1 = 4 r2 sin tji3 sin h cos tji2 

und daher, da r sin h =t= 0 ist, 

(7) 

(8) 



m2 _ sin tj;2 (sin tj;3 cotg cp3 + cos tj;3) 
m3 - sin h (sin tj;2 cotg cp2 + cos tJ;2) 
oder auch 

sin cp2 sin tP2 sin ( Cfl3 + tJ;3) 
sin % sin tj;3 sin (Cfl2 + t2) 

(9) 

m2 cotg % + cotg tj;3 • . • • . • • • • • (9') 
Ins - cotg cpz + ctog h 
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Dieses Verhältnis läßt sich nach entsprechender Umformung aus dem 
GesicJi!,Jspunkt der Symmetrie oder durch Zuhilfenahme und analoge Behand
lung 'einer weiteren Gleichung des Systems (6) zu dem Verhältnis der drei 
baryzentrischen Koordinaten des Neupunktes erweitern und es ergibt sich 

oder 

sin cp1 sin h 
sin (cp1 + h) 

sin cpz sin qi2 
sin (cp2 + tj;2) 

sin % sin h . . ( lO) 
sin (% + tj;3) 

1 1 1 111 • 111 • m = · · ( 1 O') 1 · 2 • 3 cotg cp1 + cotg t1 • cotg cp2 + cotg tP2 · cotg % + cotg tj;3 

Führen wir an Stelle  der Außenwinkel des Altpunktedreieckes die orien
tierten Innenwinkel (/,,1 = n; - tv ein und multiplizieren die Verhältniszahlen 
mit - 1, so erhalten wir die von Herrn Hofrat Dolefal angegebene Gleichung 

1 1 1 ( 1
. 
O") 111 ·111 ·111 = · · -------1· 2 • 3 cotg (/,1 - cotg cp1 · cotg (/,2 - cotg cp2 • cotg (/,3 - cotg % 

· Die normierte baryzentrische Koordinate des Neupunktes kann man dann 
beispielsweise in der Form ausdrücken 

Yv= 

sin cp,1 sin •h 
sin (Cflv + tj;,i) 

� sin Cflv sin tv 
'-' • ( 1 ) 1 sm Cflv + lJ!v 

. . . . (11) 

und den Ortsvektor des Neupunktes dementsprechend durch die Gleichung 
:� sin Cflv sin tPv 
� · ( + 1 ) 1'.v i sm Cflv !.J!,1 r = . . . . . . . . . .  (12) 
� sin Cflv sin tPv .Z ------
1 sin (Cflv + tv) 

oder durch eine entsprechende aus einer der Gleichungen (10') oder (10") her
vorgehende. Die aus (10") hervorgehende Gleichung für den Ortsvektor des 
Neupunktes Wäre die vektoralgebraische Zusammenfassung der beiden von 
Herrn Hofrat Dolefal angegebenen Gleichungen (9) 9) für die Koordinaten des 
Neupunktes 10) . 

9) Vgl. die unter 7) zitierte Veröffentlichung. 
10) Kürzlich hat Herr Dr. K:. Ulbrich auf die Proportionalität zwischen den ent

sprechenden baryzentrischen Koordinaten und den orientierten Flächeninhalten der Gegen
dreiecke hingewiesen. (Zeitschr. f. Vermessungswesen, 24. Bd„ 1 930, H. 24.) Diese schon 
F. Möbius und H .  Oraßmann bekannte, in entsprechender Analogie auch für beliebig dimen

sionale Räume geltende Beziehung läßt sich am kürzesten auf folgende Art beweisen : 
Sind Pv P2, P3, P vier beliebige, nicht notwendigerweise in einer Ebene l iegende 

Punkte, so sind r/ = 1'.v - r die Ortsvektoren der Punkte P,1 (v = 1, 2, 3) in bezug auf den 
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Da die Altpunkte P1 P2 P3 voraussetzungsgemäß nicht auf einer Geraden 
l iegen, so ist sin <l>v für alle drei Werte und sin cpv mindestens für zwei Werte 

von Null verschieden. (Nur für zwei dann, wenn der Neupunkt auf einer Geraden 
durch zwei Altpunkte l iegt.) Für den Fall, daß sin (cp,1 + <l>v) = 0 ist, was für 

v = 1, 2, 3 gleichzeitig eintritt, l iegt der Neupunkt auf dem durch die Alt
punkte gelegten Kreis, dem sogenannten „gefährlichen Kreis". Die Verhält
nisse zwischen den baryzentrischen Koordinaten und daher auch die Lage des 
Neupunktes sind unbestimmbar. Biegt der Neupunkt P in der Nähe cres „ge
fährlichen Kreises", so wird seine Lagenbestimmung un genau . 

Der Fall ,  daß die drei Altpunkte in einer Geraden l iegen,  erfordert eine 
gesonderte Betrachtung, da hier die Methode der baryzentrischen Koordinaten 
versagt. Es ist in diesem Fall am zweckmäßigsten, den Bezugspunkt 0 in der 
Altpunktegeraden zu wählen. Dann sind die Ortsvektoren der Altpunkte gleich
gerichtet, so daß 

t2 X t3 = t3 X t1 = t1 X t2 = Ü 
ist und sich die rechte Seite der Gleichung des Visierstrahles vv, d. i . der v-ten 
Gleichung im System (6), auf • 

" (·· 1' ) " 11) - •v •v + 2 - v + l • r 

vereinfacht. Macht man die Gerade durch die Altpunkte zur x-Achse eines 
rechtwinkl igen Koordinatensystems und bezeichnet mit i bzw. j die Einheits
vektoren in der Richtung der positiven x- bzw. y-Achse, so ist 

r .= X i + y j, ty = x,, i, ttv = - X'/ y f, r Ly = X,/ X 
Die Gleichungen von zwei Visierlinien, z. B. der Visierlinien v2 und v3, 

nehmen, wenn man noch die orientierten Seiten 

Sv = Xv + 2 - X,1 
·
+ 1 

Punkt P und es ist, wen n  man mit fv den der Dreiecksfläche P Pv+i Pv+2 e ntsprechenden 

Vektor bezeichnet, nach dem Graßmann'schen Entwicklungssatz (H . Graßmann,  Die li neale 
Ausdehnungslehre, e i n  neuer Zweig der Mathematik, Leipzig 1844, Ges. Werke, 1. Bd„ 
1. Teil, Leipzig 1894, S. 1 67) 

2 ,. 1 X f -t 1 X ( '' 1 X t 1 ) - ,. 1 ,. 1 ,. 1 - ,. 1 ,. 1 " 1 •·1 v - v •v +i ·1 +2 - h1 •·1 +2 · •v +i 'v ' v +i · 'v +2 
Summiert man diese Gleichung von v = l bis v = 3, so erhält man 

3 3 
2.:: r/ x L = 2.:: (tv - r) x fv = o 
1 1 

3 
Allgemei n  ist der der Dreiecksiläche P 1P2P3 entsprechende Vektor f = � fv. Liegen 

1 • 
die vier Punkte i n  einer Ebene, so ist f v = fv t, f =ff und 

daher 

oder 

3 3 
� f,1 r/ = 2.:: fv (rv - r) = o 
. 1  1 

� fv L,I t=-1� 
m1: m2: llla = f1: /2: fa 

11) Die Addition im Zeiger gilt hier wie auch im weiteren immer zyklisch bezogen 
auf den Modul Drei. 
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ein führt, die Form an 

S2 X + (S3 cotg % - S1 cotg Cf!1) y = Sz X2 l . . . . . . (13) s3 x + (s1 cotg cp1 - s2 cotg cp2) y = s3 X3 J 
und ergeben als Lösungen die Koordinaten des Neupunktes 

x - s12 cotg cp1 + s22 cotg cp2 + S32 cotg % 
, _ + s12 x1 cotg cp1 + s22 x2 cotg % + s32 x3 cotg % ) 

. . . (14) S1 S2 S3 
Y = - s12 cotg cp1 + s22 cotg cp2 + s32 cotg % 

Der Nenner in  den auf der rechten Seite stehenden Ausdrücken 

� s,? cotg cp,1 = 
- - 1 {< . . )2 4 . . . 2 %} - . . . s1 sm cp2 - s2 sm cp1 + s1 s2 sm cp1 sm cp2 sm 2 sm cp1 s111 cp2 sm % 

l' 

,r 

Fig. 3. 

(15) 

Nun kann man clie Bezeichnung der drei Altpunkte immer derart wählen, 
daß die zwei orientierten Seiten s1 und s2 das gleiche Vorzeichen besitzen. 
(In Fi g. 3 sind sowohl s1 als auch s2 positiv.) Dann besitzen auch sin cp1 und 
sin cp2 das gleiche Vorzeichen und der Ausdruck in der geschlungenen Klammer 
ist positiv. Es ist dadurch 

sign � s'l2 sin cp'I = - sign II sin cp'I 
und 

sign y = sign II s,1 • si gn II sin Cf!v = sign II sv sin cp'I 
wovon man sich auch durch Vergleich der Figur 3 mit einer Figur, in der der 
Neupunkt P auf der anderen Seite der x-Achse l iegt ,  und zwar bei beliebiger 
Permutation der Bezeichnungen der Altpunkte, überzeugen kann.  

Die hier gebrachten exp liziten Gleichungen für die Lage des Neupunktes 
(12) und (14) l eiden an einem Schönheitsfehler. Gleichung (12) gilt für alle 
Fälle  mit Ausschluß des Ausnahmsfal les, daß die drei Altpunkte auf einer 
Geraden l iegen; Gleichung (14) gilt wieder nur für diesen Ausnahmsfall .  Die 
Gleichung (12) macht von den baryzentrischen Koor

.
dinaten Gebrauch, die im 

Ausnahmsfal l unverwendbar s ind; Gleichung (14) verwendet ein dem speziellen 
Fall entsprechend angepaßtes rechtwinkli ges Koordinatensystem. 

Die nicht allgemeine Verwendbarkeit der Lösung (12) und die ausschließ
liche Gültigkeit der Lösung (14) für den Ausnahmsfal l kann aber zum fühlbaren 
Mangel  werden, wenn es sich dartun handelt, an die Lösung Genauigkeits-
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betrachtungen anzuschl ießen, in  denen der Einfluß der ungenauen Lagen
bestimmung der Altpunkte auf die Lage des Neupunktes untersucht wird und 
die Altpunkte auch nur angenähert auf einer Geraden l iegen, ein Fall ,  der 
wohl bei Stromvermessungen ö fters vorl iegen dürfte 12). 

Eine für al le Fälle gültige G leichung für den Ortsvektor des Neupunktes 
kann man durch Lösung des Systems (6) der Visierstrahlgleichungen gewinnen. 
Zwecks knapperen Ausdruckes mögen außer den gerichteten Seiten Sv = 
rv+2  - rv+ i die fol genden Vektoren einge führt werden : 

u2 = r2 ( cotg % + cotg cp1) -ra cotg cp1 -r1 cotg C{la = Sa cotg % - s1 cotg cp1) 
u3 _ ra ( cotg cp1 + cotg cp2) - r1 cotg cp2 -r2 cotg Cf!1 = s1 cotg cp1 -s2 cotg q>2 ( 16) 
02 -U2 X f-S2 
Oa = Ua X f-sa 

Dann lauten die Gleichungen der Visierstrahlen v2 und va 
X (U2 - 52 • f) = 1'.2 (U2 -S2 • t) l 
r (� - Sa . f) = l'.3 (� - Sa • f) f' . . . . . 

1--J .__, 
. . (17) 

und gehen nach skalarer Multipl ikation mit dem Einheitsvektor f als Rechts
faktor über in 

X 02 = X2 02} 
r 03 = Xa Oa 

Fügt man zu diesen beiden Gleichungen 

d=O 

. (18) 
noch die Gleichung 

. (19) 
hinzu, die aussagt, daß der Neupunkt in der Ebene der Altpunkte l iegt, so 
l iegen für den gesuchten Vektor r drei Skalargleichungen vor, so daß er ,  soferne 

ist ,  durch 

gegeben ist. Nun ist 

02 Oa f =f 0 

1 r = -„�- (r2 02 . oa - ra oa . 02) x f . . . . . . (20) 
t 02 Oa ' 

02 X Oa = f U'2 Ua . t + S2 X Sa + (Ua S2 - U2 Sa) . f 
somit 

Setzt man 
S2 X Ss = Sa X S1 = S1 X S2 = 2 f = 2 f t, 

wobei f den der Dreiecksfläche P1 P2 Pa entsprechenden, zu ihr senkrechten 
Vektor, f den orientierten Flächeninhalt des Dreieckes bedeutet, so ergibt sich 
bei Berücksichtigung der Beziehung  

3 
� cotg Cf!v + 1 cotg Cf!v + 2 = 1 
1 

12) Die Gleichung (12) wird außerdem in der Umgebung des Ausnahmsfalles bis zur 
Unbrauchbarkeit ungenau. Auch für Formeln der Geometrie gilt der von Gerhart Hessen
berg für Konstruktionen geprägte Ausspruch; „Versagt eine Konstruktion theoretisch in 
einem bestimmten Fall, so versagt sie praktisch bereits, wenn dieser Fall nur näherungs
weise eintritt." (G. Hessenberg, Vorlesungen über darstellende Geometrie, Herausgegeben 
von E. Salkowski. Sammlung E. Hilb, Bd. III a, Leipzig, 1929.) 



und somit 

8 
U2 X U3 = � Sv + 1 X Sv+ 2 cotg lf>v + 1 cotg lf>v + 2 = 2 f 

1 

3 
I az aa = 4 f - � Sv2 cotg lf>v . . . . . . (21) 

1 
Nun verschwindet aber 
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4 f - � s} cotg lf>v = - 4 r2 � sin2 tPv (cotg lf>v + cotg tPv) . . (21') 

ausschl ießl ich für den „gefährlichen Ort", d .  i. im Fall f =l= 0 für den Umkreis 
des Altpunktedreieckes, im Fall f = 0 für die Gerade, auf der die Altpunkte 
in  d iesem Sonderfall l iegen. Für al le nicht auf dem gefährlichen Ort l iegenden 
Pun kte ist durch (20) der Ortsvektor des Neupunktes eindeutig bestimmt. Es ist 

�2 a2 _ f (�1 X �2 cotg cp3 - �2 x �a cotg l.f>1) - �2 S2 } . (22) 
t3 a3 - I (t2 x t3 cotg r.p1 - t3 x t1 cotg cp2) - t3 s3 

a2 X f = s1 cotg r.p1 -s3 cotg % · s2 X f } 
a3 X f = s2 cotgr.p2 -s1 cotgr.p1 -s3 x f · · · · · 

(23) 

und infol gedessen 

(t2 a2 . Ua - t3 aa . az) X I = 
3 

= � {f tv+z X tv cotg lf>v+i - tv X tv+i cotg lf>v+2) -tv Sv} . Sv cotg lf>v - (24) 
3 3 

- f � tv+i X tv+2 • Sv X t cotg lf>v + � tv Sv . tv X t 1 1 
Nach Berücksichtigung der Beziehung 

� t (tv+2 X tv cotg crv+i -tv X tv+i cotg lf>v+2). Sv cotg lf>v = 2 f � tv cotg lf>v+1 cotg lf>v+2 
ergibt sich bei Zusammenfassung  der Summen i n  (24) und Division durch 
Gleichung (21) die al lgemein gültige Lösung für den Ortsvektor des Neupunktes 

�{2/tvcotgr.pv+i cotgr.pv+2 -tvSv .Sv cotg lf>v-(frv+i tv+2.s,1cotgtpv-tv Sv.tv) X f} 
t=���������-c-c--�---c-������-

4 f - � sy2 cotg lf>v (25) 
aus der man im Bedarfsfalle zu zwei gleichwertigen,  allerdings etwas lang
wierigen Gleichungen in  rechtwinkl igen Koordinaten übergehen kann .  

Im Ausnahmsfal l  ist f = 0 und - wenn man dann den Bezugspunkt auf  
der  Altpunktegeraden wählt - auch tv +1  X tv + 2 = 0 . Setzt man weiters tv= 
xv i, Sv = i sv und beachtet, daß 

� Xy 2 Sv = - s1 s2 S3 = II Sv 
so erhält man aus .der al lgemeinen die für den Ausnahmsfal l  allein gültige 
Lösun g  

t= 
i � sv2 Xv cotg crv - i II sv 

� sl cotg cpv 
die die Zusammenfassung der beiden Gleichungen (14) darstellt. 

.. (26) 

Im al lgemeinen Fall fol gt aus (25), wenn man einen der Altpunkte, z. B. 
P 1 a ls  Bezugspunkt wählt, 

( 4 f -�Sv 2 cotg crv) t = (2 f cotg cp1 -t2 t3) . (t2 cotg % + t3 cotg cp2 -s1 X f) (27) 
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Soferne f =J= 0 ist , kann man die Vektoren r2 X r und r3 X r, d ie aus den 
Ortsvektoren r2 und r3 durch Drehung  in der Dreiecksebene um einen rechten 
Winkel in positivem Sinne hervorgehen , durch die nicht gedrehten Ausgangs
vektoren r2 und r3 darstel len, und zwar ist 

1 
1'2 X t = 2f (r2 l'3 · 1'.2 -1'2

2 . l'.3) 

1 
t3 X f = 2f (t32 . 1'2 - r2 l'.3. l'.3) 

S1 X r = (1'3 - 1'2) X t = � f (1'3 2-1 ·1'.2 - }'.z $1 · l'3) 
und daher 

Führt man d ie l etzte Gleichung  in (27) ein und drückt d ie zu Skalar
produkten vereinigten Ortsvektoren durch d ie Dreiecksseiten aus, so erhält man 
( 4 f - llsv 2 . cotg Cflv) r = 

= (2 f cotgcp1 +5253) .  {(cotgcp3 + s1/2). r2 + (cotgcp2 + 53/" 1
) .  r3} = 

= 2 f ( cotg cp1 + cotg �1) { ( cotg % + cotg �3) r2 + ( cotg cp2 + cotg h) r3} 
und hieraus unter Beachtung  von (7) und der Beziehung 0,? = 4 r2 sin2 IJiv 

. _ II sin (Cflv + �v) {sin cp2sin �2 • sin cp3 sin h . } (28) r- 2II . . ,,, "' . 2 .1. . . . t2 + . ,,, ts Sln CflvSln 'i'v -"°' Sl11 'i'v Stn Cflv+i Sln Cflv+z COSCflv Sln (cp2+t\J2) Sl11 (Cfls+'i'3) 

welches Ergebnis, da 
2 II sin Cflv sin �v - 2: sin 2 �v sin Cflv+i sin Cflv+2 cos Cflv " sin cp,1 sin �v ------�--�----'----'------ - � . (29) II sin (Cflv + �v) 

- sin (Cflv + �v) 

mit den früher für d ie baryzentrischen Koordinaten und für den Ortsvektor 
des Neupunktes erhaltenen Gleichungen (11) und ( 12) in vol lständigem Ein
klang steht. 

Erneuerung de!" österreichischen Katasterpläne& 
Von Obervermessungsrat P r  a x m e i e r , Wien. 

D ie österreichischen Katasterpläne gehen in ihrer weitaus überwiegenden 
Mehrheit auf die Meßtischaufnahmen zu Beginn des 19. Jahrhunderts zurück, 
die ,  anfänglich nur mangelhaft fortgeführt, in den Jahren um 1870 reambul iert 
worden sind  und seit 1883 systematisch fortgeführt werden. Um d ie Wende 
des 19. Jahrhunderts beginnen sich schwache Ansätze zu Neuvermessungen zu 
zeigen ,  d ie sich b is heute zu e iner schon ganz ansehnlichen Stärke entwickelt 
haben und im weiteren Ausbau begriffen sind ,  so daß sie ,  wenn auch nur sehr 
al lmählich , zu einer Erneuerung der Katastralkarten wenigstens der allerwich 
tigsten Gebiete führen werden. Wie lang dieser Weg allerdings sein wird ,  l äßt 
sich am besten aus der Tatsache ersehen, daß von den insgesamt 7527 Katastral
gemeinden Oesterreichs (ohne Burgenland) b isher rund 160 Gemeinden neu ver
messen worden sind .  Gewiß ist in den kommenden Jahren mit dem weiteren 
Ausbau der Neuvermessungsabteilungen und daher mit erhöhter Tätigkeit 
zu rechnen. D iese Tätigkeit wird indessen lange n icht genügen,  d ie immer zahl
reicher auftauchenden Wünsche nach neuen Katasterplänen zu befriedigen, s ie 


