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Allgemeine mathematische·· Theo:r:fe der Umfah:rungs­
. planimeter in vekto:r·-�n,alytischer, 

D�r�tellung�, 
Von Ing. Dr. techn . . Karl U 1 b r i c h. 

1. · E i n 1 e i t e n d e B e m e r k u n g e n. 
Die Vektoranalysis, die in der Mathematik, Elektrotechnik und P.hysik 

zu einer ungeahnten Bedeutung gelangt ist, hat in der Geodäsie merkwürdiger­
weise .noch wenig .Anklang gefunden. 

Wenn die vektorische Darstellungsart auch von A. S \:'. h r e i b e r  1 ) 
schon 1908 verwendet wurde, um das Rückwärtseinschneiden in dieser . Weise 
darzustellen, so ist es leider doch wieder still darum geworden . . 

Erst in neuerer Ze.it wurde durch die Arbeiten von K. F r i e d r i c h 2) , 
E. H a 111 m e r 3) , j. j u n g 4), j. M. ü 1 1  e r 5), L. S c h r u t k a 6) und beson­
ders durch R. S c  h u m a n  n 7) gezeigt, daß die Vektorrechnung auch bei den 
Problemen der Geodäsie und der Ausgleichsrechnung mit großem. Vorteil an-
gewendet werden kann. . 

Trotz abfälliger Urteile über die Vektorrechnung, die merkwürdiger­
weise nur von rein mathematischer. Seite gekommen sind (z. B. F. Klein), ist es 
ohne Zweifel, daß diese Darstellungsart in doppelter Hinsicht unleugbare· Vor-
teile bietet. 

r 

a) In formaler Hinsicht: Die drei Raumkoordinaten werden durch einen 
Vektor zusammengefaßt, so daß man an Stelle �on dreigliedrigen Ausdrücken 
bloß eingliedrige hat. Die Formeln reduzieren sich also auf ein Drittel; so daß 
sie bedeutend übersiChtlicher werden. Das lästige Arbeiten mit drei Kompo­
nenten entfällt also, und wenn man dieselben aus irgend welchen Gründen ja 
einmal benötigt, so kann man sich diese ja immer leicht darstellen. 

b) In logischer Hinsicht: Die Vektoren symbolisieren die Verhältnisse so, 
wie sie tatsächlich in der Natur auftreten. Bei Kräften war ja das Zerlegen in 
Komponenten bloß ein Mittel, um diese Kräfte rechnerisch zu beherrschen. In 
Wahrheit tritt ja bloß die Resultante allein auf, die man jetzt leicht durch 
einen Vektor darstellen kann. Beim Vektor-analytischen Ausgleich tritt ein 
besonders markantes Beispiel in dieser Hinsicht auf. jede Seitenänderung kann 
man ja in eine Streckung und in eine Querverschwenkung auflösen. Diese Zer-

1) A. Schreiber : Z. f. Vermessungswesen (Stuttgart), Band 37. S. 625. 1 908. Das 
Pothenotische Problem in  vektor-analytischer Behandlung. 

2) I\. Friedrich : Neue Grundlagen und Anwendungen der .Vektorrechnung, München 
und Berlin 1 92 1 .  

3) E. Hammer : Z. f. Vermessungsw�sen (Stuttgart), Band 51 . S. 585. 1 922. Vektorielle 
und Rechenschieber-Auflösung trigonometrischer Aufgaben. 

4) J. jung : Über günstigste Gewichtsverteilung irt Basisnetzen. Diss. 1 924. 
5) j. Müller: Bayrische Z. f. Vermessungsw. S. 1 1 3. 1 926. Das Rückwärtseinschneiden 

im Raume, behandelt nach der Vektormethode. 
6) L. Schrutka : Öst. Z. f. Verm. (Wien), 2.5. jahrg. S. 73.

, 
1 927. Vektorische Dar­

stellung der Theori e  des Polarplanimeters. 
7) R. Schtimann : Z. f. Vermessungswesen (Stuttgart), Band 55. S. 609. 1 926. Vektor-

analytischer •Ausgleich geschlossener geodät. Figuren in der Ebene. · 
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legung ist zwar willkürlich, charakterisiert die Verhältnisse aber sicher sehr 
gut. Trotzdem ist es aber entschieden bedeutend vorteilhafter, mit dem Fehler­
vektor selbst zu operieren, da er ja tatsächlich sofort und ohne Umwege die 
Punktverschiebung angibt. 

In dieser Abhandlung will ich nun zeigen, wie man die „Theorie der Plani­
meter" mit Hilfe von Vektoren in sehr knapper Lind' trotzdem vollkommen 
strenger Weise ableiten kann. Wie weit überlegen diese Ableitungen den ge­
bräuchlichen analytischen Beweisen sind, werde ich fallweise, soweit diese 
Beweise überhaupt schon einmal behandelt wurden, an Gegenüberstellungen 
zeigen. 

II. E i n f ü_ h r u n g i n d i e S y m b o 1 i k d e r v e r w e n d e t e n 
V e k t o r e n. 

Nachstehende Bemerkungen verfolgen den Zweck, die verwendeten 
Vektorsymbole eindeutig zu präzisieren. Dies ist um so mehr nötig, als die 
Vektoranalysis gleich der Photogrammetrie eine Wissenschaft ist, die sich 
noch in lebendigster Entwicklung befindet. 

Infolgedes�en ist man heutzutage genötigt, sich beim Studium jeder 
vektor-analytischen Abhandlung die Symbolik des betreffenden Verfassers zu­
rechtzulegen. Dies ist allerdings nicht zu verwundern, da auch die Vorschläge 
der AEF, die ja Normen darstellen sollen, selbst noch mehrere Variationen 
enthalten. 

Ich habe mich vorwiegend an die Bezeichnungsweise gehalten, wie sie 
mir von meinen Hochschulstudien her geläufig ist. Die Vektoren bezeichne 
ich mit kleinen deutschen Buchstaben und deren absolute Beträge, also deren 
Länge, mit den entsprechenden lateinischen Buchstaben. 

Gegeben seien zwei Ortsvektoren r und s, die ich folgendermaßen be­
zeichne: 

r = X1 i + Y1 i + Z1 ! 1 
s = X2 i + Y2 i Z2 f J 1) 

In Gleichung 1) bedeuten x1 )'1 Z1 und x2 y2 z2 Cartesische Koordinaten 
und i j r die Einheitsvektoren in der x y z-Richtung. Das innere Produkt 
lautet: 

(r ) = ! x I .1s1 cos r� s = x1 x2 y1 y2 + z1 z2 . . . . . . . . 2) 
Dieses Produkt stellt einen Skalar, also eine Zahl dar, wird aber im fol­

genden wenig auftreten. 
Das äußere Produkt stellt eine Fläche dar. Deren Größe gibt Formel 3),. 

das ist die Länge des auf der Fläche normalen Vektors. Die Rechenvorschrift 
zur Bildung des äußeren Produktes gibt die Formel 4). 

1 [r s] 1 = 1r1.1s1 sin rs 3) 
t 

[r s] X1 Y1 Z1 4) 
X2 Y2 Z2 
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Da aber bei der Ableitung der Planimetertheorie bloß ebene Vektorrechnung 
betrieben wird, die f-Komponenten also Null sind, spezialisieren sich die For­
meln wie folgt: 

(r s) = X1 X2 + Y1 Y2 
i -i=r1 

; [r s] = ·x1 )'1 Ö . . . . . 
II 

1 X2 Y2 0 

[rs] = rl �: ;;�1 = r (x1 Y2 - )'i x2) . 

5) 

6) 

. 7) 
Das äußere Produkt [rs] stellt also einen Vektor dar, der senkrecht auf der 
Ebene r s steht, und zwar so, daß ein rechtsläufiges Koordinatensystem 
entsteht. 

In der ebenen Vektorrechnung kann man [rs] als einen Skalar auffassen, 
dessen Größe die Fläche des aus r und s gebildeten Parallelogramms darstellt. 
In dieser Abhandlung stellt sich das äußere Produkt so dar: 

[rs] = \�: ;;�1 = X1 J'2 -Y1 X2 . . .  "· . . . . .  8) 

Selbstverständlich ist hier nicht der Ort, um die in der Abhandlung ver­
wendeten Sätze der Vektorrechnung zu beweisen. Ich werde aber dort, wo ich 
seltenere Formeln verwende, immer auf die Beweise in der entsprechenden 
Literatur hindeuten. Die vorstehenden Zeilen haben also den Zweck gehabt, 
die Unklarheit in den Bezeichnungen zu beseitigen, die ja der Hauptgrund für 
die Unbeliebtheit dieses Zweiges der Mathematik ist. 

III. S t  r e n g e A b 1 e i t u n g d e r a 1 1  g e m e i n e n P 1 a n i m e t  e r­
t h e o r i e. 

Es bewege sich ein Fahrarm AB (Fig. 1 ) , dessen Spitze A eine geschlos­
sene, zu planimetrierende Figur r umfährt und dessen Endpunkt B sich ständig 
auf einer zweiten Kurve, der sogenannten Leitkurve, bewegt. Der Stab soll 
vorläufig in jeder Richtung völlige Bewegungsfreiheit haben und erst später 
sollen gewisse Beschränkungen in der Bewegungsrichtung angenommen werden. 

·Die Punkte A und B seien durch ihre Koordinaten in Bezug auf ein beliebig 
eingeführtes Cartesisches Koordinatensystem gegeben. Der Fahrarm, dessen 
Länge gleich der Distanz AB ist, sei durch den Vektor a definiert. Gelangt er 
nun durch eine infinitesimale Verschiebung in die Lage A' B', so wird die Fläche 
ABB' A' überstrichen und es ist jetzt die Aufgabe zu lösen, diese Fläche durch 
die auftretenden Vektoren zu bestimmen. Aus der Figur ersieht man, daß 
folgende Vektoren vorkommen: 

a) Ortsvektoren 
t = X1 i + Y1 j 
s = X2 i + Y2 i 

r + dr = (x1 + dx1) i  + (Y1 
s + ds = (x2 + dx2) i  + ()12 

1) 



b) Freie Vektoren 

a = (X1 �· X2)i + ()'1 - Y2) j l 
dr = dx1 i + d)\i . 
ds = dx2 i + c!x2j 

1 1  

. 2) 

Anmerkung: Die Unterscheidung zwischen Orts- und freien Vektoren 
spielt hier allerdings keine wesentliche Rolle, wurde aber angeführt, da die 
in der Physik vorkommenden Vektoren n.icht immer freie Vektoren sind. 

y l. 

0 

A' 

Fig.1. 

Die infinitesimale Fläche ABB' A' zerlegt man sich bequem durch die 
Diagonale AB' in zwei Dreiecke, so daß folgende Relationen aufti-eten: 

dF = ABB1A1 • • . 3) 
dF = ABB' + AB' A' 4) 

oder eine Abkürzung 
dF = dF1 + dF2 . . . . . . 5) 

Diese Dreiecke kann man sich jetzt, wie im Abschnitt II ausgeführt, durch 
Vektorprodukte ausdrücken. 

Dreieck ABB': 

ferner ist: 
s+a=r. 
Q=t-5. 

dF1 = t [ds, r - s] . 
dF1 = t [ds r] - t [ds '..'] 

6) 

7) 
8) 
9) 

10) 
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Dreieck AB' A': 
dF2 = �- [dt, a - ds] 

d F 2 = t [  dt a] - t [  dt ds] . . 
dF2 = t [dt, r - s] - t [dt ds] 

dF2 = t[dt t] - t [dr s] - �\- [dt ds] 

11) 
12) 
13) 
14) 

[dt ds] ist klein von höherer Ordnung, kann also vernachlässigt werden. Außer­
dem kann man die Gleichung 14) umformen, so daß sie folgende Gestalt an­
nimmt: 

dF2 = �- [dt t] + t [s d.:] . . . . .  

dF = t [dt r] - t[d<i s] + t[d� t] +} [5 dt]. 

Nach einem Satz der Vektoranalysis besteht folgende Re.lation 8) : 

[s dt] + [ds r] = d[s r] . . .  

dF=t [drr]-t[dss]+td[sr]. 

15) 
16) 

17) 
18) 

Diese Gleichung stellt also das infinitesimale Flächenelement in vektorischer 
Form dar. Läßt man jetzt durch den Fahrstift A die geschlossene Kurve l' 
umfahren, so muß man über r integrieren: 

F = t S[drt] - t S[ds s] + t S d[s t] 
r r r 

. . 1) 

Um diese Gleichung mit bekannten Ergebnissen vergleichen zu können, 
führen wir analog wie in Abschnitt II Gleichung 8) die Koordinatenkompo­
nenten ein, so daß sich die Gleichung 1) wie folgt transformiert: 

Dies ist aber dieselbe Gleichung, bloß mit anderer Bezeichnung, wie sie 
A. G a 1 1  e 9) auf Seite 75 nach einer trotz Weglassung von Zwischenrechnungen 
noch immer sehr langen und mühevollen Ableitung erhält. Schon daraus er­
sieht man, wie überlegen die Vektorrechnung gegenüber der analytischen Be­
rechnung dasteht. 

Anmerkung: Die Gleichung 1) könnte man auch direkt erhalten, indem 
man die gegebenen Werte direkt in die vektorische Flächenformel für Vier­
ecke substituiert. 

Fortsetzung folgt. 

8) Beweis siehe S. Valentiner, Vektoranalysis, Berlin und Leipzig 1 923. 
9) A. Galle : Mathematische Instrumente. Leipzig und Berlin 1 9 1 2. 
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Allgemeine mathematische Theorie der Umfahrungs­
planimeter in vektor-analyt:ischer Darstellung. 

Von Ing. Dr .  t echn. Karl U 1 b r i c h.  
(Fortsetzung.) 

IV. D i s k u s s i o n d e r G 1 e i c h u n g l .  
F = t J[ dr r] - } J[ ds s] + t J d [s r] . . . . . . . I) 

r r r 
Kehrt der Fahrarm wieder i n  seine ursprüngliche Lage zurück,. so fällt 

das letzte Integral weg, da es das Integral eines vollständigen D ifferentials 
über eine geschlossene Kurve darste llt. 

J d [s t] = 0 . . . . . . . . . . . . . 1 )  
r 

Diese vorausgesetzte Eigenschaft ist bei  den gebräuchlichen Umfahrungs­
p l an imetern stets erfüllt, bloß beim Stangenp lanimeter von M. Prytz i st d ies 
n icht  der Fall .  Der  Fahrstift A kommt bei diesem Instrument zwar wieder 
auf den gle ichen Kurvenpunkt zurück, d ie  Leitl inie ist jedoch dadurch, daß 
die Schneide bloß eine Bewegungsrichtung frei hat, ungeschlossen . 

. In d iesem Falle h i lft man sich mit der mathematischen Fiktion,  daß man 
sich die Schneide aufgehoben und . auf i hren Anfangspunkt zurückgedreht 
denkt, so daß also die Fläche,  die die Schneide umfährt, künstl ich geschlossen 
wird.  

Durch d iesen Kunstgriff i st man also in  der Lage, d ie  untenstehende 
Formel auf al le Planimeter anwenden zu können. 

F = t J [dn] - t J [ds s] . . . . . . I I )  
r r 

Die Frage nach der Bedeutung dieser Ausdrücke läßt s ich geometrisch in  sehr 
schöner Weis.e be:ha111de.Jn.  

F i st d ie  v0m Fahr.arm a Liberstrkhene Fläche.  Wichtig sind die V0raus­
setzungen, wanm d1iese Fläeke positiv und wann sie neg:;itiv zu zählei; 1 iist. Es 
hat sich da bei allen Planimeterkonstnuktionen eingebürgert, daß: diejenigen 
Flächen, die v·om Vektor a von links na.ch rech.ts iiitberstrichem1 w.erdem, als 
p0sitiv umd dieJenigen, die im entg1egengesetzten Bewegungssinn befahren 
werden, als n egativ gelten. 

Die beiden . ·Integrale stel len so4irnagen 1eine ,Komplanati()n in Pol�rkcord.i­
naten dar 10) ,  be i ·der sich ebenfalls, �·e nach der Bew.eg"1ngsnichtumg, positive . 
undl negative Sektoren ·er;geben. Das erste Integral steUt d ie  zu planimetrie" 
ren de fläche A dar und das zweit.e Integral ste.llt d ie .  von . der Leitkurve ·ein-
geschlossene Fläd1·e . B dar. !(Siehe Fig.. 2 .) 

· 

t I i[a·r r� = o- 1 -3-5J(l) - o-5-1-1-0 . 
r . � , 

} J [�t t] = A . · .  . . . ·. 

r . . . 
i J [ds � ] = 0-9- 1 1 - 1 3-0 - 0- 1 3- 1 4-9-0 

r ') , '. ' t :  ' :  , ,  

2) 

3) 
4) 

10) Siehe L. Schrutka, Elemente der Höheren Mathematik, .ll;Aufl. .'Wi:en 1'924. Seite ft:9'4. 
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: · t f(d$ �] = B . , . : . . 1„ .' . , . .. . . 5) 
r . .  . . 

• t 

Kompliziertere Flächen zerlegt man sich durch Stützgerade, die fü dem 
Falle die Tangenten an die Kurven von 0 · aus  sind,  in  e infache Sektoren,  
so daß die obigen Relationen immer Geltung haben. Die  Gleichung II )  hat also 
nach der geometrischen Interpretation folgende Gestalt : ,  

F =c= A - B . . . . . . . . . . . . I I I) 

D iese Gleichung stellt die Fundamentalgleichung für sämtliche Um­
fahrungsplanimeter dar. 

y 

X 

0 F ig , 2 .  

Diese Fundamentalformel l eitete auch der Göttinger Mathematiker 
F. Klein 1�) ab, indem er d ie  infinitesimale Bewegung des Fahrarmes iri 3 Ele­
mentarbewegungen zerlegt und die Elementarvierecke durch einen Integrations­
prozeß aufsummiert. D azu ist zu sagen, daß eben bei  der vektor-analytischen 
Darstel lung die künstl i che Zerlegung in 3 Elementarbewegungen unnötig wird. 

Bemerkenswert ist ferner, wie auch schon F .  Klein erwähnt, daß die 
Planimeter . die Flächeninhalte samt dem richtigen Vorzeichen ergeben. Das 
Möbius'sche Vorzeichenprinzip, das dieser Mathematiker zum ersten Male 
konsequent in  die Geometrie eingeführt hat,  wird durch d iese höchst sinn­
reichen Instrumente automatisch durchgeführt. D ies ist sicherlich erstaunlich, 
wenn_ man bedenkt, daß bei sehr verschlungenen Kurven auch der geschulte 
Mathematiker M ühe haben wird, d ie  Sache richtig zu treffen .  

D iese wertvol le Eigenschaft d e r  Planimeter ist aber , nicht bloß von 
theoretischem Interesse, da  solche Kurv�n auch in  der Praxis zu planimetrie­
ren sind.  Es kommt vor,:ßaß Kurven die Bezugsachsen durchschndden, so-

11) F. Klein : Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus. 2. Band, Geo­

metrie, 3. Aufl. Berlin 1 925. S. 11 ff. 
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daß posit ive und negat ive' Flächen entstehen, d ie  man, ohne Teilf lächen 
bestimmen zu müsse11 ,  in einem Zuge plan imetrieren kann .  

V D i s k u s s i o � d e r F u n d a m e n t a 1 g 1 e i c h u n g .  
F = A - B . . . . . . . . . . . . l l l) 

In d ieser Gle ichung ste l l t  A d ie  Fläche dar, d i e  zu p lanimetrieren ist. 
Um die Gebrauchsformel zu erhalten, wird die  Gle ichung wie folgt umgeformt : 

A = F B . . . . . . . . . . . .  IV) 
Es können j etzt drei Fälle auftreten, die charakteristi sch sin d  und den 

verschiedenen Planimetertypen ihr lUtlp11äge, geben : 
a) B = 0 . . . . . 1 )  
b) B = const. = Be 2) 
c) B = var. = Bu . 3) 

ad a) In d iesem Fall vereinfacht sich d ie  Gebrauchsformel IV am meisten. 
A = F . . . . . . . . . . . . . . V) 

Diese r  Fall tritt also dann ein, wenn man dafür Sorge trägt, daß die  von.  
der Leitl in ie  e ingeschlossene  Fläche gle ich Null ist .  Dies wird praktisch so durch­
geführt, daß man den Endpunkt B zwangsweise so führt, daß er die Leitkurve 
e inmal i n  p ositiver und e inmal i n  negativer Ri chtung durchwandert. Zü 
j edem + ds tritt also immer e in  entsprechendes - ds auf, so daß si ch die Flä­
chen wegheben.  Um die D iskussion vollständ ig  zu geben, möchte i ch noch be­
merken ,  daß es theoretisch ohne weiteres möglich wäre, daß der Fahrarm 
dabei e ine  volle Umdrehung macht. D ies könnte man in der Praxis mit e inem 
durchschlagbaren Polarplan imeter sicherlich in d ie  Tat umsetzen . Als Leite  
kurven wählt man : 

1 .  Einen Kreis. 
Wenn der Kreismitte lpunkt in  0 l i egt, heißen diese Planimeter Polarplani­
meter (Pol außen) .  

2. E ine  Gerade .  
niese Planimeter he ißen  Linearplanimeter. 

ad b) I n  d iesem Fall lautet die Gebrauchsformel fol'gendermaßen : 
A = F + Be . . . . . . . . . . . . VI) 

D ies ist ebenfal ls eine bedeutende Vereinfachung der allgemei nen For­
mel. Als konstante Fläche wird aus le icht  begreifli chen Gründen e ine Kre is­
flä ehe verwendet.  

D ie  Leitkurve ist also wieder,  ebenso wie  in  a) 1„ ein Kre is, der aber 
d iesmal in e inem vollen Umlauf umfahren wird. Auch h i er möchte ich noch 
bemerken, daß e� für d ie  Theorie vollkom1l1en belanglos ist, ob der Fahrarm 
bei der Krei sumfah rung eine volle Umdrehung um sich selbst beschre ibt  
oder n icht. D ies hat  bloß auf  d ie  Abwicklung der  I ntegrierrolle Einfluß,  

I n  d iese Planimeterkategorie gehört das Polarplanimeter mit dem Pol 
innen .  

ad  c )  In  d iesem Fal l  hat  d ie  Gebrauchsformel' folgend'e Gestalt : 
A = F + Bv . . . . . . . . . . . VII) 
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Diese Formel weist überhaupt ke ine Vereinfachung auf. Sie ist also die 
umständlichste und, da man in diesem Falle auch die Größe der Restflächen 
Bv bestimmen muß, sicher auch die ungenaueste Formel .  Nach diesem Prinzip 
arbeitet das schon in Abschni'tt IV erwähnte Stangenplanimeter. 

·Wie man also le icht  bemerkt, ist das Gemeinsame an allen drei Gebrauchs­
formeln, daß man auf j eden Fall die vom Fahrarm überstrichene Fläche F be­
stimmen mt.tß. Die theoretischen Ableitungen und die H ilfsmittel dazu werden 
in den nächsten Abschnitten gegeben werden. (Fortsetzung folgt .) 

Referate. 
Dritter Internationaler Kongreß für Photogrammetrie, Zürich 1930. 

M i t  der D ur chführung des I I I .  I n ternationalen Kongresses, der vom 6.  bis 1 0 .  September 
in Zürich abgehalten werden wird, wurde die Schweizerische Gesellschaft für Photogrammetrie 
betraut Derselbe wird den Teilnehmern durch V o r t r ä g e und eine A u s s t e 1 1  u n g 
e inen Überblick über die  Anwendung der Photogrammetrie und über die Fortschritte i 1i1 
Instrumentenbau geben. I n  öffentl ichen D i s k u s s i o n e n werden aktuelle Fragen behan delt 
und Klärung über die  Vor- und N achteile bestimmter · Methoden und der hiebei verwende­
ten Instrumente geschaffen werden. Zu diesem Zwecke werden Kommissionen gebildet wer­
den, von denen vorläufig solche f ür terrestrische Photogrammetrie, Luftphotogrammetrie ,  
photographische Objektive, Verschlüsse, Reihenbildner, Platten, stereoskopische Röntgen­
aufnahmen, Gebäudephotogrammetrie und für Ausbildungsfragen vorgesehen sind. 

Anläßlich des Kongresses wird der VII .  Band des im Jahre 1 908 unter der Redaktion 
von Hofrat D o l e z a l von der Österreichischen Gesellschaft für Photogrammetrie gegrün­
deten 1 n t e r  n a t i o n a l e n A r  c h i v e s  f ü r P h o t o g r a m m e t  r i e erscheinen.  
Per Redaktionsausschuß wird aus den H erren Prof . F. B a  e s  c h l i n, Prof.  E .  D o l e  z a l 
und Prof. E. E g g e  r t bestehen. Der 1 .  Teil des V I I .  Archivbandes wird unmittelbar vor 
dem Kongreß erscheinen und Landesreferate über die photogrammetriscl1en Arbeiten in den 
ei nzelnen Staaten sowie auch wissenschaftliche Artikel, welche am Kongreß weder als Landes-, 
noch als Kommissions-Referate gehalten werden, bringen.  Die M anuskripte hiefür sind b i s  
l ä n g s t e n s M i  t t e M a i dem geschäftsführenden Redakteur Prof. F .  B a  e s  c h l i n ,  
E idg.  Techn.  H ochschule i n  Zürich,  e inzusenden. 

Im Anschluß an den photogrammetrischen Kongreß wird der 1 n t e r  n a t i o n a l e 
G e  o m e Ce r - K o n g r e ß stattfinden. Die Ausstellung für Photogrammetrie wird dem­
zufolge mit derjenigen des Internationalen Geometer.- Kongresses verbunden sein und dauert 
demzufolge vom 5. bis 1 4. September 1 930. Das Arrangement der Ausstellung hat H err Prof . 
Ed.  I m  h o f f, Zürich, Eidg. Techn. H ochschule, übernommen, an den diesbezügliche An­
fragen zu r ichten s i n d .  . 

Anfragen bzw. Anmeldungen wegen Teilnahme an dem Kongreß s ind an den General­
sekretär des Kongresses Herr Dr. M ax Z e 1 1  e r, Zürich, Eidg. Techn. H ochschule, zu senden. 

Für die Teilnahme am Kongreß werden s ieben verschiedene Karten ausgegeben : 
1 .  Gesamtkarte, gültig für alle Veranstaltungen, inklusive Dampferfahrt, 

Bankett und Exkursionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  60 Schw. Fr. 
2. Damenkarte, gültig für .alle Veranstaltungen, inklusive Dampferfahrt und 

Bankett, mit  Ausnahme der Exkursionen . . . . . . . . . . . . . . 20 
3. a) Kongreßkarte, gültig für alle Vorträge, die  Diskussionen, d,ie Dampfer-

fahrt und die Ausstellung in Zürich . . . . . . . . . 25 
3. b) •Kongreßkarte, wie 3 a), j edoch ohne Dampferfahrt . . . . . . . . 1 5  
4 .  Bankettkarte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 5  
5. Exkursionskarte nach Bern inklusive Bahnfahrt und Zwischenverpflegung 1 5  
6 .  Exkursionskarte nach H eerbrugg i nklusive Bahnfahrt und Zwischenver-

pflegung . . . . . . . . . . , . , , . . . . . . . . . . . . . . . 1 5  

" 
" 
" 

" 
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gewinnt also den Eindruck, daß der Trienter Bergbau sich Jahrhunderte hin­
durch in völliger Getrenntheit von dieser Bergbaugruppe entwickelt haben 
muß . Dieser Schluß, der durch das fehlen aller Ansätze von Meßkunst nahe 
gelegt w:rd, gewinnt noch etwas an Wahrscheinlichkeit, wenn man folgendes 
bedenkt: Wie schon erwähnt, half man sich noch 1208 im Trienter Bergbau 
mit dem „laborerium, ubi trahitur aqua", man hatte also noch keinen Stolln. 
Unser „Actufus" von 1213 war daher vermutlich der erste Stolln der Gegend. 
Unsere Urkunde von 1213 atmet den Geist treuherziger Ehrlichkeit. Man 
mutmaßt unwillkürlich folgenden Sachverhalt: Man hatte Stollnbauunter­
nehmer gewonnen zur Bewältigung des Wassers in der Grube des Ritters von 
Gand. Ein Stollnhieb war ihnen zugestanden worden, und in gutem Glauben 
nahm man beiderseits an, daß die Stollnbauunternehmer am Stollnhieb gut 
verdienen würden . Aber sie arbeiteten in Wirklichkeit mit peinlichem Verlust 
und suchten sich schadlos zu halten, indem sie seitwärts dem Erz nachgingen 
und ihr Ziel, die Gand-Grube, aus dem Auge verloren . Daher der Streit, und 
man glaubt herauszufühlen, wie ehrlich-peinlich der Fall empfunden wurde, 
und wie man bemüht war, den Interessen der Stöllner nach Möglichkeit ent­
gegenzukommen. Man kann daher kaum noch zweifeln, daß ohne alle Erfahrung 
der erste Versuch eines Stollnbauunternehmens vorlag . 

Demgegenüber hat man im Schemnitzer Bergrecht schon Suchstolln 
und Erbstolln und einen sehr sorgfältig durchgebildeten Abschnitt „vom Recht 
des Erbstollns". Also auch diese große Verschiedenheit drängt zu dem Schlusse, 
daß eine Jahrhunderte lange getrennte Entwicklung der Gebräuche des Berg­
baus - hie Trienter Bergbau, hie böhmisch-ungarisch-sächsischer Bergbau 
ohne gegenseitige Berührung stattgefunden haben muß. 

Allgemeine mathematische Theorie der Umfahrungs­
planimet:er in vektor-analytischer Darstellung. 

Von Ing. Dr. techn. Karl U 1 b r i c h. 

(Fortsetzung.) 

VI. S t r e n g e A b 1 e i t u n g d e r G r ö ß e cl e r F a h r a r m f 1 ä c h e. 
Um das infinitesimale Flächenelement ABB' A' (Fig. 3 und 4) zu über­

streichen, denkt man sich die infinitesimale Bewegung des Fahrarmes aus einer 
Parallelverschiebung und einer nachfolgenden D'rehung zusammengesetzt. Diese 
Zerlegung kann man auf zwei verschiedene Arten vornehmen : 

a) Man verschiebt zuerst den Stab parallel nach A1 B' und dreht dann 
um den Winkel + d Cf! im Uhrzeigersinne bis zur Lage A' B' (Fig. 3). 

b) Man verschiebt zuerst den Stab parallel nach A' B1 und dreht dann 
um den Winkel - dCf! bis zur Lage A' B' (Fig. 4) . 

Bei diesen Zerlegungen wird also immer zuerst ein Parallelogramm und 
dann ein Kreissektor überstrichen, wobei auf die Vorzeichen dieser Flächen 
nach dem im Abschnitt IV bemerkten, gebührend Rücksicht zu nehmen i st. 
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0 Fig.3. 

ad a) dF =ABB' A1 + A1B' A' - AA' A1 . . . . 1) 
dF = dF P + dF s - df . . . . . . . . . . 2) 1 

Die Fläche des ·Parallelogramm; ABB' A1 beträgt : dF P = [ds a] 3) 1 
Sektor A1 B' A': Da der Fahrarm a ein Vektor von konstanter Länge 

[ a 1 ist, so kann die differentiale Änderung da nur normal zum Vektor a er­
folgen 12) .  

da 1 a . . . . . . 
infolgedessen ist die Änderung A1 A' identisch mit da 

dF8 = t[da a] .. 
Dreieck : A A' A1: dj = {· [d ds] .. 

. . . . . . . 4) 

5) 
6) 

Diese Dreiecksfläche kann man, da df klein von höherer Ordnung ist, ver-
nachlässigen. 

dF = [d · a] + ·� [da a] - { [dr ds] 
F = J [d a[ + +J [daa]. • . .  

r r 

7) 
VI I I) 

Um diese Formel mit schon bekannten Ergebnissen vergleichen zu können, 
wird sie mittels der Koordinatenkomponenten auf die analytische Form ge­
bracht. 

a = (x1 - X2) i + (Y1 - Y2) i 
da c-- d (x1 - X2) i + d ()'i - Y2) i . 

8) 
9) 

12) Beweise siehe J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung, 2. Aufl. Stuttgavt 1 926 . 
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F= \ 1 dx2 dy2 1 +t IJ d(x1 -'X2) d(Y1-Y�) / 
J X1 - X2 Y1 -Y2 .) X1 - X2 Y1 - Y2 . 10) 
r r 

F = f { (Y1 - Y2) dx2 -(X1 - X2) dy2} + 
r 

+ t f { (Yi---'-' Y11J d(Xi-"- ;l.:2)' - (x1 --'-'XJ d (Y1 -'-Y2)} . . . . . . 11) 
r 

y 

0 
'· . 

ad b) 

Fig. 4. 

dF = ABB1A' - A1B1B1 - BB1B1 • • • •  

dF'= dFp, -dF� - df ...... . 
t'.2) 
13) 

Die PläGhe des. Parallelogramms ABBrA' beträgt: dFP, = [dra] l4) 
Sektor A' B1B': Diese Fläche ist ebenso gro'ß' wi•e· be·ii d'e'r ersten zerlegüng:. 

dFs=i t[�acl']· . . . . . . „ . . . 15) 
Dreieck BB1B1: df = [dl: ds ] also dasselbe wie in Gleichung 6) 

dfa' __: [df a] -� t fda· ar. 16)' 
F=f[pra]-tf[daa]' . . . . . . . . IX) 

r r' . 
Pilr V.ei:gleichszwecke we11den j.etzt wieder die Koordinaten eingefilhrt, 

so daß diese Gfeichung folgende Gestalt annimmt:· 

F = �) x,dx,"" v:y, y; 1, -t W�' �,) d�.'�/.,) 1, . . . . .  t7) 
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F = f { (Y1 -Y2) dx1 -(X1 - X2) dy1 } -
r 

- �- J { (Y1-Y2) d (X1 - X2) -(X1 - X2) d (Y1 - Y2)} . . . . . . 18) 
r 

Die Gleichungen 11) und 17) sind identisch mit den Gleichungen, die C. Runge is) 
nach direkter analytischer Berechnung und darauffolgender umständlicher 
Umformung aufgestellt hat. 

jetzt ist noch der Beweis zu führen, daß die Gleichungen VIII) und IX), 
die ja dieselbe Fläche darstellen, identisch sind. Dies erreicht man auf folgende 
Weise: 

r=s+a. 
dr = ds +da 

. . 19) 
. 20) 

Setzt man diesen Wert von Gleichung 20) in die Gleichung IX) ein, so erhält 
man: 

F = Ifd" +da, a] - t f[da a] . 2i) 
r r 

F = J[ds a] + J[da a] - t J[da a] . 22) 
r r -.........,,...-� r 

F ----: f[ds a] + t J[da a] . . . . . . . 23) 
r r 

Wie man also sieht, ist die Gleichung 23) identisch mit Gleichung VIII), was 
zu beweisen war. 

VII. D i s k u s s i o n d e r G 1 e i c h u n g e n VIII u n d IX. 

F )[dsa]+}5[daa]. 
r r 

F = S [ dr a] - } S [da a] . . . . . . 
r r 

VIII) 

. IX) 

Diese beiden Formeln sind so gestaltet, daß dem ersten Integral alle 
Parallelverschiebungen und dem zweiten Integral alle Verdrehungen des Fahr­
arms angelastet sind. 

Beide Male denkt man sich die Bewegungen getrennt kontinuierlich an­
einandergefügt, also in zwei große einheitliche Bewegungsvorgänge zerlegt, 
die in Wahrheit nicht vorkommen. Dies sind also bloß mathematische, aber 
auch sehr nützliche Fiktionen. 

Bei der Diskussion des zweiten Gliedes +S [da a], das also bloß von den 
r 

Verdrehungen des Fahrarms abhängig ist, können zwei, voneinander grund­
sätzlich getrennte Fälle auftreten. 

a) Der fahrarm kehrt, o h n e eine ganze Umdrehung gemacht zu haben, 
in seine ursprüngliche Lage zurück. 

b) Der Fahrarm kehrt n a c h einer vollen Umdrehung um sich selbst 
in seine Anfangslage zurück. 

13) C. Runge, Das Prytz-Stangenplanimeter. Z. f. Vermessungswesen (Stuttgart) 
Band 24. S. 321 ff. 1895. 

' 
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ad a) Der .Fahrarm schwingt um .einen fix gedachten Punkt, wobei 
man ° sich die drehende Bewegung kontinuierlich zusammengesetzt denkt. 
In diesem Falle wird 

15Cf' 2 [da a] = O, . Cf' 
. 1) 

da ja die obere und untere Grenze dieses Integrals gleich ist. Geometrisch liegt 
die Sache so, daß der Kreissektor einmal im positiven und einmal im nega­
tiven Sinn überstrichen wird, so daß die Summe zu Null wird. 

ad b) In diesem Fall beschreibt der Fahrarm um den fix gedachten Punkt 
einen Vollkreis mit dem Radius 1a 1. Das zweite Integral nimmt die folgende 
Form an: 

cp+2n +5 [daa] = lal2rc . . . . . . . . • .  2) 
Cf' 

Werden jetzt die Gleichungen 1) und 2) in die Gleichungen VIII) und 
IX) substituiert, so erhalten wir zwei verschiedene Fälle, die jetzt getrennt 
behandelt werden müssen. (F0 bedeutet Fläche o h n e  vollständige Umdrehung 
des Fahrarms.) 
a) 

y 

0 

B 

F0 = f[ds a] . 
r 

F0 s: J [dr a] 
r 

------� 
fig.5. 

Man sieht also, daß die beiden Integrale einander gleich sind. 

. VIII a) 

. IX a) 

F 0 = f [ ds a] = I [ dr a] . . . . . . . . . . 3) 
r r 
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Po = J t ds l .1 a 1 sin ß = f 1dr1 . 1 a 1 sin o: 
r . 

l' 

F o = 1 a 1 f 1 ds I sin ß = J a 1 f 1 di: 1 sin o: . 
r r 

4) 

5) 
Wie man aus Fig. 5 ersieht, kann in den Integralen d{)1 und d{)2 eingeführt 
wen:len, so.ctaß s.ic\1 fq\gencte Gleicnung exgi bt; 

F o = 1 a 1 f 1 d{)2 I = 1 a 1 f 1 d{)1 I . . . . . . . . . . . 6) 
r · · r 

In dieser 'Doppelgleichung 6) stellen SI dl)iJ und .rJ dl)21 dieiLängen der beiden f f . 
orthogonalen Trajektorien dürch A und B in Bezug auf die verscnie<;l,epel) 
Lagen des Fahrarms dar. Es ist aus dieser Gleichung auch ersichtlich, daß 
vo.ri den beiden Trajektorien durch A und B keine den Vorzug verdient, so 
daß ich weiterhin, ohne irgend welche Einschränkungen zu machen, mit fol­
gender Formel X) allein operieren darf: 

b), 

ff),= 1a1 fr 14{)� 1 . . . . . . . . , . . X), 

FM; bedeutet Fläche m i t  vo)ls�i;\t;ic;iiger Umdrehung des Fahrarmes. 

FM= f [(is�] + lai27t • . • . • • . •  VIII b) 
r· 

FM=J[di:a]- lal27t • . • • . . • •  IX b) 

Führt man in diesen beiden Gleichungen die Zerlegungen analog wie in den Glei­
chungen 4) bis 6) ein, so erhält man: 

. XI) 

. XII) 

Wie man sieht, ist zur Bestimmung der Fahrarmfläche im Falle a) und b) die 
Ermittlung eines Linienintegrals nötig. Das Hilfsmittel dazu ist die Integrier­
rolle, deren Theorie später noch behandelt wird. Der Unterschied zwischen den 
Fällen a) und b) liegt darin, daß im Falle a). eine beliebige Trajektorie ausge­
messen wird, während im Falle b) die jeweils durch die mathematische Theorie 
geforderte bestimmte Trajektorie rektifiziert werden muß. 

Praktisch ist es jedoch meist nicht möglich, die Rolle am verlangten 
Punkt anzubringen. Da hilft man sich derart, daß man die lntegrierrolle an 
einem passenden Punkt anbringt und sich die mathematische Relation zwischen 
der Trajektorie deri Integrierrolle und der geforderten Trajektorie herstellt. 

Dadurch ist es auch möglich, daß ich in Hinkun.ft bloß mit Formel X) 
und XI) weiter operiere, was ich oh.ne weite.res tun kann, da zwischen Formel 
XII) und XI) eine Trajektorienrelation besteht, so daß die Allgemeinheit der 
folgenden Betrachtungen auch weiterhin bestehen blei!Dt. 

Schließli.ch möchte ich noch del}.1 al)gem(ljnen Beweis für einen Sonderfall 
geben, bei dem man die Unterscheidung der Fälle a) und b) nicht nötig hat. 
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Fig.6. 

F = 5 [ds a] + { .i [da a] 
r r 

F = S [dr a] - + S [da a] . 
r :r 

2 F' = f (ds eil,+ fl.dr a]. 
r r 

2F = f[ds + dr, a] 
r 

VIII) 

. IX) 
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7) 
8) 

9) 

Nach einem bekannten Satz der Vektorrechnung ist es aber gestattet, 
an Stelle der Hypofüen1:1se die für· das äußere· Produkt glekh wirksame 
Kathete d�, zu setzen, sodaß sich die 61.eicfoung' 9.)i wie. 1folgt t11ansf011miert: 

F = �.[dI), a], . . „ . . . . . . . . „ . XIII) 

Diese Gleichung ist der mathematische Beweis dafür, daßi die Abw.ickhtng 
dei:;'lntegrierrolle, dje im Mittelpunkt C!l�s .. Fa)1rarmes angebracht ist, tatsächlich 
proporifü:maJ, d�r üb.etstr,i�he.n.en, Fläche ist„ ohne daß man. auf V,olle Umdrehun­
g�JJ1 de.s Stabe.S. um si.chi selb.st zu achten hat.„ Dies. ist skhe.r bemer.kensw.er.t„ da 
diese Eigenschaft für andere Punkte des Stabes bloß bei besonderen Voraus­
setzungen Oülrtigkei1t 1Desi1tzt •(Fig. · 6}. 
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VIII. A n w e n d u n g d e r G 1 e i c h u n g XIII a u f d i e K u r v i m e t e r­
T h e o  r i e. 

F = f[df) a] . 
r 

. XIII) 

dl) = df.>1 + df.>2 1) 2 
F = � [ dt>i tdf.>2• a J . 2) 

r 

.
\ [df) a] =� [df.>1 i df.>2• a] . . . . . . .  3) 
r r 

5rdf.>a] =+5fdf.>1 a] + f5[df.>2aJ . . . . . . . . 4) 
r r r 

\��1 l � l · . . . . . . . . . . 5) 
df.>2 J_ a 

51df)l·Ia1sin90° = �51df.>1l.Ia1sin90° + }51df.>21.1a1sin90°. 6) 
r r r 

1�1S1d91 = { 1a1 { S 1 df.>1 I + S 1 df.>11 /} 
r r r 

51dI)1 = + <S 1 df.>1 I + 51 df.>2 I > . 
r r r 

7) 

. XIV) 

Dies ist die Grundformel der Kurvimetertheorie. Voraussetzung ist also, 
daß die zu rektifizierende Kurve mit dem Mittelpunkt des Stabes befahren wird 
und der Stab immer normal zur Kurve gehalten wird. Die beiden Integrale 
S 1 df)1 I und f 1 df)2 / werden mittels Meßrädchen ausgewertet und das arithmeti-
r r 
sehe Mittel gibt die gesuchte Kurvenlänge. 

Die Gleichung XIV) ist identisch mit der, die F. Willers 14) auf S. 57 
speziell für Kurvimeter abgeleitet hat. Hier tritt sie bloß als Spezialfall der 
Planimetertheorie auf. 

IX. F 1 ä c h e n f o r m e 1 n f ü r a 1 1  e P 1 a n i m e t e r t y p e n. 
Um die Flächenformeln für die drei charakteristischen Planimetertypen 

zu erhalten, werden in die drei, im V. Abschnitt erhaltenen Gebrauchsformeln, 
Jedesmal die im VII. Abschnitt erhaltenen Formeln X) und XI) eingesetzt. 
Im folgenden werden die drei Sonderfälle a) und b) und c) wieder getrennt 
behandelt werden. 
ad a) A = F . . . . . . . . . . . . .  V) 

jetzt können die zwei Unterfälle eintreten. Erstens „ohne volle Um­
drehung" des Stabes und zweitens „mit voller Umdrehung" des Stabes. Beide 

14) F. Willers: Mathematische Instrumente. Berlin und Leipzig 1926. 
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Planimeter wären theoretisch und praktisch durchaus möglich. Allerdings 
kommt die zweite Planimetertype in der Praxis doch nicht vor, obwohl diese 
Konstruktion mittels eines durchschlagbaren Instrumentes lösbar wäre. 

ad b) 

1. Ohne volle Umdrehung des Stabes. 

Ao= Fo 
Ao = 1 a 1 J 1 dfJ2 1 · 

r 

2. Mit voller Umdrehung des Stabes. 

AM= FM. 
AM= lalfldlJ2I + lal27t 

r 

A = F +Be ... 

1) 
XV) 

. . 2) 
. XVI) 

VI) 

Auch hier sind die zwei Unterfälle zu unterscheiden. Hier hat der erste 
Fall bloß theoretisches Interesse, da er in der Praxis nicht angewendet wird. 
Bezüglich der konstanten Fläche Be ist zu bemerken, daß meist eine Kreis­
fläche mit dem Radius J t 1 gewählt wird, deren Mittelpunkt im Ursprung 0 
liegt. Es bestehen also folgende Relationen: 

ad c) 

Be = 1 t J 2 7t · 3) 
A=F+JtJ27t 4) 

1. Ohne volle Umdrehung des Stabes. 

A0 = F 0 + 1 t l 2 7t 5) 
Ao = 1 a 1f1 dlJ2 J + 1tl2 7t. XVII) 

r 

2. Mit voller Umdrehung des Stabes. 

AM= FM+ 1 ( J 27t .... 
AM= lalf ldlJ2I + lal27t + ltl27t 

r 

. . 6) 
XVIII) 

A = F + Bv . . . . . . . . . . VII) 

Dies ist der allgemeinste Fall, der in der Praxis nur wenig Bedeutung hat. 
Auch hier sind die beiden Unterfälle auseinander zu halten. 

1. Ohne volle Umdrehung des Stabes. 

A0 = F0 + Bv: .. 
Ao = 1a1f1 dfJ2 I + Bv r 

2. Mit voller Umdrehung des Stabes. 

AM= FM+ Bv· .... 

AM= lalfldlJ2I + lol27t + Bv 
r 

. . 7) 
. XIX) 

. 8) 

XX) 

(Schluß folgt.) 
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faches, ersti nstanzl iches Verfahren für ,d i e  laufende Berücksichti gung der 
Änderungen in der  Kulturgattung ei ngeführt worden; d ie  Berücksichti girng 
geänderter Ertragsfähigkeit b l i eb jedoch n ach wie vor dem schwerfä l l igen  
und kostspie l igen Gesetzeswege vorbehalten. E ine  zweite ,  im Jahre 1 9 1 0  
fäl l ige Revision hat n icht mehr stattgehabt und wurde auch vom Finanz­
minister ium gelegentl i ch e iner Interpel lat ion abgelehnt. Be i  d iesem Stande ist 
es auch gebl ieben und es ist wohl mit gutem Grunde anzunehmen, daß sich, 
wi e anderwärts, auch in der tschechoslowakischen Republ ik der Wunsch 
nach e iner  Überprüfung der Einschätzungen immer l auter und machtvol ler  
geäußert hat und schließli ch mit dem bloßen Hinweise auf d ie Güte des 
ursprüngl ichen Operates n icht mehr zum Verstummen gebracht werden 
konnte. (Schluß folgt.) 

Allgemeine mathematische Theorie der Umfahru.ngs­
planimeter in vektor-analytischer ·Darstellung. 

Von Ing. Dr .  t echn. Karl U 1 b r i c h .  
(Schluß.) 

X. B e s t i m m u n g d e r L i n i e n i n t e g r a l e u n d d e r e n R e 1 a­
t i o n m i t d e r  A b l e s  u n g a n d e r I n t e g r i e r r o 1 1  e.  

In d iesem Abschnitte werden d ie  im Abschnitte Vll angekündigten Rela­
tionen zwischen den Trajektorien mathematisch durchgeführt. Wenn man 
annimmt, daß sich d ie  Integrierrol le im Abstande 1b1 von B befindet (siehe Fig. 7), 
bestehen folgende Beziehungen, wobei  d() d ie  tatsächl i che Ablesung an der 
Integrierrol le ,  dfh das Bogenelement der orthogonalen Trajektorie durch B 
und db die tangentiale Änderung von b darstel lt .  

1 d(_h 1 - 1 db 1 = 1 d() 1 • • • . . . . . . 1 )  
.r 1 d()2 1 = .r 1 d() 1 + .r 1 db 1 • • • • • • • • 2) 

jetzt können wieder zwei Unterfäl le e intreten .  Erstens „ohne vol le  Umdrehung" 
und zweitens „mit  voller Umdrehung" des Stabes. 

l. Ohne vol le  Umdrehung des Stabes. 

I 1 db 1 = o . . . .. . . .. . . .  3) 
r 

D a  d ie  obere und untere Grenze d ieses bestimmten Integrals gleich i st, fäl lt 
d ieser Ausdruck weg. 

I 1 d92 1 = I 1 df> 1 
r r 

. .. . . .  XXI) 

D i ese Gle ichung ist wichtig und besagt folgendes: Wenn der Fahrarm 
keine vol lständige Umdrehung um sich selbst beschrei bt, so ist bloß nötig, 
die Länge einer b e 1 i e b i g e n  orthogonalen Trajektorie mittels der Integrier­
rol l e  zu best immen.  Da in d iesem Fal le alle Trajektorien gle ich lang s ind, ist 
es gleichgültig, wo d ie  Integrierrol le angebracht ist, wenn nur deren Achse 
p aral le l  zum Fahrarm i st. 
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2. Mit voller Umdrehung des Stabes. 
I 1 db 1 = 2" 1 Li 1 . . . . . . . . . . 4) 
r 

D iese Gle ichung besteht, wei l  fJ e in  Vektor von konstanter Länge i st ,  
weshalb  seine Änderung bloß i n  tangentialer R ichtung erfolgen kann .  Be i  
voller Umdrehung wird dann der Kreis mit  dem Radius 1b1 beschrieben. Die  
Gleichung 2) n immt jetzt folgende Gestal t an:  

)_ y 

0 

fjdf)2i=Jidf)l + 2rc[bl . . . . . . XXII) 
r r 

c 
dl)i 

Ca 

X 
fig. 7. 

Mit  d iesen Gle ichungen ist  der aufbauende Formelapparat geschaffen 
und man kann jetzt zur Aufstel lung der Schlußformeln und deren D i skussion 
gehen ,  wobei  i ch d ie  im V. Abschni tt angegebenen drei, d ur ch d ie  von der 
Leit l inie e ingeschlossenen Flächen unterschiedenen Planimetertypen getrennt 
behande ln werde. 

XI. P 1 a n i m e t e r, d e r e n L e i t f 1 ä c h e v e r s c h w i n d e t. 
I n  d i e  Gle ichungen XV) und  XVI) m üssen jetzt d ie  Gle ichungen XXI) 

und XXII) e ingeführt werden, um d ie  Schlußformeln zu erhalten. 
1 .  Ohne vol le Umdrehung des Stabes. 

Ao = 1 a 1 J 1 df)2 1 XV) 
r 

I 1 df>2 1 = I 1 df) 1 XXI) 
r r 
Ao = 1 a 1 J 1 df) 1 . XXII I) 

r 
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D ies ist d i e  wichtige und i n  der Praxis d i e  am häufigsten verwendete 
Schlußformel. Nach d iesem Prinzip arbeiten die meisten Planimeter, d ie sich 
zunieist nur durch d ie  Form der Lei tkurve und durch d ie  Art der Integrations­
vorrichtung und deren Anordnung unterscheiden .  Für jede d ieser verschie­
denen Planimetertypen ist die mathematische Theorie besonders abgeleitet 
worden und selbstverständl ich ist die obige Schlußformel das jedesmalige 
Resultat gewesen .  

Nachstehend gebe i ch nun e ine  Zusammenste l lung der  Umfahrungsp lani­
meter,  d i e  nach obigem Prinzipe arbe i ten, mit Angabe ihrer wichtigsten kon­
struktiven Merkmale, d i e  für die in d i eser Abhandlung gegebenen mathemati­
schen Theorie von Belang s ind.  

1-i'fame des Plani- 1 . i----.·- „ 1 Integd�r�- 1 
meters Leitkurve Le1tflache vorrichtung Anmerkung 

Polarplanimeter Kreis B = O !Rolle läuft auf dem 

Mil ler-Amsler (Radius 1t1) (Bei  Pol Integrier-
i nnen) rol le 

Linearp lan imeter Gerade B== 0 

Coradi Integrier-
Wetl i -Starke (Radius o:i) rolle 

Kugelroll- Gerade B = O Zyl indrische 
p lan imeter Integrier-

rol le  
' Coradi ·  (Radius o:i) 1 ! 

Papier 

Achse ist II 
Fahrarm 

Rol le läuft 
e iner Sehei 

Achse ist 1 
Fahrarm 

zum 

auf 
be 

zum 

Rolle wälzt sicl 1 auf 
l e iner Kuge 

Achse ist I I zum 
Fahrarm 

2. Mit  vol ler Umdrehung des Stabes. 
AM 1 = 1 a 1 I 1 dfh 1 + 1 a 1 21t . . . . . . XVI) 

r 
I 1 dfh 1 = I 1 dry 1 + 21t 1 b 1 • • • • • XXII) 
r r 

AM = 1 a 1 I J dry 1 + 1 a 1 21t + 2 1 a 1 . 1 b 1 " • XXIV) 
r 

Planimeter, d ie  nach d ieser Formel arbeiten, s ind bis jetzt i n  der Praxis 
nicht verwendet worden, könnten aber, wie schon früher erwähnt, n ach Art 
der durchschlagbaren Coradi-Polarplanimeter ohne weiteres realisiert werden . 

XII. P 1 a n i m e t e r m i t k o n s t a n t e r L e i t f 1 ä c h e .  
jetzt müssen d i e  Gle ichungen XXI) und XXII) i n  d ie  Gle ichungen XVII) 

und XVIII) substituiert werden, um die Schlußformeln zu erhalten . Sel bstver­
ständl ich muß man auch hier d ie  beiden folgenden Untergruppen getrennt  
behandeln .  
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1. Ohne volle Umdrehung des Stabes. 

Ao = 1 a 1 f 1 dfJ2 1 + 1 t 1 2 TC • 
r 

JfdfJzl = ffdf)I 
r r 

Ao = 1 Ct 1 .f 1 df) J + 1 1 1 2 TC • 
r 

XVII) 

XXI) 

. XXV) 

Dieser Fall hat bloß theoretisches Interesse; es ist aber si cherlich n icht 
ausgeschlossen, daß ein Instrument nach d iesem Prinzipe konstruiert werden 
könnte. 

2. Mit voller Umdrehung des Stabes. 
AM = 1 n 1 .f 1 df)2 1 + 1 a 1 2 TC + 1 t 1 2 TC • XVIII) 

r 
.r 1 dfJ2 1 = I 1 df) 1 + 2 1 b 1 TC • XXII) 
r r 

AM = 1 et 1 .f 1 <tf) 1 + 1 a 1 2 lI + 2 1 a 1 . 1 b 1 TC + 1 1 1 2 TC XXVI) 
r 

D ies ist d ie wohlbekannte Formel für das Polarp lanimeter bei Pol innen, 
d ie  von E. Dolezal 15) auf Se ite 1074 ff .  für d i eses Instrument abgele itet wurde. 
Man ersieht daraus auch sofort d ie addit ionelle Konstante.  

K = { 1 a 1 2 + 2 1 a 1 • 1 b 1 + 1 t 1 2} TC • • • • • II, 
d i e  ja d ie  Fläche des Grundkreises darstel lt .  D iesen Grundkreis darf man natür­
l i ch n icht mit  der Fläche des Leitkreises verwechseln .  D iese beiden Kreise 
unterscheiden sich stets um eine Konstante . 

Der Grundkreis ist ja, wie man ohne weiteres aus der Formel ersieht, 
die Fläche, bei der d ie  Integrierrol le  konstant d i e  Lesung Nul l  gibt. 

XIII. P 1 a n i m e t e r m i t v a r i a b 1 e r L e i t f 1 ä c h e. 
D ies  ist der allgemeinste, auch alles vorhergehende umfassende Fall, 

der sich, wie folgt, darstel lt, wobe i  die Gle ichungen XIX) und XX) mit den 
Gleichungen XXI) und XXII) in Verbindung gebracht werden . 

1 .  Ohne vol le  Umdrehung des Stabes. 

A0 = 1 a 1 f 1 df)2 1 + Bv XIX) 
r 

J 1 df)2 1 = f 1 df) 1 • • XXI) 
r r 

A0 = 1 a 1 J 1 df) 1 + B v XXVII) 
r 

2. Mi t vol ler Umdrehung des Stabes. 
AM = 1 a 1 .f 1 df)2 1 + 1 a 1 2 TC + Bv r 

.r 1 df)2 1 = .r 1 df) 1 + 2 1 0 f TC • • 
r r 

AM = 1 a 1 J 1 df) 1 + 2 1 a 1 • 1 b 1 1t + B V r 

XX) 

XXII) 

. XXVIII) 

15) E. Dolefal: Hand- und Lehrbuch der Niederen Geodäsie, 1. Band. 
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Auf d iesen Formeln basiert das Stangenplanlmeter von H .  Prytz. Das 
Integral S 1d{)1 wird, da an der Schneide keine Meßvorri chtung vorhanden ist, 

r 
durch direkte Messung mit einem Maßstab gefunden, wobei man das Integral, 
das d i e  Summe der Querverschwenkungen darstel lt, einfach durch eine Gerade 
approximiert. Die Leitfläche oder, wie sie H aman 16) nennt, Restfläche Bv 
ist meist sehr kle in, so daß man sie, da  das Instrument ohnehin bloß e ine geringe 
Genauigke it besitzt, zumeist vernachlässigen kann. Ist d ies e inmal ausnahms­
weise nicht der Fall, so muß auch die Restfläche Bv umfahren werden und es 
entsteht eine neue, sicherlich vie l  kleinere Restfläche B'v, die man bestimmt 
vernachlässigen kann. Dieses Instrument arbeitet also nach dem Prinzipe der 
I t e r  a t i o n ,  welches beim Auflösen von Glei chungen in der Mathematik 
ja oft auch schneller zum Ziele führt als der strenge theoretische Weg. 

XIV. S c h 1 u ß b e m e r  k u n g e n. 

Das wesentl i che d ieser Abhandlung i st also, daß es mir gelungen ist, eine 
allgemeine mathematische Theorie der Planimeter zu geben, in die sich a l le  
Planimetertypen ohne jeden künstli chen Zwang organisch einordnen. 

An Versuchen dazu hat es ja bekanntlich nicht gefehlt. Ich will hier bloß 
e inige Lösungen auf d iesem Gebiete erwähnen. 

Jordan gibt in seinem H andbuche 17) e ine allgemeine Planimetertheorie , .  
d ie aber le ider weniger mit mathematischen Hi lfsmitteln, sondern mehr durch 
anschauliche Beweise vorgeführt wird, so daß es unsicher ist, ob  die abgeleiteten 
Formeln nicht nur für den bestimmten speziel len Fall oder auch im al lge­
meinen Fall Gültigkeit haben. 

Einen anderen eigenen Weg ging j. Groenevelcl in der Zeitschrift für 
Instrumentenkunde Berlin 1927 in der Artikelre ihe „Eine neue Planimeter­
theorie". Es gelang ihm auch, e ine ziemlich umfassende Theorie aufzustellen. 

In besonders eleganter Weise erledigte K.  H eun 18) d iese Theor ie .  Er 
betrachtete d i� · Planimeterbewegung vom kinematischen Standpunkte aus. 
Dadurch gelangte er sehr schnell zu den bekannten Schlußformeln und es ist 
nur schade, daß er sich bloß auf zwei Spezialfäl le  beschränkte. 

Zum Schlusse möchte i ch noch bemerken, daß es, wie i ch es an mehreren 
Stellen bewiesen habe, vollständig unberechtigt i st, einen Unterschied zwischen 
„Pol innen" und „Pol außen" zu machen. Es müßte statt dessen r ichtig immer 
„Mit voller Umdrehung des Stabes" und „Ohne volle Umdrehung des Stabes" 
heißen. Leider i st d ie  falsche Bezeichnung sehr häufig. 

16) Hamann: Z. f. Vermessungswesen (Stuttgart) Band 25. S. 646. 1896. Über das 
Stangenplanimeter. 

17) jordan-Eggert: Handbuch der Vermessungskunde, II. Band, 8. Aufl., Stutt­
gart 1914, 18) 1(. Heun: Kinematik. S. 233 ff. Sammlung Schubert, Bd. 37. Leipzig 1906. 


