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Allgemeine mathematlsche Theorie der Umfahrungs-
‘planimeter in vektor-analytlscher Darstellung.

Von Ing. Dr. techn. Karl Ulbric h.

L. Elnleltende Bemerkungen

D1e Vektoranalysis, die in der Mathematik, Elektrotechnik. und Rhysik
zu einer ungeahnten Bedeutung gelangt ist, hat in der Geodasie merkwiirdiger-
weise noch wenig Anklang gefunden.

Wenn die vektorische Darstellungsart auch von A, Schreiber )
schon 1908 verwendet wurde, um das Riickwértseinschneiden in dieser Weise
darzustellen, so ist es leider doch wieder still darum geworden. |

Erst in neuerer Zeit wurde durch die Arbeiten von K. Friedric h?),
E. Hammer?3), J. Jung?, J. Miillerd), L. Schrut ka$) und beson-
ders durch R. Sc¢humann?) gezeigt, dall die Vektorrechnung auch bei den
Problemen der Geodisie und der Ausgleichsrechnung mit groBem Vorteil an-
gewendet werden kann.

Trotz abfélliger Urteile iiber die Vektorrechnung, die merkwurdlger-
weise nur von rein mathematischer Seite gekommen sind (z. B. F. Klein), ist es
ohne Zweifel, daB diese Darstellungsart in doppelter Hinsicht unleugba{re; Vor-
teile bietet.

a) In formaler Hinsicht: Die drei Raumkoordmaten werden durch einen
Vektor zusammengefaBt, so daf man an Stelle von dreigliedrigen Ausdriicken
bloR eingliedrige hat. Die Formeln reduzieren sich also auf ein Drittel, so daB
sie bedeutend iibersichtlicher werden. Das ldstige Arbeiten mit drei Kompo-
nenten entfdllt also, und wenn man dieselben aus irgend welchen Griinden ja
einmal bendtigt, so kann man sich diese ja immer leicht darstellen.

b) In logischer Hinsicht: Die Vektoren symbolisieren die Verhiltnisse so,
wie sie tatsédchlich in der Natur auftreten. Bei Kréften war ja das Zerlegen in
Komponenten blof ein Mittel, um diese Krafte rechnerisch zu beherrschen. In
Wahrheit tritt ja bloB die Resultante allein auf, die man jetzt leicht durch
einen Vektor darstellen kann. Beim vektor-analytischen Ausgleich tritt ein
besonders markantes Beispiel in dieser Hinsicht auf. Jede Seitendnderung kann
man ja in eine Streckung und in eine Querverschwenkung aufldsen. Diese Zer-

'1) A. Schreiber: Z. f. Vermessungswesen (Stuttgart), Band 37. S. 625. 1908. Das
Pothenotische Problem in vektor-analytischer Behandlung.

2) K. Friedrich: Neue Grundlagen und Anwendungen der .Vektorrechnung, Miinchen
und Berlin 1921, .

%) E. Hammer: Z. f. Vermessungswesen (Stuttgart), Band 51. S. 585, 1922, Vektorielle
und Rechenschieber-Auflosung trigonometrischer Aufgaben.

4 J. Jung: Uber giinstigste Gewichtsverteilung in" Basisnetzen. Diss. 1924,

5) J. Miiller: Bayrische Z. f. Vermessungsw. S. 113. 1926. Das Riickwértseinschneiden
im Raume, behandelt nach der Vektormethode. .

8) L. Schrutka: Ost. Z. f. Verm. (Wien), 25. Jahrg. S. 73. 1927. Vektorische Dar-
stellung der Theorie des Polarplanimeters.

”) R. Schumann: Z. f. Vermessungswesen (Stuttgart), Band 55. S. 609 1926. Vektor-
analytlscher Ausgleich geschlossener geodidt. Figuren in der :Ebene,



legung ist zwar willkiirlich, charakterisiert die Verhdltnisse aber sicher sehr
gut. Trotzdem ist es’aber entschieden bedeutend vorteilhafter, mit dem Fehler-
vektor selbst zu operieren, da er ja tatséchlich sofort und ohne Umwege die
Punktverschiebung angibt.

In dieser Abhandlung will ich nun zeigen, wie man die ,,Theorie der Plani-
meter mit Hilfe von Vektoren in sehr knapper und trotzdem vollkommen
strenger Weise ableiten kann. Wie weit iiberlegen diese Ableitungen den ge-
brauchlichen analytischen Beweisen sind, werde ich fallweise, soweit diese
Beweise {iberhaupt schon einmal behandelt wurden, an Gegeniiberstellungen
zeigen.

II. Einfithrung in die Symbolik der verwendeten
Vektoren.

Nachstehende Bemerkungen verfolgen den Zweck, die verwendeten
Vektorsymbole eindeutig zu prézisieren. Dies ist um so mehr nétig, als die
Vektoranalysis gleich der Photogrammetrie eine Wissenschaft ist, die sich
noch in lebendigster Entwicklung befindet.

Infolgedessen ist man heutzutage gendtigt, sich beim Studium jeder
vektor-analytischen Abhandlung die Symbolik des betreffenden Verfassers zu-
rechtzulegen. Dies ist allerdings nicht zu verwundern, da auch die Vorschldge
der AEF, die ja Normen darstellen sollen, selbst noch mehrere Variationen
enthalten.

Ich habe mich vorwiegend an die Bezeichnungsweise gehalten, wie sie
mir von meinen Hochschulstudien her geldufig ist. Die Vektoren bezeichne
ich mit kleinen deutschen Buchstaben und deren absolute Betrdge, also deren
Lange, mit den entsprechenden lateinischen Buchstaben.

Gegeben seien zwei Ortsvektoren v und ¢, die ich folgendermaBen be-
zeichne:
=X 0 Y]+ ]
= X, *‘yz]‘f'zz J

In Gleichung 1) bedeuten x; y; z; und x, ¥, 2z, Cartesische Koordinaten
und i j T die Einheitsvektoren in der x y 2-Richtung. Das innere Produkt
lautet

—

1)

5

(t)=|v].|s|costs =X, X+ Yy Vot 242 - - - o . . . 2)
Dieses Produkt stellt einen Skalar, also eine Zahl dar, wird aber im fol-
genden wenig auftreten.
Das duBere Produkt stellt eine Flache dar. Deren GroRe gibt Formel 3),
das ist die Lange des auf der Fldche normalen Vektors. Die Rechenvorschrift

zur Bildung des duBeren Produktes gibt die Formel 4).
[[rs][=

)

)

i it
les] =[xy ¥ 20| . . . . ... .4
Xy Va2 2
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Da aber bei der Ableitung der Planimetertheorie blofl ebene Vektorrechnung
betrieben wird, die I-Komponenten also Null sind, spezialisieren sich die For-
meln wie folgt: : ‘

(s) =Xy X+ Y1¥e - - . . .. ... ... .0
| g |-
[rS]Z ,\’1 yl ? e e e e ,‘ e e . 6)
(X Y2 O
T

Das dufere Produkt [vs] stellt also einen Vektor dar, der senkrecht aui der
Ebene vs steht, und zwar so, daB ein rechtsliufiges Koordinatensystem
entsteht.

In der ebenen Vektorrechnung kann man [vs] als einen Skalar auffassen,
dessen Grofe die Flache des aus v und s gebildeten Parallelogramms darstellt.
In dieser Abhandlung stellt sich das dufere Produkt so dar:

Xy W
Xo Ve ,

Selbstverstdndlich ist hier nicht der Ort, um die in der Abhandlung ver-
wendeten Sdtze der Vektorrechnung zu beweisen. Ich werde aber dort, wo ich
seltenere Formeln verwende, immer auf die Beweise in der entsprechenden
Literatur hindeuten. Die vorstehenden Zeilen haben also den Zweck gehabt,
die Unklarheit in den Bezeichnungen zu beseitigen, die ja der Hauptgrund fiir
die Unbeliebtheit dieses Zweiges der Mathematik ist.

[vs] = =X\ V= VX . ... 8)

IlI. Strenge Ableitung der allgemeinen Planimeter-
theorie.

Es bewege sich ein Fahrarm AB (Fig. 1), dessen Spitze A eine geschlos-
sene, zu planimetrierende Figur [' umfahrt und dessen Endpunkt B sich stdndig
auf einer zweiten Kurve, der sogenannten Leitkurve, bewegt. Der Stab soll
vorldaufig in jeder Richtung vbllige Bewegungsfreiheit haben und erst spater
sollen gewisse Beschrdnkungen in der Bewegungsrichtung angenommen werden,

‘Die Punkte A und B seien durch ihre Koordinaten in Bezug auf ein beliebig
eingefiihrtes Cartesisches Koordinatensystem gegeben. Der Fahrarm, dessen
Léange gleich der Distanz AB ist, sei durch den Vektor a definiert. Gelangt er
nun durch eine infinitesimale Verschiebung in die Lage A’B’, so wird die Fldche
ABB'A’ tiberstrichen und es ist jetzt die Aufgabe zu l6sen, diese Fliche durch
die auftretenden Vektoren zu bestimmen. Aus der Figur ersieht man, daB
folgende Vektoren vorkommen:

a) Ortsvektoren

r=xp1 4 Yy

5 = X1 + Ve i
v dv = (X 1 odxg)i o (0 dy)j
s+ ds = (Xp + dXy)1 + (v, + dyy)

e o e
—_—
~—



11

b) Freie Vektoren
a=(x — Xg)i Oy — Yo)i
dr = dx, i + dvij D)
s = dx, 1 4 dx,]
Anmerkung: Die Unterscheidung zwischen Orts- und freien Vektoren
spielt hier allerdings keine wesentliche Rolle, wurde aber angefiihrt, da die
in der Physik vorkommenden Vektoren nicht immer freie Vektoren sind.

1Y
A

\
Y

Fig.1.

Die infinitesimale Fliche ABB’'A’ zerlegt man sich bequem durch die
Diagonale AB’ in zwei Dreiecke, so daR folgende Relationen auftreten:

dF = ABB'A” . . . . . . .. ... ... 003

dF = ABB' + AB’A" . . . . . . . . .. ... .4
oder eine Abkiirzung

dF =dF,+dF, . . . . . .. . .. ... ...5

Diese Dreiecke kann man sich jetzt, wie im Abschnitt Il ausgefiihrt, durch
Vektorprodukte ausdriicken.

Dreieck ABB’: ,
dFy={%ldsa] . . . . . . . . . . . .6

ferner ist: ,
sta=x. . .. . .. ... ...71
a=r—5%. . ... ... .....98

| 9
dF, = L [dsy] — Y[ds<) . . . . . . . . 10)




Dreieck AB’A’:

dF,=}[dx,a —ds] . . . . . . . . . 11)
dF,=1L[dva] — L[dvds]. . . . . . . . . 12)
dF, = L[dv,x —s] — L [dvds] . . . . . . . 13)
dF, = i[dvy] — L[dre) — L[dvds) © . . . . . 14)

[dv ds] ist klein von hoherer Ordnung, kann also vernachlassigt werden. Aufer-
dem kann man die Gleichung 14) umformen, so daf sie folgende Gestalt an-
nimmt :

dF, = §[dvy] 4+ Y[sde). . - . . . ... . 1b)

dF = L[dvy] — 4[ds 5] + L[dsx] + &[sdx). . . . . 16)
Nach einem Satz der Vektoranalysis besteht folgende Relation 8):

[sdv] 4+ [dsy]=d[sx] . . . . . . . . . 17)
dF = Ldvy] — L[dss] + Ld[sx] . . . . . . . 18)

Diese Gleichung stellt also das infinitesimale Flachenelement in vektorischer
Form dar. L&At man jetzt durch den Fahrstift A die geschlossene Kurve I’
umfahren, so muf man {iber I' integrieren:

F=1f[dvy] —%§[dss]+ +§d[sx] . . . . . . . D
T T r

Um diese Gleichung mit bekannten Ergebnissen vergleichen zu konnen,
fithren wir analog wie in Abschnitt II Gleichung 8) die Koordinatenkompo-
nenten ein, so daf sich die Gleichung 1) wie folgt transformiert:

Fes |t g
T T

F= %5;‘(3’1‘(13'1 — X, dyy) — '-iffr()’z dxy — X, dy,) + %frd(xl Yo — Xo ¥p) . 20)

dx, dy,
Xy W

dx, dy,
Xo Vo

X1 W
Xy Vol - - -

19)

Dies ist aber dieselbe Gleichung, blof mit anderer Bezeichnung, wie sie
A. Galle?) auf Seite 75 nach einer trotz Weglassung von Zwischenrechnungen
noch immer sehr langen und miihevollen Ableitung erhdlt. Schon daraus er-
sieht man, wie {iberlegen die Vektorrechnung gegeniiber der analytischen Be-
rechnung dasteht.

Anmerkung: Die Gleichung 1) kénnte man auch direkt erhalten, indem
man die gegebenen Werte direkt in die vektorische Flachenformel fiir Vier-

ecke substituiert,
Fortsetzung foigt.

%) Beweis siehe S. Valentiner, Vektoranalysis, Berlin und Leipzig 1923,
9 A. Galle: Mathematische Instrumente. Leipzig und Berlin 1912,
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Allgemeine mathematische Theorie der Umfahrungs-
planimeter in vektor-analytischer Darstellung.
Von Ing. Dr. techn. Karl Ulbrich.

(Fortsetzung.) -

IV. Diskussionder Gleichung .

F=3 f[dn]—ﬂ[dss]%— 1d[sl] )

Kehrt ‘der Fahrarm wneder in seine ursprungllche Lage zuruck so fallt
das letzte Integral weg, da es das Integral eines vollstindigen Differentials
fiber eine geschlossene Kurve darstellt.

Jdlst]=0. . . . ... ..... .1
T

Diese vorausgesetzte Eigenschaft ist bei den gebrauchlichen Umfahrungs-
planimetern stets erfiillt, blol beim Stangenplanimeter von M. Prytz ist dies
nicht der Fall. Der Fahrstift A kommt bei diesem ‘Instrument zwar wieder
auf den gleichen Kurvenpunkt zurfick, die Leitlinie ist jedoch dadurch, daf3
die Schneide bloB eine Bewegungsrichtung frei hat, ungeschlossen. ,

In diesem Falle hilft man sich mit der mathematischen Fiktion, dal man
sich die Schneide aufgehoben und auf ihren Anfangspunkt zuriickgedreht
denkt, so dal} also die Flache, die die Schneide umfédhrt, kiinstlich geschlossen
wird.

Durch diesen Kunstgriff ist man also in der Lage, die untenstehende
Formel auf alle Planimeter anwenden zu konnen,.

Feyflded —4[[dss] . oo oo .. )
T T i

Die Frage nach der Bedeutung dieser Ausdriicke 143t sich geometrisch in sehr
schoner Weise behandeln.

Fist die vom Fahrarm a uberstrlchenfe Flache. chhtlg sind die Voraus
setzungen, wann diese Fldche positiv und wann sie negativ.zu zahlen-ist. Es
hat: sich da bei allen :Planimeterkonstruktionen eingebiirgert, daf diejenigen
Flichen, die vom Vektor a von links nach. rechits diberstrichen:werden, als
positiv und diejenigen, die im entgegengesetzten Bewegungssmn befahren
werden, als negativ gelten. , S '

Die beiden. Integrale stellen sozusagen eine-. Komplanatlon in Polarkuord1
naten dar 19), bei der: sich ebenfalls, je nach der Bewegungsrichtung, positive.
und negative Sektoren -ergeben. Das erste Integral stellt die zu planimetrie-
rende Fliche A dar und das zweite Integral stellt die von der Leltkurve ein-
geschlossene Fliche B dar. (Siehe Fig. 2.) L S TR

1jl[du‘]—Ol35-1(’)—.05710 Sl 2)

l[dx =A. " . ,. o 3)
IW41—09n130—013M90,A'  _'®

R

10y Sjehe L. Schrutka, Elemente der HoherenMathematxk lLAtufl ien 1924 Seite.194.
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s[ldssl=B. . .. ... ... 5)
T T

‘Kompliziertere Flichen zerlegt man sich durch Stitzgérade, die f dem
Falle die Tangenten an die Kurven von O aus sind, in einfache Sektoren,
so daf die obigen Relationen immer Geltung haben. Die Gleichung II) hat also
nach der geometrischen Interpretation folgende Gestalt:

F=A—-—B............1)

Dieée Gleichung stellt die Fundamentalgleichung fiir sdmtliche Um-
fahrungsplanimeter dar. ' a

1Y

Diese Fundamentalformel leitete auch der Gottinger Mathematiker
F. Klein 1) ab, indem er die infinitesimale Bewegung des Fahrarmes in 3 Ele-
mentarbewegungen zerlegt und die Elementarvierecke durch einen Integrations-
prozel aufsummiert. Dazu ist zu sagen, daf eben bei der vektor-analytischen
Darstellung die kiinstliche Zerlegung in 3 Elementarbewegungen unnétig wird.

Bemerkenswert ist ferner, wie auch schon F. Klein erwdhnt, daR die
Planimeter die Flicheninhalte samt dem richtigen Vorzeichen ergeben. Das
Mobius’sche Vorzeichenprinzip, das dieser Mathematiker zum ersten Male
konsequent in die -Geometrie eingefiihrt hat, wird durch diese hdchst sinn-
reichen Instrumente automatisch durchgefiithrt. Dies ist sicherlich erstaunlich,
wenn man ‘bedenkt, dal bei sehr verschlurigenen Kurven auch der geschulte
Mathematiker Miithe haben wird, die Sache richtig zu treffen.. :

Diese wertvolle Eigenschaft der Planimeter ist aber ;nicht bloR von
theoretischem Interesse, da solche Kurven auch in der Praxis zu planimetrie-
ren sind. Es kommt vor,*daB Kurven die Bezugsachsen durchschnciden, so-

11y F. Klein: Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus. 2. Band, Geo-
metrie, 3. Aufl. Berlin 1925. S. 11 ff. X
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dah positive und negative Flichen entstehen, die man, ohne Teilflichen
bestimmen zu miissen, in einem Zuge planimetrieren kann.

V Diskussionder Fundamentalgleichung.

F=A—-B . ... ........ 1)

In dieser Gleichung stellt A die Fliche dar, die zu planimetrieren ist.

Um die Gebrauchsformel zu erhalten, wird die Gleichung wie folgt umgeformt:
A=F+B ... V)

Es konnen jetzt drei Falle auftreten, die charakteristisch sind und den
verschiedenen Planimetertypen ihr Gepuige geben:

ay B=0 ... ... e 1)

by B=const.=B. . ... ... ... 2)

¢) B=var.=B, . . . .. )
ad a) In diesem Fall vereinfacht sich die Gebrauchsformel IV am meisten.
A=F . ., . ... Y e V) -

Dieser Fall tritt also dann ein, wenn man dafiir Sorge trigt, daB die von,
der Leitlinie eingeschlossene Flache gleich Null ist. Dies wird praktisch so durch-
gefithrt, daf man den Endpunkt B zwangsweise so fithrt, daf} er die Leitkurve-
einmal in positiver und einmal in negativer Richtung durchwandert. Zu
jedem | ds tritt also immer ein entsprechendes — ds auf, so daB sich die Fl4-
chen wegheben. Um die Diskussion vollstindig zu geben, mochte ich noch. be-
merken, daB es theoretisch ohne weiteres moglich wire, dal der Fahrarm
dabei eine volle Umdrehung macht. Dies konnte man in der Praxis mit einem:
durchschlagbaren Polarplanimeter sicherlich in die Tat umsetzen. Als Leit-

kurven wihlt man:
1. Einen Kreis.

Wenn der Kreismittelpunkt in O liegt, heiRen diese Planimeter Polarplani-

meter (Pol aufen).
2. Eine Gerade.

Diese Planimeter heifen Linearplanimeter. ;
ad b) In diesem Fall lautet die Gebrauchsformel folgendermaﬁen

A=F4+ B, ... .... VD

Dies ist ebenfalls eine bedeutende Vereinfachung der allgemeinen For-
mel. Als konstante Fldache wird aus leicht begreiflichen Griinden eine Kreis-
flache verwendet. _ ‘ -

Die Leitkurve ist also wieder, ebenso wie i a) L., ein Kreis, der aber
diesmal in einem vollen Umlauf umfahren wird. Auch hier mochte ich- noch
bemerken, daf es fiir die Theorie vollkommen belanglos ist, ob der Fahrarm
bei der Kreisumfahrung eine volle Umdrehung um sich selbst beschreibt
oder nicht. Dies hat blo auf die Abwicklung der Integrierrolle EinfluB,

In diese Planimeterkategorie gehort das Polarplanimeter mit dem FPol
innen, . ,

ad c) In diesem Fall hat die Gebrauchsformel folgende Gestalt:

A=F4+ By . . ... ... i)}
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Diese Formel weist tiberhaupt keine Vereinfachung auf. Sie ist also die
umstindlichste und, da man in diesem Falle auch die Griofie der Restflichen
B, bestimmen mupB, sicher auch die ungenaueste Formel. Nach diesem Prinzip
arbeitet das schon in Abschnitt IV erwidhnte Stangenplanimeter.

'Wie man also leicht bemerkt, ist das Gemeinsame an allen drei Gebrauchs-
formeln, ‘daB ntan auf jeden Fall die vom Fahrarm iiberstrichene Fliche F Dbe-
stimmen muB. Die theoretischen Ableitungen und die Hilfsmittel dazu werden
in den-nichsten Abschnitten gegeben werden. (Fortsetzung folgt.)

Referate.
Dritter Internationaler Kongref} fiir Photogrammetrie, Ziirich 1930.

Mit der Durchfithrung des III. Internationalen Kongresses, der vom 6. bis 10. September
in Ztirich abgehalten werden wird, wurde die Schweizerische Gesellschaft fiitr Photogrammetrie
betraut. Derselbe wird den Teilnehmern durch Vortradge und eine Ausstellung
einen Uberblick tber die Anwendung der Photogrammetrie und tiber die Fortschritte im
Instrumentenbau geben. In dffentlichen D is k ussio nenwerden aktuelle Fragen behandelt
und Klarung tiber die Vor- und Nachteile bestimmter ‘Methoden und der hiebei verwende-
ten Instrumente geschaffen werden. Zu diesem Zwecke werden Kommissionen gebildet wer-
den, von denen. vorldufig solche fiir terrestrische Photogrammetrie, Luftphotogrammetrie,
photographische Objektive, Verschliisse, Reihenbildner, Platten, stereoskopische Rontgen-
aufnahmen, Gebdudephotogrammetrie und fiir Ausbildungsfragen vorgesehen sind.

AnldBlich des Kongresses wird der VII. Band des im Jahre 1908 unter der Redaktion
von Hofrat DoleZal von der @sterreichischen Gesellschaft fiir Photogrammetrie gegriin-
deten Internationalen Archives fiir Photogrammetrie erscheinen.
Der RedaktionsausschuBl wird aus den Herren Prof. F. Baeschlin, Prof. E. Dolezal
und Prof. E. Eggert bestehen. Der 1. Teil des VII. Archivbandes wird unmittelbar vor
dem KongreB erscheinen und Landesreferate iiber die photogrammetrisclien Arbeiten in den
einzelnen Staaten sowie auch wissenschaftliche Artikel, welche am Kongre weder als Landes-,
noch als Kommissions-Referate gehalten werden, bringen. Die Manuskripte hiefiir sind bis

lingstens Mitte Mai dem geschaftsfilhrenden Redakteur Prof. F. Baesc h lin,
Eidg. Techn. Hochschule in Zirich, einzusenden.

Im Anschluf an den photogrammetrlschen KongreB wird der Internationale
Geometer-Kongrel stattfinden., Die Ausstellung fir Photogrammetrie wird dem-
zufolge mit derjenigen des Internationalen Geometer-Kongresses verbunden sein und dauert
demzufolge vom 5. bis 14. September 1930. Das Arrangement der Ausstellung hat Herr Prof.
Ed. Imhoff, Ziirich, Eidg. Techn. Hochschule, tibernommen, an den diesbeziigliche An-
fragen zu richten sind,

Anfragen bzw. Anmeldungen wegen Teilnahme an dem KongreB sind an den General-
sekretdr des Kongresses Herr Dr. Max Z el l er, Ztrich, Eidg. Techn. Hochschule, zu senden.

Fiir die Teilnahme am KongreB werden sieben verschiedene Karten ausgegeben:

1. Gesamtkarte, . giiltig fur alle Veranstaltungen, inklusive Dampferfahrt,

Bankett und Exkursionen . . . . . . . . . 060 Schw. Fr.
2. Damenkarte, giiltig fiir alle Veranstaltungen mklusnve Dampferfahrt und ‘
‘ Bankett, mit Ausnahme der Exkursionen . . . .20 '
3. a) KongreBkarte, giiltig fiir alle Vortrige, die Dlskussmnen d1e Dampfer-
fahrt und die Ausstellung in Ztrich . . . B 1) )
3. b) 'KongreBkarte, wie: 3 a), jedoch ohne Dampferfahrt P 14 "
4, Bankettkarte . . . . . 15 '
5. Exkursionskarte nach Bern mklusxve Bahnfahrt und anschenverpflegung 15 '
6. Exkursionskarte nach Heerbrugg inklusive Bahnfahrt und Zwischenver-

pflegung . . . . . . . . 0. 0w e s .. 1D '
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gewinnt also den Eindruck, daB der Trienter Bergbau sich Jahrhunderte hin-
durch in vélliger Getrenntheit von dieser Bergbaugruppe entwickelt haben
mubB. Dieser SchluB, der durch das Fehlen aller Ansdtze von MeBkunst nahe
gelegt wrd, gewinnt noch etwas an Wahrscheinlichkeit, wenn man folgendes
bedenkt: Wie schon erwahnt, half man sich noch 1208 im Trienter Bergbau
mit dem ,,laborerium, ubi trahitur aqua’, man hatte also noch keinen Stolln.
Unser ,,Actufus” von 1213 war daher vermutlich der erste Stolln der Gegend.,
Unsere Urkunde von [213 atmet den Geist treuherziger Ehrlichkeit. Man
mutmalt unwillkiirlich folgenden Sachverhalt: Man hatte Stollnbauunter-
nehmer gewonnen zur Bewdiltigung des Wassers in der Grube des Ritters von
Gand. Ein Stollnhieb war ihnen zugestanden worden, und in gutem Glauben
nahm man beiderseits an, daf die Stollnbauunternehmer am Stollnhieb gut
verdienen wiirden. Aber sie arbeiteten in Wirklichkeit mit peinlichem Verlust
und suchten sich schadlos zu halten, indem sie seitwirts dem Erz nachgingen
und ihr Ziel, die Gand-Grube, aus dem Auge verloren. Daher der Streit, und
man glaubt herauszufithlen, wie ehrlich-peinlich der Fall empfunden wurde,
und wie man bemiiht war, den Interessen der Stdllner nach Moglichkeit ent-
gegenzukommen, Man kann daher kaum noch zweifeln, dal ohne alle Erfahrung
der erste Versuch eines Stollnbauunternehmens vorlag.

Demgegeniiber hat man im Schemnitzer Bergrecht schon Suchstolln
und Erbstolln und einen sehr sorgfaltig durchgebildeten Abschnitt ,,vom Recht
des Erbstollns’. Also auch diese grole Verschiedenheit drangt zu dem Schlusse,
daB eine Jahrhunderte lange getrennte Entwicklung der Gebrduche des Berg-
baus — hie Trienter Bergbau, hie bohmisch-ungarisch-sachsischer Bergbau —
ohne gegenseitige Beriihrung stattgefunden haben muB.

Allgemeine mathematische Theorie der Umfahrungs-
planimeter in vektor-analytischer Darstellung.

Von Ing. Dr. techn, Karl Ulbrich,.
(Fortsetzung.)

VI. Strenge Ableitung der GroBe der Fahrarmflidche.

Um das infinitesimale Flichenelement ABB' A’ (Fig. 3 und 4) zu iiber-
streichen, denkt man sich die infinitesimale Bewegung des Fahrarmes aus einer
Parallelverschiebung und einer nachfolgenden Drehung zusammengesetzt. Diese
Zerlegung kann man auf zwei verschiedene Arten vornehmen:

a) Man verschiebt zuerst den Stab parallel nach A; B’ und dreht dann
um den Winkel + d¢ im Uhrzeigersinne bis zur Lage A’ B' (Fig. 3).

b) Man verschiebt zuerst den Stab parallel nach A’ B; und dreht dann
um den Winkel — d¢ bis zur Lage A’ B’ (Fig. 4).

Bei diesen Zerlegungen wird also immer zuerst ein Parallelogramm und
dann ein Kreissektor iiberstrichen, wobei auf die Vorzeichen dieser Flachen
nach dem im Abschnitt IV bemerkten, gebithrend Riicksicht zu nehmen ist.
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Fig.3.
ad a) dF = ABB'A, + A\B'A — AA'A, . . . .. . .1
dF =dF, + dFg—df . . . 2)
Die Fldche des Parallelogramms ABB'A, betragt: dF, = [dsa] . . . 3)

Sektor A, B’ A’: Da der Fahrarm a ein Vektor von konstanter Linge
|a| ist, so kann die differentiale Anderung da nur normal zum Vektor a er-
folgen 12),

dala .. ... ... .. .. 4

Infolgedessen ist die Anderung A; A’ identisch mit d
dF =4 [daa] - . . . . . . . . . ..
Dreieck: A A’ A;: df=4%dds] . .. .. ... . . ..6

Diese Dreiecksflache kann man, da df klein von hdoherer Ordnung ist, ver-
nachldssigen.
dF = [d a]l + { [daa] — 4 [dvads] . . . . . . .7

F=/[d a[+ &[[daa] .= . . ... .. VI
I I

Um diese Formel mit schon bekannten Ergebnissen vergleichen zu konnen,
wird sie mittels der Koordinatenkomponenten auf die analytische Form ge-
bracht,
a=(x1—x2)i+()’1—)’2)i P 8)
do=d(x, —x)i+d@i—Y)i . ... .. .9

12) Beweise siehe J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung, 2. Aufl. Stuttgart 1926.
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F— 2 2 Ly v el mAL e sel e
S Xy — X3 Y172 T JI X1 — X Vi— Y2 10)
T r .
F= fr{(yl — ¥a) dx, — (X, — X;) dyz ) +
+ ¥ fr{ i =yd e — %) — (G =x) d@y =V} . . . . .. - 1)

WY

ad b) dF = ABB,A’ — A'B'B, — BB,B" . . . . . . L 12)

dF = dFp — dFs—df. . . . . . L 13)

Die Fliche des Parallelogramms ABB,A’ betrigt: dF, = [dra] . . . 14)
Sektor A’B,B’: Diese Fldche ist ebenso groB wie bei det érstén Zerlegling.

dFs= % [daa} . . . . . . . ... 15)

Dreieck BB,B': df = [d: ds] also dasselbe wie in Gleichung 6)
dF = [di'a] = L[daa]. . . . . . . . . . 16y
F=:£Mrﬂf—%éPMGf ......... IX)

Fiir Vergleichszwecke werden jetzt wieder die Koordinaten. eingefiihrt,
so daB diese Gleichung folgende Gestalt annimmt:

F=S] dx,  dy ,_%S‘Jd(xl_‘xz) d(y1“}'2)7. )
r

Xy = Xy Yy Yy Xe—Xg Vi~V
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F={‘{(}’1_}’2) dxl_(xl_x2)dy1}'_ '
—‘%'{{(yl_yz)d(xl—xz)_(xl_xz)d(yl_}’2)}- N £))

Die Gleichungen 11) und 17) sind identisch mit den Gleichungen, die C. Runge 13)
-nach' direkter analytischer Berechnung und darauffolgender umstindlicher
Umformung aufgestellt hat.

Jetzt ist noch der Beweis zu fithren, daB die Gleichungen VIII) und IX),
die ja dieselbe Flache darstellen, identisch sind. Dies erreicht man auf folgende

Weise:
t=s4a . .. ... ... .19

dt=ds+da . . . . ... .. 20)
Setzt man diesen Wert von Gleichung 20) in die Gleichung IX) ein, so erhilt
man:

F = [[ds + da,a] — & [[daa] . . . . . . . . 21)
T i\

F = [[dsa) + [[daa] — §[[daa]. . . . . . . 22
i\ r ~=~—T
F=/[[dsa]l + %[ [daa] . . . . . . . . 23

T T

Wie man also sieht, ist die Gleichung 23) identisch mit Gleichung VIII), was
zu beweisen war.

VII. Diskussionder Gleichungen VIII und IX,
F={ldsa +10(daa). . .. ... v
r r

F—_—S[dra]—%g[daa] ......... 1X)
\ T

Diese beiden Formeln sind so gestaltet, dal dem ersten Integral alle
Parallelverschiebungen und dem zweiten Integral alle Verdrehungen des Fahr-
arms angelastet sind.

Beide Male denkt man sich die Bewegungen getrennt kontinuierlich an-
einandergefiigt, also in zwei groBe einheitliche Bewegungsvorginge zerlegt,
die in Wahrheit nicht vorkommen. Dies sind also bloB mathematische, aber
auch sehr niitzliche Fiktionen.

Bei der Diskussion des zweiten Gliedes %S [da a], das also bloB von den
A .

Verdrehungen des Fahrarms abhingig ist, konnen zwei, voneinander grund-
sdtzlich getrennte Fille auftreten.

a) Der Fahrarm kehrt, o h n e eine ganze Umdrehung gemacht zu haben,
in seine urspriingliche Lage zuriick.

b) Der Fahrarm kehrt nach einer vollen Umdrehung um- sich' selbst
in seine Anfangslage zuriick.

18) C. Runge, Das Prytz-Stangenplanimeter. Z. f. Vermessungswesen (Stuttgart)
Band 24. S. 321 ff. 1895. ’
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ad a) Der Fahrarm schwingt um einen fix gedachten Punkt, wobei
man* sich die drehende Bewegung kontinuierlich zusammengesetzt denkt.
In diesem Falle wird

. %S: [daa]=0, . . ... ... .. )

da ja die obere und untere Grenze dieses Integrals gleich ist. Geometrisch liegt
die Sache so, daB der Kreissektor einmal im positiven und einmal im nega-
tiven Sinn iiberstrichen wird, so daB die Summe zu Null wird,

ad b) In diesem Fall beschreibt der Fahrarm um den fix gedachten Punkt
einen Vollkreis mit dem Radius |a|. Das zweite Integral nimmt die folgende

Form an:
¢+2n
W [daa=lalzn . ... 2)
9

Werden jetzt die Gleichungen 1) und 2) in die Gleichungen VIII) und
IX) substituiert, so erhalten wir zwei verschiedene Fille, die jetzt getrennt
behandelt werden miissen, (F, bedeutet Flache ohne vollstindige Umdrehung
des Fahrarms.)
a) Fo=[l[dsa) . . . . . . . . . .. VIII a)
r

Fow=[[dxa] . . . . . ... ... IX a)
‘ T

X

- Fig.h.

Man sieht also, daR die beiden Integrale einander .gleich sind.
Fo= [[dsa]l= [[dea] . . . . . . . . .-. . .. 3)
T r
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Fy= {I‘] |.|a|sin(3=f[dr|.[a|sinoc "
Fo=la| Ids|31n(3_|a]f]dr|31na ....... 5).

Wie man aus Fig. 5 ersieht, kann in den lntegralen dbh, und db, eingefiihrt
werden, sodaB sich folgende ‘Gleichung ergibt;

Fo=lal[ !dba‘l‘ = la| flasl .o 6)

In ‘dieser‘Doppelgleichung 6) stellen 5‘|db1| und f]d{)zl diejLangen der beiden

orthogonalen Trajektorien durch A und B in Bezug auf die verschiedenen
Lagen des Fahrarms dar. Es ist aus dieser Gleichung auch ersichtlich, daB
von den beiden Trajektorien durch A und B keine den Vorzug verdient, so
daB ich weiterhin, ohne irgend welche Einschrankungen zu machen, mit fol-
gender Formel X) allein operleren darf:

—lalfldyl .. X

F,, bedeutet Flache mit vollstindiger Umdrehung des Fahrarmes.
b), Fh= frlds ol +lal2m . ... VIII b)
F, = [[dva] —|a|?x . . . . . . .. IX b)

Fithrt man in diesen beiden Gleichungen die Zerlegungen analog wie in den Glei-
chungen 4) bis 6) ein, so erhélt man:

Fy=lal[]do+]altm .. X1y

='|.a|fr| by —lalPm. .. X1

Wie man sieht, ist zur Bestimmung der Fahrarmfliche im Falle a) und b) die
Ermittlung eines Linienintegrals notig. Das Hilfsmittel dazu ist die Integrier-
rolle, deren Theorie spdter noch behandelt wird. Der Unterschied zwischen den
Féllen a) und b) liegt darin, daB im Falle a). eine beliebige Trajektorie ausge-
messen wird, wéhrend im Falle b) die jeweils durch die mathematische Theorie
geforderte bestimmte Trajektorie rektifiziert werden mu8. ‘

Praktisch ist es jedoch meist nicht moglich, die Rolle am verlangten
Punkt anzubringen. Da hilft man sich derart, daB. man die Integrierrolle an
einem passenden Punkt anbringt und sich die mathematische Relation zwischen
der Trajektorie' der Integrierrolle und der geforderten Trajektorie herstellt.

Dadurch ist es auch moglich, daB ich in Hinkunft blof mit Formel X)
und XI) weiter operiere, was ich ohne weiteres tun kann, da zwischen Formel
XII) und XI) eine Trajektorienrelation besteht, so daf die Allgemeinheit der
folgenden Betrachtungen auch weiterhin bestehen. bleibt.

. SchlieBlich mgchte ich noch den, aljgemeinen Beweis fiir einen Sonderfall
geben, bei dem man die Unterscheidung der Fille a) und b) nicht nétig hat,
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‘TO Fig.6.
F={(dsal +5)[daa . ... .. VIII)
T I +
F={lova —%{[daq . ... ... 1X)
T T
2F = [[dsa] + [[dra] . . . ... .. S )
I r
2F = [[ds+de,a] . . . .. .. .. .. )
T
1.7& ds e dr
IN

Nach einem bekannten Satz der Vektorrechnung ist es aber gestattet,
an Stelle :der Hypothenuse die flir das &duflere Produkt gleich wirksame
Kathete db zu setzen, sodah sich die Gleichung 9) wie ifolgt transformiert:

F=[ld9al. ... X

Diese Gleichung ist der mathematische Beweis dafiir, daf die Abwicklung
der’Integrierrolle, die im Mittelpunkt des.Fahrarmes angebracht ist, tatsdchlich
propontional, der iiberstrichenen, Fliche:ist, ohne daB man. auf volle Umdrehun-
genydes. Stabes.umsich selbst zu.achten hat. Dies, ist sicher bemerkenswert, da
diese Eigenschaft fiir andere Punkte des Stabes bloB bei besonderen Voraus-
setzungen Gltigkeit besitzt (Fig. 6).



56

VIII. Anwendung der Gleichung XIlll aufdie Kurvimeter-

Theorie,
F=fHgal . X111y
dt):db";dbz ........... 1)
— db1+d[)2
F_SPQ ] .......... 2)
T
g[db al =S [d—"lig—d‘lz. a’ ......... 3)
T T
Sty a) =3{ (dv, al + 2fldv,a) . . ... 4
I T T
a | a
dhyy Lag. oo oo 5)
dh, | a
Sr|db|.|aysin90°.—_gSPydblHa]singoo+§£|dbz|.ya|sin900. .. 6)
lal§1d0] =3 lal{ v+ f1dnal} . . . . ... 7)
T T T
S1av] =5 {J1av,) + (laoal} . ... ... XIV)
T T T

Dies ist die Grundformel der Kurvimetertheorie. Voraussetzung ist also,
daB die zu rektifizierende Kurve mit dem Mittelpunkt des Stabes befahren wird
und der Stab immer normal zur Kurve gehalten wird. Die beiden Integrale
jld{)ll und fldbzl werden mittels MeRrddchen ausgewertet und das arithmeti-

sche Mittel glbt die gesuchte Kurvenldnge,

Die Gleichung XIV) ist identisch mit der, d1e F. Willers ¥) auf S, 57
speziell fiir Kurvimeter abgeleitet hat, Hier tritt sie blo als Spezialfall der
Planimetertheorie auf.

IX. Flachenformeln fiir alle Planimetertypen.

Um die Flichenformeln fiir die drei charakteristischen Planimetertypen
zu erhalten, werden in die drei, im V, Abschnitt erhaltenen Gebrauchsformeln,
jedesmal die im VII. Abschnitt erhaltenen Formeln X) und XI) eingesetzt.
Im folgenden werden die drei Sonderfille a) und b) und c) wieder getrennt
behandelt werden,
ad a) A=F . . ... ... .... V)

Jetzt konnen die zwei Unterfille eintreten. Erstens ,,ohne volle Um-
drehung” des Stabes und zweitens ,,mit voller Umdrehung’’ des Stabes. Beide

1) F. Willers: Mathematische Instrumente, Berlin und Leipzig 1926.
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Planimeter wiren theoretisch und praktisch durchaus moglich. Allerdings
kommt die zweite Planimetertype in der Praxis doch nicht vor, obwohl diese
Konstruktion mittels eines durchschlagbaren Instrumentes losbar wire.

1. Ohne volle Umdrehung des Stabes.

Ay=Fy, . . . . .. ... ... Y
Ag=lalf|dgs XV)
2. Mit voller Umdrehung des Stabes.
Ay=Fy. .. .. P )
AM=|a|fI‘|dI)2|+|a]2.n ........ XVI)
ad b) A=F4B., . . ... ... ... Vi)

Auch hier sind die zwei Unterfélle zu unterscheiden. Hier hat der erste
Fall bloB theoretisches Interesse, da er in der Praxis nicht angewendet wird.
Beziiglich der konstanten Flache B, ist zu bemerken, dal meist eine Kreis-
fliche mit dem Radius |t| gewahlt wird, deren Mittelpunkt im Ursprung O
liegt. Es bestehen also folgende Relationen:

Bo=|u2m . . . . oL 3)
A=F4t]g2n . . . 0000 4)

1. Ohne volle Umdrehung des Stabes.
Ag=Fo+t|?2= . . . . . . . .. .. 5)
A0=|a|I[|dbz|+\t]2w ........ XVII)

2. Mit voller Umdrehung des Stabes.

Ay=Fy+|e|2m . . . ... ... 6)
AM=Ialfpldb2|+|a|2w+|t|2n ..... XVII)
ad o) » A=F+B, ... . ... ... VI

Dies ist der allgemeinste Fall, der in der Praxis nur wenig Bedeutung hat,
Auch hier sind die beiden Unterfille auseinander zu halten.
1. Ohne volle Umdrehung des Stabes.

(SchluB folgt.)



75

taches, erstinstanzliches Verfahren fiir die laufende Beriicksichtigung der
Anderungen in der Kulturgattung eingefiithrt worden; die Beriicksichtigung
_ gedanderter Ertragsfahigkeit blieb jedoch nach wie vor dem schwerfalligen
und kostspieligen Gesetzeswege vorbehalten. Eine zweite, im Jahre 1910
fallige Revision hat nicht mehr stattgehabt und wurde auch vom Finanz-
ministerium gelegentlich einer Interpellation abgelehnt. Bei diesem Stande ist
es auch geblieben und es ist wohl mit gutem Grunde anzunehmen, daf sich,
wie anderwdrts, auch in der tschechoslowakischen Republik der Wunsch
nach einer Uberpriifung der Einschidtzungen immer lauter und machtvoller
gedubert hat und schlieBiich mit dem blofien Hinweise auf die Giite des
urspriinglichen Operates nicht mehr zum Verstummen gebracht werden

konnte. (SchluB folgt.)

Allgemeine mathematische Theorie der Umfahrungs-
planimeter in vektor-analytischer Darstellung.

Von Ing. Dr. techn. Karl Ulbrich,.
(SchiuB.)

X. Bestimmung der Linienintegrale und deren Rela-
tionmitder Ablesungander Integrierrolle.

In diesem Abschnitte werden die im Abschnitte VII angekiindigten Rela-
tionen zwischen den Trajektorien mathematisch durchgefiihrt. Wenn man
annimmt, daBsich die Integrierrolle im Abstande |b|von B befindet (siehe Fig. 7),
bestehen folgende Beziehungen, wobei d) die tatsdchliche Ablesung an der
Integrierrolle, df, das Bogenelement der orthogonalen Trajektorie durch B
und db die tangentiale Anderung von b darstellt,

|dbhy | — |db|=|db| .. ... .. .. 1)
Ildbe | =[Vvdy [+ [dol ... .. ... 2
Jetzt konnen wieder zwei Unterfille eintreten. Erstens ,,ohne volle Umdrehung”

und zweitens ,,mit voller Umdrehung” des Stabes.
1. Ohne volle Umdrehung des Stabes.

J1db| =0
r

Da die obere und untere Grenze dieses bestimmten Integrals gleich ist, fallt
dieser ‘Ausdruck weg.

Jldb | = [ay| ... ... .. . XXI)
r T

Diese Gleichung ist wichtig und besagt folgendes: Wenn der Fahrarm
keine vollstindige Umdrehung um sich selbst beschreibt, so ist bloB ndtig,
die Lénge einer beliebigen orthogonalen Trajektorie mittels der Integrier-
rolle zu bestimmen. Da in diesem Falle alle Trajektorien gleich lang sind, ist
es gleichgiiltig, wo die Integrierrolle angebracht ist, wenn nur deren Achse
parallel zum Fahrarm ist,
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2. Mit voller Umdrehung des Stabes.
< Jldb|=2r|D] . . .. . ..., 4)
r

Diese Gleichung besteht, weil b ein Vektor von konstanter Linge ist,
weshalb seine Anderung bloB in tangentialer Richtung erfolgen kann. Bei
voller Umdrehung wird dann der Kreis mit dem Radius |b| beschrieben. Die
Gleichung 2) nimmt jetzt folgende Gestalt an:

Jldyy = []dh|+ 2=|b1 ... ... XXI
N N

Y

Fig. 7.

Mit diesen Gleichungen ist der aufbauende Formelapparat geschaffen
und man kann jetzt zur Aufstellung der SchluBformeln und deren Diskussion
gehen, wobei ich die im V. Abschnitt angegebenen drei, durch die von der
Leitlinie eingeschlossenen Flachen unterschiedenen Planimetertypen getrennt
behandeln werde.

XI.Planimeter,deren Leitflache verschwindet.

In die Gleichungen XV) und XVI) miissen jetzt die Gleichungen XXI)
und XXII) eingefithrt werden, um die Schlufformeln zu erhalten.
1. Ohne volle Umdrehung des Stabes.

A0=|a|_;r‘|df)2| ..... L. XV)

frl dhy | = frl dy| . ... XXI)

Ay =lal[]dy] . ... .. L. XX
T
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Dies ist die wichtige und in der Praxis die am héufigsten verwendete
Schlufformel. Nach diesem Prinzip arbeiten die meisten Planimeter, die sich
zunieist nur durch die Form der Leitkurve und durch die Art der Integrations-
vorrichtung und deren Anordnung unterscheiden. Fiir jede dieser verschie-
denen Planimetertypen ist die mathematische Theorie besonders abgeleitet
worden und selbstverstandlich ist die obige SchluBformel das jedesmalige
Resultat gewesen,

Nachstehend gebe ich nun eine Zusammenstellung der Umfahrungsplani-
meter, die nach obigem Prinzipe arbeiten, mit Angabe ihrer wichtigsten kon-
struktiven Merkmale, die fiir die in dieser Abhandlung gegebenen mathemati-
schen Theorie von Belang sind.

NamemcéizrsPlam- Leitkurve | Leitflache Vg;tr?giﬁﬂ-]g Anmerkung
Polarplanimeter Kreis B=20 Rolle lauft auf dem
Papier
Miller-Amsler  [(Radius|t}))| (Bei Pol | Integrier- | Achse ist || zum
innen) rolle Fahrarm
Linearplanimeter | Gerade B=20 Rolle lauft auf
einer Scheibe
Coradi Integrier- | Achse ist | zum
Wetli-Starke  [(Radius o) rolle Fahrarm
Kugelroll- Gerade B = 0 | Zylindrische [Rolle wilzt sich auf]
planimeter Integrier- einer Kugel
; rolle
: Coradi- (Radius c0) Achse ist || zum
Fahrarm
2. Mit voller Umdrehung des Stabes.
Al =Tal[1dy, | +]al*w XVI)
[ldbl = [1dy]+25]B]. .. ... XX1I)

Ay =lal[{dy|+lal®mt2lal lpln.  XXIV)

Planimeter, die nach dieser Formel arbeiten, sind bis jetzt in der Praxis
nicht verwendet worden, konnten aber, wie schon frither erwédhnt, nach Art
«der durchschlagbaren Coradi-Polarplanimeter ohne weiteres realisiert werden.

XIl. Planimeter mit konstanter Leitflache.

Jetzt miissen die Gleichungen XXI) und XXII) in die Gleichungen XVII)
und XVIII) substituiert werden, um die Schlufformeln zu erhalten. Selbstver-
standlich muf man auch hier die beiden folgenden Untergruppen getrennt
behandeln.



1. Ohne volle Umdrehung des Stabes.

A0:|Q|‘f£‘|dbz|+|l|2n ....... XVII)
[ldog = [1ayr .. .. .. .. XXI)
T T
Ag=lal[ldyl+11]2mn .. .. .. XXV)
T

Dieser Fall hat blof theoretisches Interesse; es ist aber sicherlich nicht
ausgeschlossen, daf ein Instrument nach diesem Prinzipe konstruiert werden
kdnnte,

2. Mit voller Umdrehung des Stabes.

Ay=Tlal[ld,|+lal?x +|t|2=x .. . . XVI)
T

.{;ldbzlz.§1|db|+2|b|“ ...... XXII)

Ay =tal[ldy ]+ al*042]al.[blm+t]en .. XXV)

Dies ist die wohlbekannte Formel fiir das Polarplanimeter bei Pol innen,
die von E. Dolezal *®) auf Seite 1074 ff. fiir dieses Instrument abgeleitet wurde.
Man ersieht daraus auch sofort die additionelle Konstante.

K={lal®2+2]al.lb]+|tl2}n ... .. I,
die ja die Flache des Grundkreises darstellt. Diesen Grundkreis darf man natiir-
lich nicht mit der Fldache des Leitkreises verwechseln. Diese beiden Kreise
unterscheiden sich stets um eine Konstante,

Der Grundkreis ist ja, wie man ohne weiteres aus der Formel ersieht,
die Flache, bei der die Integrierrolle konstant die Lesung Null gibt.

XII. Planimeter mit variabler Leitfldache.

Dies ist der allgemeinste, auch alles vorhergehende umfassende Fall,
der sich, wie folgt, darstellt, wobei die Gleichungen XIX) und XX) mit den
Gleichungen XXI) und XXII) in Verbindung gebracht werden.

1. Ohne volle Umdrehung des Stabes.

Ao=|al‘r'P|db2|+BV Lo XIX)
Jldyy | = [1ay| . .. ... ... . XXI

T T
'Ao=|a|;4|dbl+BI, ...... XXVII)

2. Mit voller Umdrehung des Stabes.
Ay =lal[1do |+ al*m+B, ... .. XX)
frl dh, | = fTI dy| +2|blm ... XXII)

AM:f(‘|J£|db|+2|a|.|b|7c+BV .. XXVIII)

15y E, Dolezal: Hand- und Lehrbuch der Niederen Geodisie, I. Band.
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Aut diesen Formeln basiert das Stangenplanimeter von H. Prytz. Das
Integral §|dp| wird, da an der Schneide keine MeBvorrichtung vorhanden ist,
r

durch direkte Messung mit einem MafBstab gefunden, wobei man das Integral,
das die Summe der Querverschwenkungen darstellt, einfach durch eine Gerade
approximiert. Die Leitfliche oder, wie sie Haman %) nennt, Restfliche B,
ist meist sehr klein, so daf man sie, da das Instrument ohnehin blof eine geringe
Genauigkeit besitzt, zumeist vernachlassigen kann. Ist dies einmal ausnahms-
weise nicht der Fall, so muf auch die Restflache B, umfahren werden und es
entsteht eine neue, sicherlich viel kleinere Restﬂache B, die man bestimmt
vernachlassigen kann. Dieses Instrument arbeitet also nach dem Prinzipe der
Iteration, welches beim Auflésen von Gleichungen in der Mathematik
ja oft auch schneller zum Ziele fiihrt als der strenge theoretische Weg,

XIV. SchluBbemerkungen.

Das wesentliche dieser Abhandlung ist also, dafl es mir gelungen ist, eine
allgemeine mathematische Theorie der Planimeter zu geben, in die sich alle
Planimetertypen ohne jeden kiinstlichen Zwang organisch einordnen.

An Versuchen dazu hat es ja bekanntlich nicht gefehlt. Ich will hier bloB
einige Losungen. auf diesem Gebiete erwéhnen.

Jordan gibt in seinem Handbuche %) eine allgemeine Planimetertheorie,
die aber leider weniger mit mathematischen Hilfsmitteln, sondern mehr durch
anschauliche Beweise vorgefiihrt wird, so daf es unsicher ist, ob die abgeleiteten
Formeln nicht nur fiir den bestimmten speziellen Fall oder auch im allge-
meinen Fall Giiltigkeit haben.

Einen -anderen eigenen Weg gmgj Groeneveld in- der Zeitschrift fiir
Instrumentenkunde Berlin 1927 in der Artikelreihie ,,Eine neue Planimeter-
theorie”’. Es gelang ihm auch, eine ziemlich umfassende Theorie aufzustellen.

In besonders eleganter Weise erledigte K. Heun 18) diese Theorie, Er
betrachtete die' Planimeterbewegung. vom kinematischen Standpunkte aus.
Dadurch gelangte er sehr schnell zu den bekannten SchluBformeln und es 1st
nur schade, daB er sich blof auf zwei Spezialfille beschréinkte,

Zum Schlussé maochte ich noch bemerken, daf es, wie ich es an mehreren
Stellen bewiesen habe, vollstdndig unberechtigt ist, einen Unterschied zwischen
,Pol innen” und ,,Pol aufen’ zu machen. Es miiite statt dessen richtig immer
,,»Mit voller Umdrehung des Stabes’? und ,,Ohne volle Umdrehung des Stabes”
heiBen. Leider ist die falsche Bezeichnung sehr héufig.

16) Hamann: Z. f. Vermessungswesen (Stuttgart) Band 25. S. 646. 1896. Uber das
Stangenplanimeter.

17) Jordan-Eggert: Handbuch der Vermessungskunde, II. Band, 8. Aufl,, Stutt-
gart 1914,

18) K. Heun: Kinematik. S. 233 ff. Sammlung Schubert, Bd. 37, Leipzig 1906.




