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Die Punkteinschaltung mit Ausgleichsverfahren
nach der Methode der bedingten Beobachtungen.
Von Hofrat Ing. ARTUR MORPURGO.

Wenn die beobachteten Grdofen einem in sich abgeschlossenen Gebilde
zugehdren wie bei der Einschaltung von Dreiecks- und Nivellementsnetzen,
sind die von den ausgeglichenen Werten streng zu erfiillenden Bedingungen
in leichter Art mathematisch zu erfassen.

Anders bei der Punkteinschaltung, wo zwar die einzig zu erfiillende
Bedingung einfachster Natur ist: die den gemessenen Richtungen anzubringen-
den, im Sinne der Methode der Kleinsten Quadrate bestmoglichen Verbesserungen
miissen derart beschaffen sein, daB die verbesserten Richtungen auf einem
Punkt zusammentreffen, welcher Bedingung jedoch allgemein nur auf dem
Umwege der Koordinatenausgleichung entsprochen wird.

Die Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen wird der erwahnten
Bedingung a priori entsprechen miissen, da das Endergebnis des Ausgleiches
die Lage eines Punktes bestimmt.

Wenn wir aber die Aufgabe der Punkteinschaltung nach bedingten Beob-
achtungen behandeln wollen, was von theoretischem Interesse ist, so miissen
wir voresrt feststellen, welche Bedingungen zwischen den Verbesserungen
bestehen miissen, damit dieselben einen gemeinsamen Schnittpunkt der aus-
geglichenen Richtungen gewihrleisten.

In Jordans Handbuch der Vermessungskunde, 8. Aufl,, 2. Bd., Seiten 410
bis 412, finden wir eine konstruktive Losung des Problems, die jedoch nur fiir
das Vorwdrtseinschneiden mit drei Strahlen Anwendung finden kann. In den
Heften 7 und 8, ex 1916 dieser Zeitschrift behandelt Prof. Dr. Dokulil die Losung
des mehrfachen Riickwértseinschneidens nach der Methode der bedingten
Beobachtungen. Wir wollen hier die allgemeine Losung dieser Aufgabe bringen.

Die folgenden Betrachtungen sollen sich auf Richtungsmessungen be-
schranken, da etwaige Winkelmessungen vor der Ausgleichung zu Richtungs-
satzen vereinigt werden kdnnen.



. Vorwiértseinschneiden.
a) Vorwidrtseinschneiden mit drei Strahlen.

Der Punkt P (Fig. 1) soll durch die auf den koordinatenmiBig gegebenen
Punkten P,, P,, P, gemessenen Richtungen R;, R,, R, bestimmt werden.

Der auf Grund der vorldufigen Ko-
ordinaten gegebene Punkt P’ wird durch
» den Ausgleich eine Riickung nach P erfah-
7 ren,wodurch die vorlaufigen Stidwinkel der
Seiten P’ P,, P'P,, P’P, Richtungsinde-
rungen 8¢ erleiden werden. Da die Riickung
des Punktes nur klein sein soll, konnen wir
setzen:

8¢, = W sin =
Bcpzzl:g—psm e+a) ... .. 1)

8@3=%Sin(a+a+[ﬁ)
Die weitere Entwicklung ergibt: ’
3,8, =rpsine
B¢y Sy = Fp(sinecoso + cosesine) . . . . . . ... 2)
2pg 83 = rp (sin € cos & cos B — sin e sin o sin p +
+ cos e sin « cos B + cos ¢ cos a sin 3)

Multiplizieren wir die erste Gleichung der Gruppe (2) mit sin {3, die zweite
mit sin v und die dritte mit sin «, wobei wir berficksichtigen, daB sin y= — sin
(« 4 PB) ist, so gelangen wir zu den Gleichungen: :

B¢, Sysin p = rpsinesin
B¢y So8iny = rp (— sinesina cosa cos 3 — sine cos? e sin 3 —

— cosesineacosp —cosesinecosasinf) . . . . 3)
8¢y S38in e = rp (sinesin o cos @ cos f — sinesin® « sin § +

+ cos ¢ sin? & cos § + cos e sin & cos « sin §)

Wir addieren nun die Gleichungen (3):
8¢y S18iN B3¢y Spsiny + S¢g S3sin = ro[sine sin— sinesin f(sin?«+- cos®a)] 4)
und schlieBlich erhalten wir:

B¢y Sysin § + 8¢y Spsiny + Sz Sgsinee=0 . . . ... .. .. .. )
oder:
B¢y 818in (3 — Py) + B, Sy 8in (3 —pg) + Sps Szsin (g, —9¢) =0 . . 6)

Dieser Satzsetzt uns in die Lage, bei simtlichen Aufgaben der trigono-
metrischen Punktbestimmung die Ausgleichung nach der Theorie der bedingten
Beobachtungen anzuwenden,

'Zunichst wollen wir den Fall annehmen, es seien nur - drei auBere Rich-
tungen gegeben. Zwischen den gerechneten vorldufigen Stidwinkeln und den
gemessenen Richtungswinkeln ergeben sich die Widerspriiche:

W= —R . . . T
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Um den Anforderungen der Ausgleichsrechnung zu geniigen, miissen die
vorlaufigen Siidwinkel solche Anderlingen 3¢ erfahren, daB

1. der Bedingung des Satzes (6) entsprochen und

2. die Quadratsumme der verbleibenden » ein Minimum wird.

Zwischen den Verbesserungen v und den Richtungsénderungen 8¢ besteht
folgende Beziehung:

vt =R +to. .. ... ... 8)
oder:v = 9 — R +3¢ . ., . ... .. ... .. )]

und mit Riicksicht auf 7):
O=W+3¢ ... e IO)

Wir erhalten fiir die 3 Strahlen:
vy — Wy, =S¢y
Ug— Wy = B8y v v v v v v e e e e e e e e e 1)
vy — Wy = By
Wenn wir nun wieder jede dieser Gleichungen mit dem zugehorigen s
und dem sin (9,7 — wa.4s) multiplizieren, erhalten wir:
Dy SySiN gy — 95) — Wi Sy 8in (93 — g) = B9, S 5N (95 — ¢y)
Dy Sy SiN (91 — Pg) — Wy 38N (91 — pg) = B¢, Sy8in (91 —3) . - - . 12)
Dy Sysin (9 — ;) — Wy SySin (Py — 91) = 3¢5 53 8in (9o — @)
Addiert, ergeben diese Gleichungen unter Hinweis auf den Satz 6):
D1 S18i (93— Pg) + Uy 58I (93— Pg)+ Vg S (pp— P1)— Wy 518iN (p3—Py) —
— Wy 8,8iN (Py—pg) — Wy Sgsin(ge—9) =0 . . . . . . ... 13)
Setzen wir:
§y8in (93 — ¢) = 4,
SaSiN (1 —Pg) =y « v v v v 14)
$38in (¢, — 91) = ay
— AW, — AWy — ag Wy =W
so gelangen wir zu der Bedingungsgleichung:
A vy + Aoy +azvg+W=0.........15
Nach der Theorie der bedingten Beobachtungen lautet die einzige Normal-
gleichung:
l[aalk +W=0 ... ... C e . . 16)
Tad] ist... ... )
Auf Grund der ermittelten Korrelate k ergeben sich fiir die gesuchten
Verbesserungen v folgende Werte: '

“wobei k= —

v, =a.k .
ve=ak . . . ... oo .. 18)
vg=agk

Fiir die Quadratsumme der v und den mittleren Fehler einer Beobachtung
gelten die Formeln:

[w]=Fklaa) . . ... .. 0 "19)
m= - kylaa) ... .. ... 20)



Eine kleine Vereinfachung des Rechnungsganges kann allenfalls dadurch
erzielt werden, daB die vorldufigen Koordinaten genau nach dem Werte zweier
gemessener Richtungen abgeleitet werden, wodurch zwei Widerspriiche w
Null werden.

Wir haben bisher gleich genaue Beobachtungen angenommen. Kommen
den Beobachtungen ungleiche Gewichte py, p,, pszu, so wird die Normalgleichung
lauten:

{“—;’wrwzo............,..21)
Die Formeln fiir die Verbesserungen werden die Form annehmen:
, a .
1)1: p—i k
a
02272/(....,........22)
a
1)3 ESS 72 k

1. Beispiel: Vorwédrtseinschneiden mit 3 Strahlen:

R [ W= Pr—v sin (CPn—l a=

2 —
gemessen | gerechnet | 9—R | ° [~ ¢, 1| —¢ 1 y|s.sin| ¥ | @ v=ak ve

16042'15" | 16°42’06” | — 9’ (3.2(255°26'| —0.97 |—3.10|+27.90| 9.61|y, =|—12"".65|160.02

61014'24” | 61014'34" | 410" 2,9| 60002'| +0.87 |+2.52|+25.20| 6.38|s, =|+10”.28|105.68

316°40'03" |316°40"17"" | 414" [2.6| 44932'| +0.70 [+1.82(+25.48| 3.31jy; =|+ 7"’.43| 55.20

| | [360%0] lawl=/+78.5819.27] | 1320.004

ty .
k= —[[%]l — 4408 m= + 1320.90 = +17.91”

by Vorwirtseinschneiden mit mehr als 3 Strahlen.

Sind zur Bestimmung des Punktes n Strahlen vorhanden, so werden
nach der Anzahl der {iberschiissigen Beobachtungen n—2 Bedingungsgleichun-
gen aufzustellen sein.

Damit die Strahlen Ry, R,, Rssich nach der Ausgleichung in einem Punkte
schneiden, ist die Bedingung des Satzes (13) zu erfiillen:

0y 818iN (5 — Pa) + Uy Sy 8iN (P — Pa) + V3 858iN (92— 1) —
— Wy 8 8in (3 — Pg) — Wy Sy 8in (9 — Pg) — Wy Sgsin (e, —¢91) =0
Damit auch der Strahl R, durch denselben Punkt gehe, werden wir zwei
Strahlen der ersten Gruppe (Ry, R, Rs) mit dem Strahle R, zu einer neuen
Dreistrahlengruppe vereinigen. Diese Bedingung kann also etwa so geformt
werden:

Yy 818in (94— Pg) + Vp S 8in (@1 — ) + Vg Sq8in (92 — 9) —
— Wy 8 sin (g — Pg) — Wy Spsin (91— @4) — Wy Sysin (9o — ¢y) = 0

Mit den Strahlen R, Rg . . . . . . R, verfahren wir in analoger Weise,
wodurch sich die n—2 Bedingungsgleichungen ergeben
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A 0q + A0, + agug + W =0
byvy + byvy + bgv, + Wy =0
GV + Gy 4o, +We=0. . . . . . . .. 23)

Loy 4 oy + v, + Weo =0

Wir haben nur aus praktischen Griinden zwei sich giinstig schneidende
Richtungen fiir alle Gruppen beibehalten. Die Gruppierung zu je 3 Strahlen
kann auch anders kombiniert werden, ist jedoch an die Bedingung gekniipft,
daB in den n—2 Strahlengruppen jede Richtung mindestens einmal vor-
kommen muB.

Es ist noch die Frage zu erdrtern, wann wir die bedingten Beobachtungen
auf vermittelnde zuriickfithren sollen und wann es vorteilhafter erscheint,
die Methode der Korrelaten anzuwenden.

Ist nur eine iiberschiissige Beobachtung gegeben, wird zweifellos stets das
letztere Verfahren vorteilhafter sein, da wir in diesem Falle nur eine Normal-
gleichung aufzuldsen haben. Bei r iiberschiissigen Stiicken werden bei der Zu-
riickfithrung auf vermittelnde Beobachtungen immer nur 2, bei der Korrelaten-
methode jedoch r Normalgleichungen erforderlich sein. Dem Vorteile der Zu-
riickfithrung auf vermittelnde Beobachtungen steht der Vorteil der Korrelaten-
methode gegeniiber, daR die Koeffizienten und absoluten Glieder der Normal-
gleichungen einfacher beschaffen sind. Wir glauben daher, daf fiir unseren
speziellen Zweck beide Verfahren als gleichwertig angenommen werden kdnnen.

Wir wollen den Rechnungsvorgang fitr beide Fédlle ndher betrachten.

Nach der Korrelatenmethode werden die n—2 Normalgleichungen die Form
annehmen:

[aa) ky + [ab] ky + [acl ks + . . . . + [al] ky—e + W1 =0
[ab] ky + [bO] ky + [be] ks + . . . . + [0]] kuee + Wy =10
............... - )
[al] ky + [b60) ko + [cl] ks . . . . (1 ke + Wy—2=0
Hiebei ist:
ap=s;sin(p3— @) b1=35; Si“ @a—2) - . - . - =38 si‘n (Pn — @2)
Ay = $p8in (3 — ¢3) by =5, S‘_“ (P1—¢4q) ly=35, Sf” (P1— )
a3 = S3sin (P2 — ¢1) by = S48in (2 — @y) by = Susin (¢ — ¢y)
‘ und
Wi=—w aq —wya,— Wy a,
Wz - — Wl bl - W2 b2 - 1‘7’4 b4
‘Wn_‘g = Wl 11 _ Wa l2 - Wn ln

Nach Auflosung der Normalgleichungen erhalten wir die gesuchten Ver-
besserungen:
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vy = Kk F b ky Feky Fdik, b K

Vo= g ky + boky + o kg +dyky + ... F gk

vy = ay Ky

v, = by ky

Vg = ke o o ... . ... 2B)
v, = [n kn~2‘

Bei der Zuriickfiihrung der bedingten Beobachtungen auf vermittelnde
werden wir die n—2 Bedingungsgleichungen durch v, und », ausdriicken und
filr v; = x und v, = ¥ setzen, so daB wir n neue Fehlergleichungen erhalten:

vy = X
Dy == y
o ay . Gy Wy

g = — — X ol —
az as ay

1»47_[)—13’—22-)*%26)
by b, b, S
{ l W,—

v, = - _]\772 7_:12

- ) )
L L L

oder wenn wir filr die Koeffizienten und absoluten Glieder einfachere Bezeiche
nungen einfithren:

pp= X

Uy = y
vy=Ax + By +W/
v, = A, x + B,y + W, e . 27)
Up = An-—i X + Bn—2 )’ + W,n———‘a
Daraus ergeben sich die zwei Normalgleichungen:
[AAlx +[AB]y + [AW]=0 .. ... ... .28)

[AB] x + [BB]y + [BW] =0

Nach Ermittlung von x und y werden die iibrigen Unbekannten auf Grund
der Fehlergleichungen (27) abgeleitet,

Bei ungleichen Gewichten ist in beiden Fiallen in gewohnter Weise vor-
zugehen. ' '

2. Beispiel: Vorwdrtseinschneiden mit 4 Strahlen
(Korrelatenmethode).
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(SchluB.)
II. Riickwirtseinschneiden.
P
Ry+Z
P iy P,
o Ry+Z i ,

5 ‘

\
R,+2 R,

Uy

Fig. 2.

Der Punkt P (Fig. 2) soll aus n inneren Richtungen bestimmt werden.
Nach Berechnung der vorldufigen Siiddwinkel konnen wir die Messungs- den
Rechnungswerten gegeniiberstellen und erhalten die Widerspriiche:

Wy=¢; — R,
wz—cp2 R2 e 1)
W = Pn — R

Durch die Ausgleichung wird der Siidwinkel ¢ die Anderung 3¢ erfahren,
die Richtung R wird infolge der noch erforderlichen Orientierung den Wert
R + Z annehmen. Die verbleibenden Fehler v werden mithin sein:

vy = (¢1 +3¢y) — (R + Z)
Vo =1(P2+8p) —(Re+2) . .. ... ... 2)

U, = (an + acPn) — (Rn + Z)
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Oder im Hinblicke auf die Gl. (1)

vy =W, + %9, — Z
Vo=Wy+08p,—Z . . . . . . ... .....93

Uy = W, + 8@11 — Z
Um der Bedingung zu entsprechen, daB nach der Ausgleichung sdmt-
liche Richtungen in einem Punkte zusammentreffen miissen, werden wir in
gewohnter Weise die n Strahlen in n—2 Gruppen zu je 3 Strahlen einteilen.

Wie vorher, wollen wir auch jetzt wieder zwei passende Richtungen,
R, und R,, fiir sdmtliche Dreistrahlengruppen beibehalten, und zwar:

1. Gruppe 2. Gruppe (n—2)te Gruppe
vy — Wi+ Z =23y, V= Wi+ Z=08p . ... 03— W+ Z=20¢
Uy, — Wy + Z = O, Vo — Wy + Z = 8¢, Vo — Wy + Z =28p,. . .4)
Vg — Wy + Z =3¢, Vg— Wy + Z =8¢, Up — Wn + Z = B¢,
Multiplizieren wir die Gleichungen der ersten Gruppe der Reihe nach mit
ay, @y s, jene der zweiten mit by, b,, b, . . . . und schlieBlich die Gleichungen

der (n—2)ten Gruppe mit {;, [, [,, so gehen die Gl. (4) iiberin:

(03— Wi+ 2)ay =239 0, (03— Wi+ Z)by=289,b,..(0;— W+ 2) [, =8¢, /4
(Vg — Wot 2) Ay =39,y (02— Wp+2)0,=09,0, (v, — Wy +Z) [, =29,1,.5)
(vg— W+ 2)a,=089aa; (V4— Wyt Z)by=2089,b, (0.— W+ 2) [, =89,1,

Werden die Gleichungen der ersten Gruppe addiert, erhalten wir die
Gleichung:

A0y + A0y + A305 — Ay Wy — A, Wy — Ay Wy + Z[a] =
8918y + 0¢84y +3p3a; . . . . . . . . . 6)
Da wir fiir
ay = $y8in (P — ¢y)
@y = Sy 8in (p1 — P3)
a3 = $38in (P, — ¢y)

annehmen wollen, muB die rechte Seite der Gl. (6) Null ergeben.
Wenn wir fir —a,w, — a,w, — a; wg = W, setzen, so nehmen die
n—2 Bedingungsgleichungen folgende Form an:

Ay vy + AV + azvg + Wy + [a] Z =0
bivy 4 by + b0, + W'+ [0]Z=0 . . . . ... ..7

.........

Zum Zwecke der Elimination der Orientierungs unbekannten Z, dividieren
wir zunéchst die erste Gleichung durch [a], die zweite durch [0] und die letzte
durch [!], subtrahieren sodann der Reihe nach, die 2., 3., . . . . (n—2)te Glei-
chung von der ersten, wodurch wir zu n—3 neuen Bedingungsgleichungen ge-
langen, die Z-frei sind; . -
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a, _ﬂ a, ;_l.)fi a ;! Wz’ .

(m [,,])v1+([a] [b])”ﬁ[a] ve [b] Pt [a] g} 0

4 4 G a4 _ Wy

(m [c]) ”“L([a] [c]) Vet Ty e ot [] G
e e e o

(ra] m) 1+<ﬁz‘1‘ W) g m ot [a] i =0

oder einfacher ausgedriickt:
Aoy + Ayvy + Azvs + Agoy + Wi =0
Byvy+ Byvy + Byvg + Byog +Wy=0 . . . . .. .09

K1U1—|— KZUZ + KBUS + Kn v + ‘/Vn—i} =0
Die (n—3) Normalgleichungen sind:

[AA] ky + [AB] ky + [AC ks + . . . . [AK] kney + W1 =0
[ABlk; + (BB ky + [BCl kg + « . . . [BK] by + Wy =0 . . . . . . 10)
[AK] ky + [BK] ky + [CK] ks + . . . [KK] kg + Wyp_y=0

Nach Auflosung der Normalgleichungen werden die Verbesserungen v
ermittelt:

vy=Aski+ Bk +Ciks+ . .. Kikns

Vo= Agk,+ Byky+ Coks+ . . . Kykns
vg=Aghy + Byky + Csks + . . . Kgkooy . . . . . . . 11)
vy = Ak

Vg = B5k2

Vg = Ce ky

v, = Ky kues

Sind nur vier innere Richtungen gegeben, wird die einzige Normalgleichung
lauten:

[AAlk+W=0 ... .. . .....12
Fiir die v dienen die Gleichungen:
Ul — Alk

vy = Ay k [vw] = k2 [AA]
vy= Ak m==k. |/[AA]

4. Beispiel: Riickwdrtseinschneiden mit 4 Strahlen,
Wir wollen noch zeigen, dal wir den Fundamentalsatz fiir die Richtungs-
dnderungen auch zum Zwecke der Losung des einfachen Riickwértseinschneidens
verwenden konnen. Sind wir in der Lage, fiir den zu bestimmenden Punkt die
vorldufigen Koordinaten auf 1 bis 2 m genau einer Karte zu entnehmen, so
rechnen wir wieder die vorldufigen Siidwinkel und ermitteln weiters die Wider-
spriiche w,
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Wir haben vorhin gefunden:
v, =W, + 09, — Z
Vg = W, + 3¢, — Z
Vg = Wy + 0¢; — Z
Da aber bei Vorhandensein von nur 3 Strahlen v,, v,, vg Null werden miis-
sen, erhalten wir:

Wy + 8¢, =2
Wy +0p, =2 . . .. ... ... .. .13
Wy + 89y =2

Und weiters:
wya, + 39,0, = Z a,

Woly +8ppy=2Za, . . .. ......l1%H
W a3 + 89y a3 = Z ay
[wa] +0 =Z [a]
_ [wa]
=
Die Richtungsidnderungen werden betragen:
Sp, =2 —w,
Spo=Z —Ww, . . .. . .. .. ...1bH
Spy =2 — W,

5. Beispiel: Riickwdrtseinschneiden mit 3 Strahlen.

R @ ;V—Jl:? I‘a(}-_l"M: Ry 1= Ry Rn_lsE’RH_l s « aw
1 E136°53' 05”[135047 36”|—1005'29 | —2'11” | 41003 +0.6567 |1.99 4 1.307 |— 171.22
2 161951’ 5211600 48’ 43”| —1003'09”| + 9”7 | 203058’ —0.9138 [1.87) — 1.709 |— 15.38

3 202054’ 5077|2010 53’ 35" | 1001’ 15”| 42037 |  24059” +0.4224 (2.39 + 1.010 |+ 24.23]

M= —10318" + 17 + 2.317 | 4-124.23
— 1,709 |—186.60
+0.608 | —62.37

z— 'Ti?(%z: —102.6" = —1"43” (a] [aw]

Endgfiltige SQdwinkel

0p; =Z —red w; = —1"43" + 211" = + 28" 1 135° 48’ 04"

8¢, =2 —redw, = —1'43" — 9" = —1"52" 2 1600 46’ 51"

8pg = Z —red wy = —1'43” — 2/ 03" = —3' 46" 3 201° 49’ 49"

Wenn die vorldufigen Koordinaten von der richtigen Lage des Punktes
erheblichabweichen, so wird der gefundene Wert Z nicht die richtige Orientierung
ergeben konnen. Man miifite, um ein brauchbares Ergebnis zu erhalten, mit den
gefundenen Richtungen neuerlich vorldufige Koordinaten ermitteln und den
ganzen Rechnungsvorgang wiederholen, wodurch jeder Vorteil in Frage kadme,
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Die den gemessenen Richtungen entsprechende Lage des zu bestimmenden
Punktes sei P (Fig. 3). Die einer Karte, deren Genauigkeit beschrinkt ist,
entnommenen Koordinaten des Punktes entsprechen der Lage P’,

P

A
Pa /1

Fig. 3.

Sodann werden die vorldufigen Siidwinkel ¢, ¢,, @3 und die Ldnge der
Seiten P’ P,, P'P,, P'P5gerechnet.

Da die frithere Annahme, die Entfernung PP’ = r sei klein, hier entfillt,
missen wir den gednderten Verhéltnissen Rechnung tragen.

Auns den Dreiecken PP'P;, PP'P,, PP'P; ergeben sich die Beziehungen:

8, _ sine

I sin &,

S, sin(e—a)

P T Tsinbe, ottt S [6))
S3 _ sinfe — (@+p)]

ro sin Se¢g

Daraus ergeben sich nach Multiplikation mit sin § bzw. sin vy, sin & die
Gleichungen:
sin 8¢, §;sin 3 = r.sinesin f3
sin 8¢, Sy 8iny = r(sinecos e —cosesina) [—sin (@ +B)] . . . . . . . 17)
sin 8¢qg Sy sin & = r (sin € cos & cos 3 — sin e sin & sin B — cos € sin & cos |3 —
— cos e cos a sin ) sin «
Die weitere Entwicklung ergibt schlieBlich:

$in 3¢, 8, 5in (Ry— Ry) + 8in 8¢, S,8in (Ry — Ry) + sin 8y Sysin (R, — Ry) = 0.18)

Aus den Gleichungen 15) erhalten wir:
sin d¢p; = sin Z cos w; — cos Z sin w,
sinp, =sinZ cos Wy —cosZsinw, . . . . . . . . 19)
sin &g = sin Z cos Wy — c0s Z sin W,
Fiic s.sin (R,—1 — R.41) = a gesetzt, schreiben wir:

sind¢, @, =sinZ . a; cos Wy — cos Z ., a,sin w,

sin &g, dy = 8in Z . A, cos Wy, — c0S Z ., G, 8in Wy

sin 8¢y @3 = sin Z . agcos Wy — cos Z . azsin Wy . . . . . . 20)

0 =sinZ [a cos W] — cos Z [a sin W]
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Woraus wir zur O:ientierungsunbekannten gelangen:
__[asin w]
" lacosw]

Diese Formel gestattet uns, die endgiiltigen Stidwinkel mit aller Schirfe
auch dann abzuleiten, wenn die vorldufigen Koordinaten des zu bestimmenden
Punktes mit einem bedeutenden Fehler behaftet sind. Wir konnen also die
vorldufigen Koordinaten einer Karte entnehmen, ohne deren Genauigkeitsgrad
beurteilen zu brauchen. ‘

Wihrend im Beispiel 5 die vorldufigen gegeniiber den endgiiltigen Koordi-
naten Unterschiede von 1'86 m und 2'31 m aufweisen, betragen die beziiglichen
Differenzen beim folgenden Beispiel 26686 m und 49769 m.

tg Z

. .21)

6. Beispiel: Riickwdrtseinschneiden mit 3 Strahlen.

Nr. R o q:}}jR RI’?':; (R, l_olg: ;?r;+1) iirgn)s log sin w |log cos w
"1 1360537 057]1490 47’ 32| + 12045 277] 41002/ 58" 9.817 3736 |0.347 6124 19,340 0399 | 0.088 8852
2 161051’ 52”1719 19’ 43"+ 9027’ 517(293058’ 15" 9.960 82851 |0.356 3271 |9.215 9832 |9.994 0480
| 3202054’ 507|203003’ 27|+ 0008’ 37| 24058 47" 0.6256185 |0.466 1891 |7.399 0650 |9,999 9986
360000’ 00"
Nr. | logasinw | logacosw asin w acos w tgZ = E_Z_%%
I | 95140250 | 0.1538712 | +0.3266073 | + 1.425 1849 log [asin W] — 8.06438607n
2 | 9.5331388n| 0.3112036n| — 0.3413010 | — 2.047 4042 log [a cos W] — 9.787 5880
3 | 7.4908726 | 0.0918062 | -+ 0.0030965 | -+ 1.2353957 " log tg Z — 8.276 79891

4+ 0.329 7038 | - 2.660 5806
— 0.341 3019 | — 2.047 4042 = —1905'01"
— 0.011 5981 + 0.613 1764

,R szzxz
0
\
\
\
~y1-‘oya ---—-;OP:s.YaXa
=270 /

Fig. 4
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Die hier erhaltene Orientierungsunbekannte stimmt mit jener des gleich-
lautenden Beispiels 5 vollkommen iiberein.

Wenn uns fiir die vorldufigen Koordinaten keine verldflichen Werte zur
Verfilgung stehen — wie im Falle des Beispieles 6 — so wird es vorteilhaft sein,
die vorldufigen Koordinaten willkiirlich anzunehmen. Wird der in Fig. 4 an-
gedeutete Vorgang eingehalten, so ersparen wir uns die Berechnung zweier
vorldufiger Siiddwinkel und Seiten.

IIl. Vereintes Vorwirts- und Riickwirtseinschneiden.

Fig. 5.

Der Punkt P (Fig. 5) soll durch m &uBere und n innere Richtungen be-
stimmt werden, Wir haben (m 4 n — 3) iiberschiissige Beobachtungen, weshalb
wir ebensoviel Bedingungsgleichungen aufzustellen haben.

Es werden wieder die m 4+ n Richtungen in (m + n — 2) Gruppen zu
je 3 Strahlen eingeteilt, wobei zwischen duBeren und inneren Richtungen nur
insofern zu unterscheiden ist, als die dufBeren Richtungen mit 4= 180° in die
Rechnung einzufithren sind und bei den inneren Richtungen die noch zu er-
folgende Orientierug zu beriicksichtigen ist. Weiters ist zu beachten, daB
Gegenrichtungen nicht derselben Gruppe angehoren sollen,

Den Fall von Fig. 5 angenommen, werden wir die 6 Richtungen in folgende
4 Gruppen abteilen:

1) 1,4,6 2)2,4,6 3) 3,46 und 4.) 4,5, 6.
Dementsprechend erhalten wir fiir die Verbesserungen iolgende Be-
ziehungen:

| 1. Gruppe 2. Gruppe 3. Gruppe 4. Gruppe |

L=W+ 09, | v =W,+ dp, Vg = Wy~ Oy — Z| 0, =Wy + S, —Z
El_—_lv4+8<p4—Z Vy= Wy~ 0Py —Z| 0y = Wy + 3¢, — Z| V5 =W;s + Sy — Z
Vg = Wg + Opg— Z| Vg = Wg + 0pg — Z| Vg = Wg + 09y — Z| Vg = Wy + 35 — Z|

Wir formen diese Gleichungen um:
4o, — W = 0,99,
Agvg — AWy + A, Z =, 394 . . . . . . . . 2)
Qg Vg — dg Wg + 05 Z = g 34
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Wir addieren diese Gleichungen, wobei wir den Satz fiir die Richtungs-
dnderungen beriicksichtigen:
A 01+ A0y + Qgvg — Wy — A, Wy — QgWe + (@y + ) Z =0
Die Bedingungsgleichungen werden also sein:
a0, + agvy +agog+ Wi+ (a,+ag) Z =0
by v, + 0,0, + bgog+ Wy + (b, + b Z =0
C3 Vg + Ca0y + Cqvg + W5+ [JZ=0 . . .. .3
dyvg+ dgvg+ devg + W'y + [Mz=0
Die Gruppe 1 enthilt die inneren Richtungen 4 und 6, die zweite 4 und 6,
die dritte 3, 4 und 6, die vierte 4, 5 und 6. Wir kdnnen daher setzen:
(a5 + a9 = [@], (04 + b = [b], [c] = [¢] und [d] = [d]]
Nach Elimination der Orientierungsunbekannten Z erhalten wir die drei
reduzierten Bedingungsgleichungen:

a, b,
m”1[ﬂ2+ﬁﬂ m)”%wl wﬂ”*
W, oW,
+ ’W“[T]—O ............ . 4)
a G a, G\,
m”l[m%+“m [H%“%w] uﬂ“*
W'y W
R O O
q a  d, - dg
m”ﬁ(m m) wlﬁ(m m)“*
LW W
) Tal Tl
oder.
Ajvs+ Ayuy+ Aju, + Agog + W, =0
Byv; + Bgvg+ Byvg + Bgvog+ Wy =0 . . . . . .5

Cyvy + Cyvy+ Cyog+ Covg + Wy =10
Daraus gehen die Normalgleichungen hervor :
[AA] ky + [AB] ky + [AC) ks + W, =0
[AB] ky + [BB) ky + (BC| k3 + W, =0
[AC] ky + [BC] ky + [CC] ks + W3 =0
Nach Ermittlung der Korrelaten ky, Ky, k3 werden die Verbesserungen

v abgeleitet:
V1= A1k + Brky + Ciky

vy = Ag ky

Vg = Bs k,

va= Ay + Byky + Cyky
Vg = Cs k

vg = Agky + Boky + Cg ks
Zum Schlusse soll noch bemerkt werden, daf es geniigt, s mit einer, sin
(Pa—1 — @nyq) mit zwei Dezimalstellen in die Rechnung einzufithren, wenn die
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Seiten durchwegs iiber 1km lang und die Widerspriiche w verhiltnismaRig
klein sind. Andernfalls ist um je eine Dezimalstelle mehr zu nehmen. Die Winkel
(Pr—1 — Ppt4) konnen auf Minuten abgerundet werden.

Eine Ausnahme hievon bildet naturgemdf der Fall, daB der Punkt aus
3 inneren Richtungen zu bestimmen ist und die vorldufigen Koordinaten nicht
geniigend genau ermittelt werden konnten.

Da wir hier mit besonders groBen Differenzen zu rechnen haben, sind
sdmtliche Werte unabgerundet einzusetzen.

Das hier entwickelte Ausgleichsverfahren nach bedingten Beobachtungen
wird in allen solchen Féllen jedem anderen Verfahren vorzuziehen sein, in denen
lediglich eine iibsrschiissige Beobachtung verfiigbar ist, was bei der Kleintrian-
gulierung sehr hdufig vorkommt, In diesen Fédllen werden wir mit einer einzigen
Normalgleichung die bestmoglichen Werte rascher erhalten, als selbst bei An-
wendung eines graphisciien Verfahrens mit zweifelhaften Ergebnissen.

Referate.

Vortrag des Dr. F. Hopfner iiber ,Die Reduktion von Bruns-Bowie".

Auf der Tagung der Deutschen Geophysikalischen Gesellschaft zu Dresden (3. bis
5. Oktober 1929) hielt der Chefastronom des Bundesamtes fiir Eich- und Vermessungswesen
Dr. F. Hopfner einen Vortrag itber die Folgeerscheinungen, die sich bei der Berticksichti-
gung der bisher unbeachtet gebliebenen Reduktion von Br uns-B o wi e bei der rechneri-
schen Bearbeitung der Schwerkraftmessungen fiir den Unterschied zwischen den ozeanischen
und kontinentalen Schwerkraftwerten einstellen *), Der Vortrag wurde mit groBer Aufmerk-
samkeit aufgenommen, da der Vortragende zeigte, daB die Beriicksichtigung der genannten
Reduktion die bisherigen Vorstellungen von der Schwerkraftverteilung auf der Erde von
Grund auf dndert, wodurch sich neue Gesichtspunkte fiir die Beurteilung der Lehre von der
Isostasie ergeben.

Literaturbericht.

1. Blcherbesprechung.

Bibliotheks-Nr. 722: Hay Alfred, Dr.: Die Photographie in
WissenschaftundPraxis. Ein Sammelwerk von A, E. Conrady,
Ch. R.Davidson, Ch. R, Gibson, W, B. Hislop, F. C. V. Laws,
JH. G.Monnypenny, H . Moss, Geo. H. Rodmann, S. E. She p-
pard, W.L.F. Wastell, Wilfred Mark Webb, Col. H. S. L. Winter-
bot ham. Autorisierte deutsche Ausgabe. Mit 192 Abbildungen im Text
und einem Bilderatlas als Anhang (XII, 532 Seiten 26X 17 cm), Verlag Franz
Deuticke, Leipzig und Wien 1929, Preis geh. M. 32.—, geb. M. 35.—.

Unstreitig ist die Photographie wegen ihrer absolut objektiven Darstellung ein geradezu
unentbehrliches Hilfsmittel zahlreicher Wissenschaften geworden; beispielsweise der Astro-

#) Die Reduktion von Bruns-Bowie vermittelt den Ubergang von der Niveaufliche
(Geoid) auf das Niveausphdroid gleichen Potentialwertes. (Vergleiche F. Hopfner: ,Zur
Begriindung der Lehre von der Isostasie®, ferner ,Uber die Wirkung der Undulationen auf
die GroBe der scheinbaren Schwerkraftstorungen®. Beide Abhandlungen sind erschienen in:
»Gerlands Beitrdge zur Geophysik, 22, Bd. 1929¢)



