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Verwertung astronomischer Beobachtungen in einem
trigonometrischen Netz.

Von Hans S. Jelstrup, Astronom der Norwegischen Landesaufnahme.

Werden in einem trigonometrischen Netz oder in einer Dreieckskette
auBer den geodétischen auch astronomische Beobachtungen durchgefiihrt, so
kann man flir das betreffende Gebiet ein Lotabweichungssystem
berechnen;

Der Vorgang ist hiebei folgender®):

1. Man muB fiir das betreffende Land oder Gebiet einen festen Ausgangs-
punkt, einen ,National Standard Datum” wihlen und dessen
definitive Lage durch Berechnung von ¢, X und « (Breite, Linge und Azimut)
auf dem den Berechnungen zugrundegelegten (oder erst zu bestimmenden)
Referenzellipsoid bestimmen. Dies geschieht durch eine astronomisch-geodatische
Ausgleichung.

- Auf Giund dieser Ausgleichung kann man auch, wenn man es fiir zweck-
méBig findet, ein fiir das betreffende Land bestanschlieendes Umdnehungs-
ellipsoid berechnen.

Vor der Durchfiihrung der Ausgleichung miissen die Lotstérungen nach
»Topographie”” und ,,Isostasie’’ korrigiert werden. '

Ferner ist durch Variation der Residuen (Reste, Wldelspl iiche) der Be-
dingungsgleichungen zu untersuchen, welche der Hayfordschen Alternativen
(B, E, H, G oder A) filr eine isostatische Kompensation im betrachteten Gebiet
am plausibelsten ist.

Die Ausgleichung ist nach der sogenannten Arealme thode durch-
zufithren und kann durch folgendes Bild veranschaulicht werden:

Man denkt sich fiir das betrachtete Gebiet ein unendlich verkleinertes
Modell des zugehorigen Geoidteiles mit allen seinen Erhebungen und Senkungen
aus einem plastischen Stoff gebildet. Dieses Geoidfldchenstiick ist vom Netze
begrenzt und durch die verteilt angeordneten astronomischen -Punkte bestimmt,

* Vergl. a) Konferenz der Internationalen Erdmessung, Berlin 1886, Vorwort von
Helmert. b) Geodesy, Figure of the Earth and Isostasy, von Hayford, Washington 1809.
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Es besteht nun die Aufgabe, das betrachtete Referenzellipsoid auf eine solche
Weise umzugestalten, dafi-es sich {iberall so nahe als mdoglich an das Geoid
anschlieft.. ;

Der Ausgangspunkt erhélt dadurch gewisse zu bestimmende Korrektionen
), A und ().

Die Bedingungsgleichungen erhalten ‘dann die Form:

Breite: ky () + 1y ) + my (%) + 92 — ¢’ = D
Lange: ky (@) + 13 A) +my () +cos9’ Au—AN)=Dp ; . . . . . . )
Azimut: kg (cp) + 15 () + my (2) — ctg ¢’ (24 — ') = Dpr

Hierin bedeuten 94, 24 und a4 die in den astronomischen Stationen beob-
achteten astronomischen Werte, ¢/, ' und &’ dagegen die von der Aus-
gangsstation her geoddtisch abgeleiteten Werte, welche Rechnungen auf
einem bestimmten Ellipsoid, z. B. dem Hayfordschen oder dem Besselschen
durchgefithrt werden miissen. Da ist die sich ergebende Meridianlotabweichung
und Dp diejenige im ersten Vertikal.

Die letzten zwei Gleichungen von (1) enthalten das ,,Laplacesche Krite-
rium”,

(9), ) und (@) sind, wie schon erwihnt, die zu bestimmenden Korrektionen
der geographischen Koordinaten des Ausgangspunktes.

Wenn diese Koordinatenkorrektionen sich mit grofen Werten aus der
Ausgleichung ergeben, kann es zweckmifig werden, einen anderen, neuen
Ausgangspunkt mit der Bedingung zu wéhlen, daB in ihm nach neuerlichem
Ausgleich moglichst kleine Lotabweichungen beziiglich des zu berechnenden
- bestanschlieBenden Ellipsoids auftreten.

Fiir die Koeffizienten k, [ und m, welche mit Hilfe der Werte des Ausgangs-
punktes und des trigonometrischen Netzes zu berechnen sind, hat Hayford
besonders praktische Formeln gegeben und auch gezeigt, daB fiir den vorliegen-
den Zweck fiir die Berechnung geodétischer Linien eine gendherte Berechnung
vollstdndig ausreicht.

Die GroBen a4 — ¢’, cos ¢’ (Aa— X') und cotg ¢’ (xa— @'), welche die auf-
scheinenden Lotabweichungskomponenten vorstellen, stammen aus folgenden
Quellen: ,

1. Aus der ungiinstigen Wahl des Ausgangspunktes auf dem Referenz-
ellipsoid.

2. Aus Fehlern der astronomischen Beobachtungen.

3. Aus Fehlern des trigonometrischen Netzes (Seitenlangen und Hori-

zontalwinkel).

4. Aus den wirklichen Lotabweichungen.

Hayford sagt: ,,Eine genaue Untersuchung des Materiales der Ver-
einigten Staaten zeigt, daB die Lotabweichungen um vieles die Fehler der astro-
nomischen und geodétischen Beobachtungen iibersteigen’.

Die Ausgleichung muB nun danach streben, die Abweichungen im Aug-
gangspunkt auf ein Minimum zu reduzieren, also 2D,* + 2 D.? zu einem Mini-
mum a1 machen,
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Hayford zeigt weiter, wie die nach dem Ausgleich {ibrigbleibenden
Reste -abnehmen, wenn die Lotabweichurgen beziiglich ,, Topographie’ und
,»Isostasie’’ reduziert werden, wofiti die von ihm verfalten Formeln und ,,tem-
plates” duBerst praktisch sind.

Von dem EinfluB der geodétischen Netzfehler auf das Resultat der astro-
nomisch-geodédtischen Ausgleichung behauptet Hayford: ,Die Fehler in der
geographischen Ldnge haben nur einen geringen Anteil an der Bildung der
Residuen. Die Residuen wiirden um weniger als 1/,, verringert werden, wenn
absolut genaue Lingen eingesetzt werden wiirden’.

Auch der Anteil, den die Fehler der Horizontalwinkel des tr 1g0nomet11-
schen Netzes hervorrufen, ist, wie schon bemerkt, gewohnllch klem im Verhéltnis
zu den- Lotabweichungen.

Hiedurch-werden wir auf den anderen wichtigen Zweck von astronomi-
schen Beobachtungen im :Netze geleitet, ndmlich:

2. Die Kontrolle durch die astronomischen Laplaceschen Punkte fiir die
geodatische Ubertragung, indem jeder Laplacesche Punkt folgende ‘Bedingungs-
gleichung gibt:

cos @ (a4 —MN)=—ctg@ (a—&) . . . . (2)

Die Residuen dieser Laplaceschen Gleichung sind ndmlich, sowohl was
GroBe als Vorzeichen betrifft, in ausgezeichneter Weise dazu geeignet, um eine
Untersuchung dariiber anstellen zu konnen, ob im Netze eine Drehung (turnist)
oder andere Fehleranhdufungen vorhanden sind.

In dem frither erwdhnten Vorwort von Helmert heiBt es: ,Diese
Arbeiten iiber die Lotabweichungen verfolgen den Zweck einer systematischen
Ausniitzung derjenigen Kontrollen, welche sich durch Doppelbestimmung der
ost-westlichen Lotabweichungskomponenten aus geographischer Lange und
Azimut ergeben und in der Form der sogenannten Laplaceschen Gleichung auf-

bR}

treten. Diese Kontrollen gewinnen mit der Ausdehnung....”.

3. In einem Gebirgslande konnen die Lotabweichungen auch EinfluB auf
Hohenmessung und Nivellement und sogar dnekte praktische Bedeutung bei
Tunnelabsteckungen usw. haben.

Von Bedeutung ist auch der schon erwdhnte Umstand, daB geodétische
und astronomische Beobachtungsfehler sowie auch ihre Anhdufungen im geo-
déatischen Netz gegeniiber den Lotabweichungen von relativ kleiner GréRe sind
und daB geodétische Fehleranhdufungen aus den Laplaceschen Gleichungen
ersichtlich werden.

Betrachten wir jetzt, wie die Verhéltnisse bei einer Landestriangulierung
liegen, bei welcher die astronomischen Werte in die allgemeine Ausgleichung
noch nicht einbezogen sind!

Man nimmt zuerst die Laplaceschen Punkte allein (und auch jene Punkte,
auf welchen nur die astronomische Breite und das astronomische Azimut beob-
achtet worden sind), stellt das fir diese Punkte am Anfang dieses Artikels
erwdhnte Gleichungssystem auf und gleicht es unter Beriicksichtigung von
» Topographie” und ,,Isostasie”” aus. Dadurch werden die Korrektionen fiir
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den bisherigen Koordinatenausgangspunkt (¢), (*) und
(#) erhalten, welche am Ausgangspunkt anzubringensind, um die Lotabweichun-
gen der tibrigen Punkte so klein als moglich zu machen. Der bisherige Koordi-
natenanfangspunkt wird in diesem neuen System mit einer gewissen Lotab-
weichung auftreten miissen (und nicht mehr Null wie voiher sein, d. h. das
Ellipsoid wird nicht mehr im Ausgangspunkt tangieren).

Jedenfalls haben dadurch der ,,Standard Datum’’ sowie die Laplaceschen
Punkte ihre geoddtischen Werte auf dem Ellipsoid erhalten — derart, daB die
Unterschiede von den astronomischen Werten (d. s. die zuriickbleibenden Lot-
abweichungsbetrage) so klein als moglich werden.

Man hitte nun auch noch weitergehen und aus der Ausgleichung der La-
placeschen Punkte ein ne ues Ellipsoid berechnen konnen, und zwar das
glinstigste fiir das betreffende Gebiet, so daB die tibrigbleibenden Lotabwei-
chungen noch kleiner wiirden.

Die astronomischen Punkte, auf welchen nur die Breite und das Azimut
beobachtet wordensind, geben selbstverstidndlich ihren Beitrag zur Ausgleichung
nur in der Form der ersten und der letzten der drei erwdhnten Bedingungs-
gleichungen (1).

Figur | zeigt, wie sich die Lotabweichungen einer Schar gegebener Punkte
durch die Ausgleichung andern.

(f A

o X
© Avsgangspunkk
£ : J© / U/Sﬁrzi/;g//ghe Lotabwerchung =0)
N

——» Lokabweichung vor der Ausgleichung

O (laprace'scher Punkt
K nach »

Wir sehen darin dargestellt, wie die Lotabweichungen durch die Aus-
gleichung verkleinert werden, wéhrend der Ausgangspunkt, der v or der Aus-
gleichung die Lotabweichung Null hatte, nach derselben mit einer gewissen
Lotabweichung behaftet ist.

- Wir haben nun endgiiltige, geodatische Werte fiir die Laplaceschen Punkte
A, B, C, D, E (Fig. 1) erhalten, welche sich so wenig als moglich von den astro-
nomischen Werten unterscheiden. Diese Punkte werden nun als kiinftige ,,junc-
tion points’ aufzufassen sein und man kann nun in der Néhe eines jeden eine
Verifikationsbasis anlegen.

Nun kommt der letzte Schritt der Ausgleichung, d. i. die Ausgleichung
der einen jeden der verschiedenen Laplaceschen Punkte umgebenden geodéti-
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schen Sondernetze, fitr sich, wobei der geoddtische Wert des Laplaceschen
Punktes sowie der Basiswert festzuhalten ist. Dies ist eine rein geodétische
Ausgleichung.

Das praktische Ergebnis des ganzen Verfahrens ist, dall alle méglichen
Kontrollen filr die Bestimmung der Grundpfeiler des Kartenwerkes verwendet
worden sind und daB wir dadurch erreichen, daB iiberall die Abweichungen
zwischen den Werten der Karte beziiglich Breite, Lange und Azimut von den
tatsdchlichen durch astronomische Beobachtung erhaltenen Werten so klein
wie iiberhaupt moglich weiden.

Abgekiirzte Methoden zur Berechnung des mittleren
Fehlers.

Von Senatsrat Ing. SIEGMUND WELLISCH.

1. Das Differenzverfahren.

Wihlt man als Ausgangspunkt bei Berechnung des Argumentdurch-
schnittes oder arithmetischen Mittels A anstatt des gewdhnlich angenommenen
Wertes Null denjenigen Wert L der vorliegenden Beobachtungen /, der dem
gesuchten Mittelwert am nachsten zu liegen scheint, so stellt das arithmetische
Mittel aller Abweichungen a =1 — L, also

p— pa]
n
die an L noch anzubringende Differenz oder Verbesserung dar, welche not-
wendig ist, um A zu erhalten, denn es ist
A= L+ 0,

Ist das Beobachtungsmaterial in Klassen mit gleichen Spielrdumen ein-
geteilt, wie dies in meiner Abhandlung iiber ,,Praktische Untersuchungen in
der Ausgleichungsrechnung“ (Osterr, Zeitschr, f. Verm, 1928, S. 71) des nihern
ausgefithrt wurde, dann werden die Differenzen oder Abweichungen a der
Argumentwerte vom Ausgangswerte Vielfache des Klassenspielraumes sein und
es werden daher nur kleine runde Zahlen bei den sonst durch die Vielstelligkeit
der Faktoren beschwerlichen und unbequemen Multiplizierungen, Quadrierungen
und Summierungen auftreten. Aus den drei Gleichungen fiir die

Abweichung der Beobachtung vom Ausgangspunkt . . . . . . a= [— L
Abweichung des arithm. Mittels vom Ausgangspunkt . . . . . b= A — L
Abweichung der Beobachtung vom arithm. Mittel . . . . . . v= [—A
ergibt sich die Beziehung . . . . . . . ... . ... . ... .4a=v+b,
Durch Quadrierung erhédlt man . . . .o a2—f02+27/b+ b2,

die Summierung aller Einzelbetrige e1g1bt [p aa] [pov] + 206 [pv] + ¥[p].
Beachtet man, daB [pp] =0 und [p] = n ist, so liefert die Division durch
n — 1 die Gleichung

[paa) _ [povo] no,

n—1 - n—1 -1 .




