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Beitrag zur graphischen und rechnerischen Lésung
des Hansenschen Problemies.
Von Ing. Aug. GABRIELLIL

Gegeben sind zwei Punkte P, und P, durch ihre ebenen Koordinaten;
zu suchen ist die Lage eines Punktes P unter der Voraussetzung, daf eine Auf-
stellung in den gegebenen Punkten unméglich oder zu zeitraubend wére, beide
jedoch von P aus sichtbar sind (Kirchtiirme, Schornsteine, Blitzableiter, schwer
zugingliche Bergspitzen usw.).

I. Graphische Losung mitdem MeBtische.

Die gegebenen Punkte sind in einem verjiingten Verhéltnisse auf dem
MeRtischblatte aufgetragen. Uber dem zu bestimmenden Punkte P wird ein
Signal errichtet. Zur Lagenbestimmung von P ist die Einschaltung eines Hilfs-
punktes erforderlich, fiir dessen Auswahl drei Bedingungen' entscheidend sind:
die Raumfrage des Tisches, Sicht auf die Punkte P, und P, und giinstige Drei-
ecksschnitte.

Ist ein entsprechender Platz im Gelinde gefunden, so wird der Tisch
daselbst aufgestellt, horizontiert, die Kippregel in P, P, angelegt und nach P,
(in der Natur) orientiert; hierauf wird die Kippregel um P, nach P verschwenkt
und der Rayon P, H, gezogen. Der hiedurch aufgetragene Winkel P, P, H,ist
daher gleich dem Winkel P, PP =w,. Nach Ablotung des Punktes P, und
Markierung desselben wird nun der Punkt P, des Tisches {iber dieser Marke
zentriert, mit der an P, P,angelegten Kippregel nach P, (in der Natur) orientiert,
die Kippregel um P, nach P verschwenkt und der Rayon P, H, gezogen, wodurch
der Winkel P, Py P auf P, P, Hy==1w, libertragen wird. Der Schnittpunkt der
beiden gezogenen -Rayone ergibt den Konstruktionshilfspunkt H, (sogen.
Collinscher Punkt fiir den Riickwértseinschnitt nach Bohnenberger und Bessel).

Nun wird an Stelle der Marke ein Signal aufgestellt, der Tisch nach P
tibertragen und daselbst derselbe Vorgang wiederholt wie im' Punkte P, wobei
jedoch bereits bei der ersten Tischaufstellung grob zu zentrieren sein wird. Der
Schnitt der beiden gezogenen Rayone ergibt den Konstruktionshilfspunkt H.




Nach Anlegung der Kippregel in Hy H und Orientierung des Tisches nach
P, wird die grobe Lage des Punktes P durch Riickwirtseinschnitt tiber die
Punkte P, und P, erhalten, worauf nach neuerlicher Zentrierung des Tisches
dieser Vorgang sorgféltig zuwiederholen ist. Der Schnittpunkt der im Riickwérts-
einschnitt gezogenen Rayone ergibt den gesuchten Punkt P, der bei genauer

Arbeitsausfiihrung auf der Geraden Verbindungslinie von Hy, H liegen muf.

Beweis fiirdie Richtigkeitder Konstruktion.

Durch die gegebenen Punkte P; und P, und die Konstruktionshilfspunkte
H, und H sind die beiden Kreise mit den Mittelpunkten O, und O gegeben.

Im Kreise O, entspricht die Sehne P, H,dem von P, aufgetragenen Sehnen-
winkel w,, die Sehne P, H, dem Sehnenwinkel w,; ebenso im Kreise O der Sehne
P, H der Sehnenwinkel w, und der Sehne P, H der Sehnenwinkel 1w,.

Die Verbindungslinie HyH schneidet den Kreis O, im Punkte Py, den
Kreis O im Punkte P.
Da nun im Kreise O,

1. P, PyHy= X P, P,H, iiber der Sehne P, H, gleich ist dem P, P, P =1,
2. P,PyHy= <X P,PiH, ,, , w PyHy ,  w ,, XP,P,P=w,
und im Kreise O
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3.XP,PH =<P,P,H iiber der Sehne PiH gleich ist dem << P,PPy,=w,

4{P2PH:§1P2P1H ”» ”» ”» PZH ”» " ) %:PQPP():WQ
so ist damit der Beweis fiir die Richtigkeit der konstruktiven Ausfiihrung er-
bracht. '

II. Rechnerische Lésung,

An die Stelle des MeBtisches tritt das Winkelinstrument, es wurden im
Hilfspunkte P, die Winkel w; und w,, im Punkte P die Winkel w, und w, ge-
messen.

Fiir die koordinatenmifige Bestimmung des Punktes P ist die Aufldsung
des A P,;P, P nach Seiten und Winkeln erforderlich.

Wie aus -der Konstruktion hervorgeht, ist der Winkel PP, P, = a, als

_Peripheriewinkel iiber ‘der Sehne P, P im Kreise O gleich dem Winkel P H P,
und der Winkel P P, P, = «g iiber der Sehne P, P im Kreise O gleich dem Winkel
P H P,; eseriibrigt sich daher nur die A HyH P, und HyH P, nach den Winkeln
aufzuldsen, um zu dem gewiinschten Ergebnisse zu gelangen.

Rechnungsgang:

s.sinw s.sinw
IR P,P,H...... M= e gy e
SRELE 7 sin (wyowy) T T sin (wy o+ wy)
s.sinw s.sinw
P, P,Hy . .... My == —— B = — A
AP Py H, B sin (wy Fowy) T T sin (g + wy)
Oy - Wy 4w ey — O my;—m
2. AHHP..... L3 =90 2 1 tg 2 1 2
4 0 2 2 ¥ 3 my + m,
Wy -+ W
X cotg%
oy + O W+ w Oy — & m, — m
AHH Py .... 24 =90— 2 3. g 2 a M a
0r 0 2 2 8T my +m, %
Wy 4 w
X Cotg__l_%__a_
daraus ergeben sich die Winkel «; «, a; und a,
s.sina S.sin o
3. P,P,P ...... PP=q—=—>12""8 _. —p— o:SM%
A PPy ! sin (W, + w,) ’ PP =b=-; (wy + W)
worauf

4. zur eigentlichen Berechnung der Koordinaten des Punktes P f{iberge-
gangen werden kann.

Es sei hier im folgenden dieser Rech-
nungsgang an einem praktischen Beispiele
gezeigt, wobei zur Vergleichung der End-
resultate die Bestimmung des A 4= P aus
der Polygonalinstruktion unter gewissen
Modifikationen gewdhlt wird; als gegebene
Punkte: A 35 und A 53, als Hilfspunkt
A1 =P,

B:ass

o0 A4




y = — 17.398'38;
— 18.834'69;

2 EAREE bttt
Aus M. VIII: Sitdwinkel A 35 A\ 53 = g;, = 286° 32’ 06”;
log s = 3.175 5899.

Aus M. VIII: A 35 A 53 =s5;

x = — 112.069:97
X = — 111.64356
04y = 106° 32 06"

Gemessen:
Wy Wy
w,= 72001"27" w,=33°48' 25" W,y +w,=105°49’52” —5  =52'54' 56"
N ‘ Wy, ) an
W,== 30v54’ 13" w,=4953' 15" w,+w,= 8047 28" T =40023' 44
wyw Wy+tW,
Wy W, =102055' 407 w,w,=8341" 40" 90_—1?: 37005’ 04" 904%:49036' 16"
1a) b)
log s 3.1755899 my = 1462:20 my= 83871 log s 3.1755899
log sin (w;+w,) 9.9888500 ' log sin (w;-+w,) 9.9973647
Diff. 3.1867399 m,= 78952 my= 1152-82 Diff. 3.1782852
log sin w, 9.9782658 logsin w,; 9.7453842
logsinw, 9.7106211  my+-m, = 230091 mg+my = 1942:34 log sin w, 9.8835370

log i, 3.1650057

logm, 2.8973610  my—m,= 62349

log m, 2.9236094

ny—im, = —363'30 log m, 3.0617622

2 a) b)
/ ® % ren | 2% 1B
log (my;—m;g) 2.7948295 - 5 = 17039’50 —o = —8°02'50 log (m,—m,) 2.5602654n
WoA-W ‘ Wy -+
logcotg—,— 0.070 1047 logcotg 5 " 0.8784450
al—f—a3 IXT: wp ey
Sme 2,864 9342 7:49036 16 T = 37005’ 04" Sme 2.4387110
log (my+-my) 3.3618996 o, = 67°16’ 06" uy= 29°02'14”  log(m,+m,) 3.2883253
log t “1 % 05 26 07 K4’ %o =%y
og tg =5~ 9.5030346 oy = 31956’ 26 uy= 4590754’ logtg— 5" 9.1503858n

Probe: (W, +Wy) 4 oy + o soll gleich 0 sein; (1020 55' 40"’y 4 310 56’ 26” -+ 450 07 54” — 1800 ¢/ "’

3 7 log Diff (1a)
log sin «,
log sin «,

log Diff + log sin «; = log a = 2.910 2277

3,186 7399
9.723 4878
9.850 4807

log Diff + log sin «, = log b = 3.037 2206

4 ‘ 286° 32’ 06"’ : 1060 32’ 06"
Stidwinkel P, P = oy + ,; + 450 7 54" Siidwinkel P,P = o — a,;  — 31056’ 26”
o = 3310 40’ 00” o= 74°35 40”

log sin s 9.676 3281 log sin s 9.984 1084

log a 2.910 2277 log b 3.037 2206

log cos o 9.944 5821 log cos o 9.424 3092

logdy  2.586 5558 logdy  3.021 3290

log dx 2.854 8098 logdx  2.461 5298
P,...y=-—1739838; x= — 112.06997 P,...y= —18834'69; x = — 111.643'56
dy = — 38597, dx = + 71583 dy = + 101534 dx = + 28942
P....y=—1778435; x= — 11135414 P ... y=— 1778435 x= — 111.354'14

P...... Y = — 17.78435; X = — 111.354'14
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Die Nichtiibereinstimmung der Koordinaten um 003 m bzw. 0°02 m ist
darauf zuriickzufithren, daB der Punkt A 4 der Instruktion eben in einem
anderen Zusammenhange bestimmt wurde, und seine Koordinaten bereits aus-
geglichene Werte darstellen.

Das Hansensche Problem [4B3t natiirlich eine ganze Reihe anderer mittel-
barer und unmittelbarer Aufldsungen zu; im weiteren sei nur auf zwei Losungen
hingewiesen, die ebenfalls rasch und sicher zum Ziele fithren.

Viele Praktiker wenden bei der Auflésung den Grundsatz an, daf die
Bestimmung der Winkel @, &, 232, in den gegebenen Punkten P; und P, un-
abhingig von der Seitenlinge P, P, = s erfolgen kann. Der Rechnungsgang ist
in dieser Hinsicht folgender:

- Die Linge der Strecke PPy = n wird beliebig, beispielsweise mit 1 ange-
nommen, sodann die beiden Dreiecke P P, P, und P P, P, unter Zuhilfnahme
des Sinussaztes zur Auflésung gebracht, wodurch eine naturgemif fingierte
Linge der Seiten (a) (b) erhalten wird.

sin wg; sin w,
(@ T sin (W, + wy) ! ) = sin (W, + W,)

Aus der weiteren Auflosung des Dreieckes P, P, P ergibt die Anwendung

der Neperschen Gleichungen:

tg %8 E %4 =212 X COtg]—v% Ve, “3g % _ g0 —%ll‘lg W
die Winkelwerte von a, und e,.

Nun kann zur Bestimmung der wirklichen Werte von a und b geschritten
werden, die aus dem Dreiecke P, P, P, in welchem die Seite P, P, = s und samt-
liche Winkel bekannt sind, gewonnen werden, und in weiterer Folge zur Koordi-
natenberechnung selbst.

Die folgende Auflésung sei nur der Vollstdndigkeit halber hier aufge-

nommen, obwohl sie als allgemein bekannt vorausgesetzt werden muf.

1. Im Drejecke P, P, P ...... g B2 % 4= b cotg 1 T W,

2 T a4 b 2
In dieser Gleichung kdénnen (@ — b) und (a + b) durch bekannte GroBen
ersetzt werden.

_n.sin

2. Im Dreiecke PP, Py...... 0= ———F—"—+—;
1o sin (W, + w,) ’
. . n.sinw
im Dreiecke PP,Pqy...... b= — 1,
sin (W, + W,)
es wird daher
sin 1wy sin wy
a—0b  sin (w4 wy) sin (W, + W)
a+b . sin wy sin w, ’

sin (wy + w,) sin (wy + W,)
um diesen Ausdruck logarithmisch brauchbar zu machen, wird
sin sin w
3 4 — tg E

sin (W 4+ wy) = tge und sin (W, 4 Wy)

gesetzt, wodurch



a—b  tge—tgf sin(e —¥)
a+b  tgettgE  sin(e 4+ 8)
wird; dies in die Gleichung 1 eingesetzt gibt:
0y — oy  sin(e —&) Wi+ Wy g+ oy W+ 1w,

B “Snerp T T g =0
woraus die Winkel a3 und «,, hierauf die Seiten a und 6 und endlich die Koordi-
naten des Punktes P selbst abgeleitet werden konnen.

Ich habe es schon immer als Unrecht empfunden, daf seitens der Land-
messer dem Hansenschen Probleme speziell in Hinsicht auf die Punkteinschal-
tung nicht jene Beachtung geschenkt wird, die es infolge seiner zeitsparenden
und exakten Losung fiir sich in Anspruch nehmen kann. Die Moglichkeit seiner
Verwendung zur Losung geodédtischer Aufgaben ist sehr mannigfaltig, nicht
nur in bezug auf die Ausfithrung von Kleintriangulierungen, sondern und ins-
besondere in den Gebieten mit spérlichen und unverldflichen Anbindepunkten.
Gerade in solchen Gebieten, wo vielfach Bussolenziige miit optischer Distanz-
messung zur Anwendung gelangen, wére es wiinschenswsrt sich solcherart von
der urspriinglichen, nicht immer einwandfreien, Mappendarstellung der nidheren
Umgebung moglichst unabhingig zu machen, um auf diese Weise auf die all-
méhliche Verbesserung der Katastralmappen hinwirken zu konnen.

Uber die Umformung von Fehlergleichungen.
Von S. Wellisch,

Bekanntlich darf man von dem einem Ausgleichungsproblem zugrunde
gelegten System von Fehlergleichungen einzelne Gleichungen nicht mit
einer beliebigen Zahl multiplizieren oder durch eine solche dividieren ohne
zugleich die Gewichtsverhidltnisse gegeniiber den unveridndert gebliebenen
Gleichungen zu regeln. Hingegen unterliegt es keinem Anstande, alle:
Fehlergleichungen in der gleichen Weise umzugestalten, da dann eine Ver-
dnderung der Gewichtsverhiltnisse nicht eintritt,

Angenommen, es soll aus einem O&sterreichischen Werke ein nach der
Methode der kleinsten Quadrate behandeltes, die Volkswirtschaft betreffendes
Problem, dessen Fehlergleichungen die Form haben:

ax +by+cz+ . . . . —S8 (Schilling) = vs
in ein franzOsisches und ein reichsdeutsches Werk iibernommen werden.
Bedienen sich hiebei die fremden Autoren, zum besseren Verstindnis ihrer
Leser, der eigenen Landesw#hrung, so mufl der Franzose die Fehler-
gleichungen mit der Wihrungsrelation '1 S = m fes, der Deutsche mit der
Relation 1 S = 1 Rmk. multiplizieren. Die Fehlergleichungen haben dann
die Form:

Osterreich:  ax +by+cz+. . . . —S =wvs (Schilling)

Frankreich: Ax+By+Cz+. . . . —F =uvr (Francs)

Deutschland: Ax+By+Cz+. . . . —M=wvy (Mark),



