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Zur Theorie der Papierdeformation.
Von Viktor Theimer, o. Assistent an der Montanistischen Hochschule in Leoben.

] A. Die Koordinatenverzerrung.

Die Grundlage fiir die Herstellung eines Planes bildet ein genau entwor-
fenes Hektarnetz, dem ein gewisser VerjiingungsmaRstab v (etwa 1/y5,) zugrunde-
gelegt wird. (Figur 1).

Die Felder des Netzes sind Quadrate, von

je 100 m Natur-Seitenldnge. Infolge der Tempe- $

ratur- und Feuchtigkeitsdnderungen der Luft _*;{‘P
treten besonders nach dem Abschneiden des . *’;’,
Planes -vom Zeichenbrette (bei MeBtischauf- i ot

nahmen) ziemlich bedeutende Papierdeforma-
tionen ein, welche eine Verzerrung aller auf-
getragenen Koordinaten und sonstigen Linien Fig. 1.

bewirken. :

Mithin bilden auch die Netzlinien nach der Deformation keine Quadrate
mehr mit vorgeschriebenen Seitenldngen, sondern schwachgekriimmte Kurven,
welche im allgemeinen unregelméBige Vierecke bestimmen, die ndherungsweise
als geradlinig begrenzt angenommen werden konnen. (Figur 2).

Unter Beniitzung dieser Annahme,
ergeben sich zwischen den urspriinglichen
richtigen Koordinaten (X, y) eines Punk-
tes P und den infolge Papierdeformation
verzerrten Koordinaten (§, n) desselben
Punktes nachstehende mathematische Be-
ziehungen : :

Angenommen das urspriingliche Hek-
tarquadrat mit den Seitenldngen L sei in
ein Parallelogramm mit den Seitenldngen
Jg und [, iibergegangen, dann wird die spezifische Langenverzerrung, d. i. die
Langenverzerrung pro Lingeneinheit

Fig. 2.
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in der Richtung der E-Achse gleich . . E; = % (e — L)

S )
, 1 :
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Vergleiche die Figuren 3 und 4.
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Fig. 3. Fig. 4.

Hatte also der urspriingliche Punkt P die Koordinaten x, y, dann hat der
verschobene Punkt (P) die Koordinaten

E)y=x+x.E=x.(l +E€)}
m=y+y.E;=y.(1+E)
Diese Parallelogramm-Deformation des Papieres ist auch der weitaus
haufigste Fall der Planverzerrung, —
Hat sich dagegen das urspriingliche Hektarquadrat nicht in ein Parallelo-
gramm, sondern in ein allgemeines Viereck umgewandelt, dann erhdlt man
nach Figur 5 folgende Beziehungen:

Fig. 5.

Zundchst einmal kann man sich die Deformation des Hektarquadrates
in das oben besprochene, in Figur 5 strichliert eingezeichnete Parallelogramm

vollzogen denken, wodurch der urspriingliche Punkt P{; indie Position (P) {Esg

iibergeht, deren Koordinaten durch 2) bestimmt sind, d. h. es wird

B =x(+ Ep;
Doy A Eg ] o
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Fiir die Annahme muB der rechtsseitige obere. Eckpunkt des Hektar-
quadrates beziehungsweise Parallelogrammes in (Q) liegen. —

Tatsédchlich aber ist dieser Eckpunkt gar nicht in (Q) geblieben, sondern
nach Q gewandert und dementsprechend haben auch alle anderen Punkte
des Feldes eine Verschiebung in den Pfeilrichtungen erfahren.

3 g

So ist schlieBlich auch der Punkt (P){(Yl) nach P{ngeruckt und seine

Verschiebungsstrecke A, kann wie folgt bestimmt werden:

Do _ by ., Dk, O _

= A== =

Ay () S N
Analog ist aber auch

Do _ ke A0, oAb (n)

AI—(E),....Al—AO. lg""'A ik A=A lnf

Man findet also fiir die Punktverschiebung A denselben Wert, glelchgultlg
ob man iiber Ay oder iiber A, rechnet, d. h. es ist eindeutig

Bezeichnet man die Projektionen der Punktverschiebung A auf die
Koordinatenachsen § und » mit vg und v,, dann findet man aus Figur 6:

"y
S = . (5. ();.
wobei . . . . e = lflo ' smsﬁ::;x); . 5)
- 1
Yn = -:fﬂi e =& - © ;. 6
wobei . . . . e Do sinc T )

= . l ‘sinw’
Damit erhélt man aber fiir die Koordmaten des Punktes P die Aus-

driicke:
E=® + Ve X(1+ E + e O )2 x (1 + Ep) + e (1 + EY (1 + Ep).x.y "
=) +v,=y(U+E)+e, Q) =y(I+E)+e,(L+E)(l +E).x.y
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Setzt man . . » C o A .
1 4+ Eg= A ...eg.(l+E5)(1+E,‘)=Bl-... } . 8)
1+E—A2,....e7J (1+E§)(I+Eﬁ);32..L ,

"Dann wird nach 7):
E=A1X+B1-\x}’=,x(A1+Bl}’)- . } -
N=A Y+ Bxy=y A+ Bp%) . ..... =~
Umgekehrt kann man aus diesen Gleichungen x und y als- Funktionen
von & und v darstellen. Die exakte Auflosung wiére aber fiir praktische Zwecke
nicht gut brauchbar, weshalb hier lieber ein Naherungsverfahren angewendet
werden soll, welches x und y bis einschlieBlich der Glieder zweiter Kleinheits-
ordnung liefert.
Setzt man namlich
x=E+4a.. }
' y=n+§..
dann sind @ und § im allgemeinen kleine Groflen erster Ordnung.
Beobachtet man ferner, da A; und A, nur wenig von Eins verschieden
sein konnen, so erkennt man, daf auch die Zahlen (1—A,) und (1—A,) kleine
Grofen erster Ordnung sind, wie auch die Grofen e und e, nach 5) und 6)
und dementsprechend auch die Grofen B, und B, als kleine GroBen von minde-
stens erster Ordnung erkannt werden,
Nach diesen Klarstellungen erhdlt man aus 9) und 10):

E=A; E+a)+ B, (E+2) (+P)= A, 8+ B, EVJ+A1~“+B1-“"I+31-B§+B_1W£3J
klein v, III. Ordnung,
n= A, (N+P)+ B, (E+2) (14-B) = A, 1+ B, B+ A, B + B, an+ B, BE 4 By
Oder E==(A,E + B,&n) + 2 (A; + By.m) + B.(B:f)
Ode 1= (A, + By&n) + B (A, + B, &) + «. (Byn)
r

. (A + By +B. (Bif) =E(1—A —B;.m) } 1)
. (Byn) +B.(Ay+ Bf)=1n(l — A, — B,.%) S
Das sind zwei lineare Gleichungen mit den Unbekannten « und f.
Die Determinante dieses Systems ist:

. (Ay -+ By, (BIE) _
1A2+B A,.m+ B, A E+B BZE‘q—B B,En.
D A A+ By Agn+ ABoE; . o oL L L 12)

Die Zihlerdeterminante von o lautet: -
_[-(1=A,—By), (B |_ _
Doc - 7. (1—A2 Bz&) (A2+32E) ~§-{(1*A1‘B17))~(A +Bz§)_Bln(1—A2—BZE)}—

= E{ (I_Al) Ay—AB +(1_ 1)325 —B,Bgn—Bm+ A Bl"H-B B Eﬂ}

—E{(I—AI)A + (1 —A)B, E— 17)} ...... 13)

Analog findet man fiir die Zahlerdeterminante von f den Ausdruck:

(A +B'I))E(1 ) .
@ﬂi mU—AFJﬁJ=W«“'9Aﬁ%L—QBm—&Qy4

,~|
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Damit findet man'bei Unterdriickung der Glieder von dritter Kleinheits-
ordnung:

D, 12)&{(1_ 1)A2+(1“ 1)32E B1")}

= D 13 B,
AIA,.{1+ ot 708 )
B, B
—JE{.(x—AI)Aﬁ(l— A) ByE — Byy - {1 — Zha— 2% 85
"(1— A) Ay +(1— Ay) B,E— By ]
Bl Bl
a_—E— —(1— 1) A27I+7\“
A A '
1072 Ble
— (1 — Ap.By.§ + =8
| A B
—Exz.{(l—Al)AZ By, (l“l‘ A, ' A2)+ 7)2+ -2 E"’}‘“
1—A, B, — A B
e {5 = (A2+ A )"+A2A 7)+A1 s
Dy {1l =AY A+ (1= A) Bin— By}
DT 4By By
1% Al. Az.
B B
= (= A At (1= A By — By {1 =y — 228
T(1—A). A+ (1—A)B,.m— B,.E
B, B
g U] — (1 — Ay). By +“’}4—£‘E7I
A Ay Bl B.2 ,
—(1—A2)._2.A1§ + -8
e 2 @
B AY =B+ 0 a) + By BB gy

- _—iz_32< ) By? £2 BBz £\
_”‘{ A, A A1+ Y E+A1A2 +oaw A, S

Setzt man die eben gefundenen Werte von o« und f in die Glelchungen 10)
ein, dann kommt:

B B, —A, B,? B,B,

X = E—I—oc—E{ A, A < + A, )n+A2A .v]2+A Az.én}. ... 15)
1 B, (1 1— B,? B,

y=”+p="’{5_i<Al+ A, )E+A 1242;2+A2A &y 16)

Setzt man jetzt :
! B (1 1= Be - B, B
K1=Xl;...l<2=——l'(—+—_l)‘ cKa=Za g Ke=7 22;1

A, \a, T Az A, AAE (o
_.1, __B (1 1A\ ~_BiB __32_2_.J
=% CG= A2'<A1+ A, ) G=Za) G =7 40

dann erhdlt man endgiiltig:
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x=K;.E+ K, En+ K €2 + K, . B } ...... 18)
y=Cin+ Cokn+ C3&n* + C, . B

Die Gleichungen 9) und 18) bilden die Transformationsformeln der Papier-
deformation. Und zwar kann man aus 9) fiir jeden Feldpunkt (x, y) die verzerrten
Plankoordinaten (€, u) berechnen, wihrend die Gleichung 18) die Moglichkeit
bietet, aus den genau gemessenen Plankoordinaten (, #) irgend eines Punktes
die zugeordneten Naturkoordinaten (x, y) zu finden. —

Damit aber die genannten Formeln ihren Zweck erfiillen, ist es notwendig,
die Konstanten A,, B,, Ay, By; Ky, Kqy K3, Ky bzw. Cy, C,, C,, Cy ihrem Ziffern-
werte nach zu kennen. —

Die Bestimmung dieser Konstanten kann aber leicht mit Hilfe der
Gleichungen 9) durchgefithrt werden, wenn im Plane die Bildpunkte von n-
Feldpunkten mit bekannten Naturkoordinaten (x, y) eingezeichnet sind; dabei
muB n> 2 sein. — ‘

Ist n > 2, dann wird man am besten eine Ausgleichung nach vermit-

_telnden Beobachtungen durchfiihren, die etwa folgendermafen gemacht werden
kann:

Man miBt sorgfiltig die Plankoordinaten (§;, %), (€ %5) ... (€. %) der
Feldpunkte (X; ¥,), (X3 ¥2) . . . (Xa V) direkt ab. — Infolge der unvermeidlichen
Beobachtungsfehler findet man aber gar nicht die wahren Werte g, 7, sondern
blof gute Néherungswerte ', v, die sich von den richtigen Werten &, n um
gewisse kleine Verbesserungen v bzw. V unterscheiden,

Dementsprechend liefern die Gleichungen 9) nachstehende Beziehungen:

E=8+v=Ax+Byxy; ..... n=1n"+V=~Ay+ Byxy; . . 19)
oder

v=Ax+Bxy—F .......... V=Ay+ Byxy—1'; 20)

Wendet man diese Gieichungen der Reihe nach auf die gefundenen
Beobachtungswerte an, so findet man:

w=AX+B ;)-8 ... .. Vi= A1+ By — '

V2 = Al X2 + BIX2y2 - Ez’ ----- V2 = A2y2 —I— 32x2y2 - 7}2’ . . 21)
bt e e e e e e e e e

v,,=Alx,.+le,.y,.—En' ..... V,.=Ag)’n"|‘32xn)’n~—’fln'

Und macht man jetzt, so wie die Ausgleichsrechnung es‘vorschreibt,
[w] zum Minimum, und [VV] zum Minimum, dann erhilt man die Normal-
gleichungen:

[x)] A, + [x*y] B, — [x&] =0 bzw. [y2] A, + [xy%) B, — [y'] = 0} 2)

[yl A+ [ Y] By — [xpE]=0 ,  [x)*]Ax+ [x*y?*] B, — [xy'] = 0
Und aus diesen findet man durch Auflésung die Zahlenwerte von
Aj=....; Bij=....; bzw. A, =....; By=....; . . . 23)

. Kennt man aber diese Zahlenwerte, dann lassen sich die Konstanten

K, ... K, beziehungsweise C,, ... C4 nach den Formeln 17) berechnen. —
(SchluB folgt.)



Zur Theorie der Papierdeformation.
Von Viktor Theimer, o. Assistent an der Montanistischen Hochschule in Leoben.
(Schlufl.)
B. Seitenverzerrung.

1‘{';; {%1, und P [X {%22 vorgelegt. Thre fehler-

2{yy
freie Entfernung sei s, ihre Entfernung im Plan dagegen S. Dann wird
82 = (X, — X;)2 + (Vo — V1)%
8t = (B — &+ (hp — m)* + 2 (& — &) (n, — ;) cos 0 2
= {A (g = X)) + B (X2 Yo — Xy PP A { Ay (Vo — Y1) + B (Xp V2 — X1 Y1)} +
+2 {Al (Xy—x) + By (Xp Va4 )’1)} AA (Ve —y) + By (e ¥ — Xy }’1)} . COS W
St=A2.(x; — X2+ 2 A By (X — X)) (X ¥y — Xy Y1) + B2 (X Vo — X1 ¥4)? +
+ A2 (Y, — V)2 24, By (Vo — V1) (o ¥y — Xy V1) + Bo?. (X Yo — Xy ¥1)% 4
+ 2. cos 0 {A; Ay (X — Xy) (Yo — VD) + Ay By (X — Xp) (g V2 — Xy V1) +
+ AgBy (Yo — V) (o Ve — X V1) + By By (X ¥, — Xy }’1)2}
Beachtet man, daf
X Vo — Xq V3 =Xg Vg — Xg ¥y + Xo V1 — Xy V1 =X (Vo — V1) + V1 (X — Xy),
und daB auBerdem
xz—xlzscosm...:yz—y1=ssinp, } 24)
also Xo Yo — Xy Y1 =S [Xgsinp+ y,.cosp], [ ~° 7
so erkennt man, daB obiger Ausdruck fitr S% auch folgendermafen geschrieben
werden kann:
82

il A2cos2p +2A; Byx,.sinpcosp + 2A, By y;.cos?p + B2x2,sin2p 4

Nun seien zwei Punkte P

+ 2 By2 X, yysinp cos p + B,y 2cos?p 4
+ Ag2sin?p + 2 A, By X, .8in2p + 2 A, B, y,sinp cos p + By2 x,2sin2p +
+ 2 By? X, ¥y sinp cos p + By? ¥4® cos?p 4
+ 2cosw.{A1Azsinpcos p+ A, Byx,sinpcosp+ A, By y, cos?p+
+ A, By X,sin? p + A, B, y, sinp cos p +
+ By By X,2sin?p + 2 By By X, yy 8in p cos p + By B, y,% cos? p} ;
. oder bei Anordnung nach den auftretenden Winkelfunktionen

§2 -
o cos®p . {(Al + B1y)? + B2 Y2+ 2B,y cos 0. (A + By }’1)} +
+sin®p. {(Az + Byxp)? + B2 xp? + 2 By X cos 0 (A + B, '\'2)} +
+ 2sinp cos p. ,{Bl Xp (Ay + By yy) + By ¥y (Ap + By Xy) +
4 cos o [A;. (A, + By Xp) + By y1 (A, + By Xp) + By By x, 3’1]}§
Dieser Ausdruck kann aber auch so geschrieben werden: .

S2 B.2 7.2
?=(A1+ By yy) . 00529-{(A1+313’1)4’;?_'2_—;1*3;4’232}’1-(303 ‘”} +

. . B2 x,% .
+ (Ay + Byxy)sinZp . {(Ay + By Xp) + m+231A2 cos w} +

+ 2sin p cos p.{By Xy (Ay + By yy) + By ¥y (Ay + ByXp) + By By Xy ¥y cos o +
+ (A+Byyy) (Ag 4+ By xp)cos wps o v L L 25)




Oder mit Riicksicht auf die Gleichungen 9) auch so:

SZ_&l 2 :(i 22 M1 M2 gine Az
== EJ'COS P'\xl + B2y, .—gl—+2B2y1cosw}+ o sin p.{}i +

—+ B.%x,2. Zz+2le2cosw}+2sinpc089.{81.%.51+B Jy 7;2-}—

—i—BlBZ.xzylcosw+E 2 LCOSWR; L . . 26)
xl }’2

Aus den Gleichungen 25) oder 26) kann man den Zahlenwert ® des Ver-

2
haltnisses isq—z— berechnen und findet dann aus diesem Zahlenwerte
=7®;....S=5.YO;....8=—; ... ... . 27)

Die strengen Formeln 25) oder 26) sind aber etwas unbequem; und es
wird im allgemeinen geniigen, sich mit einer Ndherungsformel zu begniigen, in
welcher alle GroBen zweiter Kleinheitsordnung vernachlédssigt werden. —

Um eine solche Formel zu gewinnen, hat man zu beachten, daB v == 90°

ist, daB also cos w eine GrdBe erster Kleinheitsordnung vorstellt. Damit findet
man aus 26):

32 (f:) COSZP—I—(‘Z) sin?p +sin (2p).{By. - X 51+B % 7}2+&1n2c0sw} .28)

Diese Formel ist aber relativ einfach. —
Die Bestimmung des in dieser Formel auftretenden Winkels » erledigt
man am einfachsten durch direkte Abmessungen der verzerrten Hektarnetz-

seiten I und [, und der von links oben nach rechts unten fithrenden Hektar-
diagonale d, unter Beniitzung der Formel:

152 + qu — {2
SO =—"—r1
) €

C. Richtungsverzerrung infolge Papierdeformation.

Ist p der fehlerfreie Richtwinkel einer Strecke P:132= s in der Natur
beziehungsweise im nichtverzerrten Plane und o der Richtwinkel der Bildstrecke
im verzerrten Plan, dann definieren wir als Richtungsverzerrung jenen kleinen
Winkel dp, fiir welchen , .

A Y ... 30)

Aus Figur 7 lassen sich zur Bestimmung des Winkels ¢ nachstehende Be-

ziehungen finden:

—gz—_—gl=ﬂll(fw———c—)=sinm cotg o — cos

Ne — M sin ¢
sin w cotg 6 = E — &) + (e —my) . cosw ,
No — .’h.
(0. — ) sin ©

tgo= &, — &) + (g — my) Cos ;




10

~Nun ist nach 9)
Co=A1Xo+ B X ¥,
E=A X+ By
o — &= A (X, — X;) + By (g yo — X, 1) 22
= 5. {Apc08 p + By X,sin p 4 By y; cos p}
oder & — & = s{(A; + By 1) cos p + By x,sin p}
analog 7, — 1y = § {(A; + B, Xy) sin p + By y; cos e}
32) in 31) eingesetzt liefert:
{(Ay + By x;)sin p 4 B, y; cosp} . sin o

t(] == — N " =
&9 (Ar+ B1y1)tos p ++ By X, it p + {(Ay 4 B, X,) sin p + By ¥, cos p} . cos o
{(Ay + Byxp) tg p + By yy}sin 0 )
~ (A, ¥ By + Byx,. tgP ‘f‘ {(Az + Byxs) tg p + By ¥4} . cos 0
= tg(p + dp) = tagp + coszp
Daraus wird —ds—z
cos2p

{(AgtByX,) tgp+Byy,isinw- (ArtByyy)tge-Byx,tg®e-{( Ayt ByX,)tg2e+B,y, tg p}cos w .
(A + Biy) + Byix,tge + {(Ay + By xp) tgp + B, Y1} COS © '

dp = cos?p .

Byyssinw+{(Ayt+Byxp)sinw -(Ay+B,y;) - Byy;coswitg p - ByXyH( Ayt ByX,) cos whtg?o

(A By)+ Byyicoso ‘f‘{lez‘f‘ (A2 + By xy) COS“’-} tgp . . . 33)

Auch dieser Ausdruck kann mit Hilfe der Gleichungen 9) wie folgt um-
geformt werden:

1

B, ¥, smm+{~smu>-~&~—B2y1cow}tgp —{ByX;+ +

Leosw), tg2p
ycs}g

dp = cos2p. ; 34)

El L1
x~l+Bzylcosw+ (B X, +icosm}tgp

Die Gleichungen 33) und 34) sind wieder etwas umstdndlich fiir die
ziffernméBige Auswertung. Unterdriickt man aber die Glieder zweiter Klein-
heitsordnung auf der rechten Seite von 34) und setzt man im Zahler sin v =1,
dann erhdlt man:
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Bz)’1+{& E1}@9 {leer&.cosm}.tgzp
dp==cos?p . Va V2 _

2GR+ s tge)

z .cos?p. {Byy; + (ng—gl>tg9—

Vo
—(Byx,+ 12, tg2p) . {1 — (Byx,2t 4 1251 tg o\ =
(Bﬂa+y2 cos w) tg2p} . {1 —( gt g cos w) tg p} =
X s Mo _ St g,
—El-cos P'{Bzyl‘i‘(yz X tgPE
T2 N2 n X1, MeXy
_ to? _ i to?
(Byx, -+ s . cosw) tg2p (y xl) <31X2 gy, 8 o8 m) g%}
S PR
’l

—(B, x ,L LCosw 4 By x, 221 — B, x2+n2 coso — 12 cosw) t %o
1% y 2y V2 8

2 2 1 2§1

. X X X
o= covtp {By . P (T 22 ym4&%é”uéﬁwwmm3&

Diese Formel liefert zundchst einmal die Rlchtungsverzerrtmg dp im
Bogenmafe; will man sie im Winkelmafe (Sekunden) ausdriicken, dann muf
man den erhaltenen Zahlenwert mit 206.265" multiplizieren. —

'

Spezialisierung fiir die Parallelogrammdeformation.

In dem besonderen, aber sehr hdufig zutreffenden Falle einer Parallelo-
grammdeformation wird in Figur 5)... A, =0, also nach 5) und 6), . ..

=0
und nach 8). .. B,=B,=0
Mithin erhélt man aus 9)
| E= AL x 2 (14 Ep). x
1=A.y2(1+E).y |

da ferner wegen 17) ... K,=Ky=K,=0... und ...Co=Cy=C, =0,
wird, so folgt aus 18)
1 1
x=K.ED E= —Ep). &

1 1 vt SUEIRERIP
)’=C17)=Z2-72,=m5;¢7?——(1—5~4)-71

Die Gleichung 26) liefert in diesem Falle fiir das Quadrat des Léngen-
verhéltnisses

g
(§)=<C_1> cos2p+(n2) sin? p+51 T2 cosw 2sinpcosp;

S X Ve Xy Ve
Nun ist aber wegen 36)




12

“

S + E; = (Konstante) = A,

5 S 38)
%= I + E, = (Konstante) = A,
also S\? 2 e . S
N = A% cos p+2snnpcosp.coscn).Al A, + AgZsinZp . . 39)

Dieser Ausdruck ist aber nicht mehr eine Funktion des Ortes wie der
entsprechende Ausdruck 26) bzw. der Néherungsausdruck 28) des allgemeinen
Falles, sondern er ist lediglich eine-Funktion des Richtwinkels p. —

Um seine Extremwerte zu finden, differenzieren wir ihn nach p und er-
halten:

)
—dsp—z — 2 A%cos psinp 4 2A; A, (cos?p — sin®p) cos o + 2 A2 . sinp cosp
=(— A2+ Az?) sin (2p) + 2 A; A, cos (2p) . cos w;

Sfir . (— A4 AP sin (2p) +2 A; Aycos (2p) . cosw =0
AL A
A — Az
Daraus findet man zwei Werte

2p=2p; und 2p = 2p, + 180°% ‘
also P =p; p=p=0p,+90% . .. ... ... 41)

Diese beiden Richtungen stehen aber aufeinander normal. Dies liefert
den Satz:
Bei Parallelogrammdeformation des Papieres treten die Extremwerte des

oder tg 2p) = 2. . COS W;

Verhdiinisses \E) in 2wei zueinander senkrechten Richtungen auf, in denen natiir-

lich auch die Maximal- bzw. Minimalverzerrung des Papieres eingetreten ist. —
Speziell fiir Rechteckdeformation ist w = 90° cos w = 0, also nach 40)

tg (2p) = 0;
pr=0; P, =90% . . . ... ... .. 42)

d. h.: Bei Rechteckdeformation, fallen die Extremwefte des Verhdltnisses
(g) in die Richtungen der Koordinatenachsen. —

. Will man die” Gleichung der Bildkurve fiir eine gegebene Naturkurve
F (x, ) =0...43) ermitteln, dann setze man einfach in die Kurvengleichung
43) die Werte fiir x und y ein. Speziell fiir Parallelogrammdeformation des Papie-
res ist nach 37)

_ £, —
X = !1,.‘..)/_
und das in 43) eingesetzt gibt:
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Dies ist aber eine Kurve vom gleichen Grade, wie die urspriingliche. Daher
der Satz: .

Bei Parallelogrammdeformation des Planes ist Originalkurve und verzerrte
Bildkurve vom gleichen Grade. —

So wird zum Beispiel der Kreis

(X=X 4+ (Y — Y2 =R2 . . . . . 45)
abgebildet in der Kurve :
: L " Re 46
— — X _— = Coe e e e e e
<A1 0) + <A2 yo) )
Schreibt man diese letzte Gleichung so, '
—_ ¢ \2 —_ 2
(E Al"") + <” Azy °) T . 47)
AR AR
und nimmt man jetzt eine Parallelkoordinatentransformation der schiefwinke-
ligen Koordinatenachsen & # nach dem Punkte & = A, Xg; ... M0 = Ay ¥,

vor, das heif3t, setzt man der Figur 8) entsprechend

Fig. 8.

E=8—-&=8— A%

P SR 48

M= =1— Ay ¥, | )
dann nimmt die Kurvengleichung 47) die Form
g2 "’?'2 |

(A1 R)z + (A2 R)2 = 1 . . e e e e e e e 49)

an. Das ist aber die Gleichung einer Ellipse, bezogen auf ein konjugiertes
Durchmesserpaar als Koordinatenachsen. —

Die halben Durchmesserldngen sind: @' = A;R;...0' = A, R; . . 50)

Beachtenswert ist noch.der Umstand, daf die Koordinaten des urspriing-
lichen Kreismittelpunktes (X, ¥,) tibergehen in die verzerrten Koordinaten

.......... 51)
durch welche der Ursprung o, des Parallelkoordinatensystems &, %’ bestimmt
wurde, der wegen 49) mit dem Mittelpunkt der Bildellipse identisch ist. —
Daher erhdlt man den Satz:
Ein Kreis der Natur bildet sich bei Parallelogrammdeformation des Planes
in einer Ellipse ab und das verzerrte Bild des Kreismittelpunktes fdllt mit dem
Ellipsenmittelpunkte zusammen. —

Eoz Al.xo,.-.7[0=A2‘y0;
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Die - Richtwinkel, die den Hauptachsen der Bildellipse zugeordnet sind,
werden aus Gleichung 40) gewonnen und sind mit den in 41) angegebenen Werten
p, und py identisch. —

Mit diesen Richtwinkeln findet man die Langen der Hauptachsen a und b
der Bildellipse aus Formel 39), wenn man in derselben s = R und S einmal
gleich a bzw. einmal gleich bsetzt. — Man erhilt so:

= (A2cos?p; + 2 A, Aysin py cos py + Ap2sin?p). R . . . 52)
b2 = (A2sin? p; — 2 A; A, sinp, cos py + Ay? cos? p,y) . R2...weil py, = p; + 90°;

Addiert man diese beiden Gleichungen, dann erhdlt man:

@+ 2= A2+ AH)RE, L 53)

Wiéhlt man zwei beliebige, zueinander normale Kreisdurchmesser mit den
Richtung p; und p; = gy + 90° und sind §; und §;; die zugeordneten Bildldngen
dieser Kreisdurchmesser, dann wird nach 39) analog wie oben

Si2 = (A2 cos?p + 2 Ay A, sin pycos p; + Ag2. sin?p) R2
Sy? = (A2sin2p; — 2 A} Ay sin pycos p; + A%, cos?p) R2 § .. 54)

S+ Sy = (A2 + AP R?= a® + b%

d. h.: Die Summe der Quadrate der Bildstrecken zweier zueinander normaler
Kreishalbmesser ist konstant und gleich der Summe der Quadrate der Halbachsen
der Bildellipse. —

Da dies aber eine charakteristische Eigenschaft konjugierter Ellipsen-
halbmesser ist, so bekommt man den bemerkenswerten Satz:

Bei Parallelogrammdeformation eines Planes werden je zwei zueinander
senkrechte Kreishalbmesser als konjungierte Halbmesser der Bildellipse abgebildef. —

Beziiglich der Richtungsverzerrung bei Parallelogrammdeformation folgt
aus 35) wegen B; = B, = 0 der Ausdruck:

dpzcoszp.{b;'&—l— )tgp—(-a) ("1;) cos w tg? } (weilnach 9) . . . .
x| U ;
—EIT_A_l"'und" TZ—AZ"'lSt)

A A, \? A, — A, .
— 2 2 op — |12 2 _. 27 M
—'cos p.{(1 1).tbp <A1> .cosw, tg p}—- i, sinp cos p

— 142,2 in2
<A1> cos w sin% p
—_ \2
dp = sinp. {A AlA cosp—(ﬁ—j) cosw.sinp}:f(p) . . . . 5)

Mithin wird die Richtungsverzerrung dp = 0,
einerseits fiir...sinp=0; ... also...p; =0;...bzw. ... p, = 180° . . 56)

oder

— A \? .
andererseits fiir ... u cos p — (—&> cos w.sinp =0
Ay Ay

_ Az
also . ... ... tgp = AlAi\ 5 AL 57)
2

cos v’
daraus P=P4;...0=ps= pg + 180°
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Will man nun auch noch die Extremwerte der Richtungsverzerrung er-
mitteln, dann hat man die Funktion dp = f(p) nach p zu differenzieren und

die Ableitung gleich Null zu setzen,
Man erhdlt aus 55):

_ 2
d{i(:) — Az 3 Al. (cos%—sin%)—(ﬁl) cos w . 2sin pCOS p =
1 1
. 2
= %—“ﬁ cos (2p) — (%3) cos w sin (2 p);
1 1
_ 2
also idépl =0,...flir... A_Z_/Tﬁ cos (29) — (%) COS o Sin (2p) =0
1 1
' Al A, — A2 1
to Rpg) = 172 71, e

Daraus findet man zwei Werte:
209 = 2pqy; und 209 = 2pgy = 2poy + 180°
also Po = Po1 und Po = Pop = Por +90°% . . . . .. 59)
d. h.: Die Richtungen, fiir welche die maximale bzw. minimale Richtungsverzerrung
eintritt, stehen bei Parallelogrammdeformation des Papieres zueinander normal. —
Vergleicht man noch die rechten Seiten von 58) und 57), so sieht man,
daR sie denselben Ziffernwert besitzen. Daraus folgt aber, daB

2001 = 03 und 2000 =Pq  + « ... 60)

sein muB; und dies gibt den bemerkenswerten Satz:.
Bei Parallelogrammdeformation des Papieres sind die zueinander senkrechten
Richtungen, fiir welche die Richtungsdeformation ihre Extremwerte erreicht,

identisch mit den Winkelsymmetralen jener Richtungen, fiir die tiberhaupt keine
Richtungsdeformation eintritf. —

5 §or
¢,
S Cos
le,
Fig. 9.
II. Teil.

In den vorstehenden Untersuchungen ist gezeigt worden, wie man mit
Hilfe des Hektarliniennetzes die Koordinatentransformationsformeln 9) und 18)
der Papierdeformation eines Planes ermitteln kann,
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~ Hat man aber die Transformationsformeln gefunden, dann ist es moglich,
in dem verzerrten Plane Neupunkte derart einzutragen, daf die Bildpunkte
mit der bereits vorhandenen Papierdeformation behaftet sind.

Hat man némlich die Feldkoordinaten X, Y eines Naturpunktes gegeben,
dann rechne man zundchst die auf den als Ursprung gewdhlten Hektarnetz-
punkt reduzierten Parallelkoordinaten x, y und mit diesen nach entsprechender
Verjiingung die verzerrten Koordinaten g, n des Bildpunktes. Letztere sind
dann abzutragen.

Umgekehrt kann man aus dem Plane durch direkte Abmessungen der
verzerrten Koordinaten &, n eines vorhandenen Bildpunktes die reduzierten
Koordinaten x, y des zugeordneten Naturpunktes mit Hilfe der Gleichungen 18)
finden und aus diesen dann die Naturkoordinaten XY des entsprechenden
Feldpunktes ableiten.

Voraussetzung fiir diese Arbeiten ist jedoch, daB d1e Hektarnetzlinien
im Plane tatsdchlich vorhanden sind, wie dies ja z. B. bei Grubenpldnen meistens
der Fall ist. .

In Plédnen dagegen, in welchen die Hektarnetzlinien lediglich durch Rand-
marken angedeutet erscheinen, konnen die Transformationsformeln 9) und 18)
nicht unmittelbar angewendet werden, weil es unmdglich ist, die Transfor-
mationskoeffizienten A,, A, B,, B,, in der bisher angedeuteten Weise zu er-
mitteln.

Wohl aber kann man in diesem Falle folgenden Weg einschlagen:

Koeffizientenbestimmung der Papierdeformation
aus Pldnenohne Hektarnetzen,

Bei Herléitung der Formel 25) zur Berechnung der Seitenverzerrung ist
nachstehende Gleichung aufgetreten:

2
(g) = A®cos?p + 2 A; By xpsinpcosp + 2 A; By y,.c082p + B;% x,2sin2p 4

+ 2 B2 X, Yy sinp cos p + B? y,% cos?p +

+ Ag%sin%?p + 2 A, By y;sinpcos p + 2 A, By Xp8in2p 4+ By2x,2sin2p
+ 2 By? x, y, sin p cos p + B, y,2cos?p +

+ 2cosw, {A A,sinpcosp + A, B, x,sin p cos p +
+A B, y, . cos? p+A B, x,sin?p + A, B, y, sin p cos p +
+ By By (x;*sin® p 4 2 X, y, sin p cos p + ¥, cos® p)}

Ordnet man diese Gleichung nach den 'I‘ransformatlonskoefflzlenten S0
kommt: °

2
(i) Aj%.cos2p + 2 A;By.(x,8in p + y; 08 p)cos p + B42.(X,sinp + y,cos p)2

+ A sin? P + 2 Ay By (X,8in p 4y, c08 p) sin p + By?. (X, 8in p 1 ;€05 p)® +

+2 A, Aycos 0.5in p cos p + 2 A By cos 0. (X,sin p + ¥, cos p).cos p +
: +2 A, Bycosw (x,sinp + y; cos p) sin p +
+ 2 B, B, cos w.(x,sin p + y, cos p)?;
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FaBt man jetzt die gleichartig unterstrichenen Glieder zusammen, dann
erhédlt man: '

2 .
(§) = A%cos?p 4 Ap2sin?p + 2 A; A, cos w .sin p cos p +

s
4+ 2 A,.(B; + B,cos w).(x,sin p 4 y, cos p) cos p +
+ 2 A, (By 4+ By cos w).(xysin p 4 4 cos p) sin p +
+ (B2 + 2 B, B, cos w4 B,?).(xy8in p + ; cos p)2;

Setzt man jetzt: ..... Al = cos?p=a
AL ApCOSW =L oo 2sinpcosp =b
AP =g oo sin?p=¢
A (B, + Bycosw)y=1y,..... 2(xysinp + y,cosp)cosp =d
Ay (By 4+ Bycosw) =yp; ..... 2 (xysinp + y;cosp)sinp=e | . 61)
B2+ 2B Bycosw+B2=1p5........... (xgsin p 4 y, cos p)? = f
S 2
_F)zl
S B
dann erhélt die letzte Gleichung die einfache Form:
agy+ 08+t +dratess+fee+1=0 .. .. .. 62)

Ehe nun weitergegangen wird, beweise man nachstehenden Satz:
Durch r-Punkte ineiner Ebene sind imallgemeinen

n=%.(r— 1)

geradlinige Verbindungsstrecken bestimmt.

Der Beweis kann etwa so gefithrt werden:

Der rte Punkt bestimmt mit den tibrigen (r—1) Punkten, genau (r—1) Strecken
I3 (r_l)te ” ” I I ” (’.42) i3] i3] ("*2) I3

......................................................................

" e ’ ,, dem tiibrigen It Punkte ....... 1 Strecke

Zusammen ergibt das als Streckenzahl:

..... n=1+2+3+“”+a—n=éﬂo—n;....;”..63

Sind also, um wieder auf das urspriingliche Thema zuriickzukommen,
r > 4 Punkte im Plane vorhanden, deren Naturkoordinaten bekannt sind, dann

werden durch diese Punkte ... n= %(r— 1) ... Strecken bestimmt, deren

wahre Lidngen s aus den Koordinaten berechnet werden kdnnen und deren
verzerrte Lingen S durch direkte Abmessungen aus dem Plane folgen.

Die Richtwinkel p dieser Strecken findet man aus den Endpunktkoordi-
Ye—V: ‘
, Xg— X,
und den zugeordneten Endpunktkoordinaten rechnet man fiir jede Strecke
die zugeordneten Koeffizientenwerte a, b, ¢, d, ¢, f, |, nach den Formeln 61) aus.

naten nach der Formel ....tgp, = , ... und mit diesen Richtwinkeln
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Sodann liefert 62) das nachstehende Gleichungssystern:

QL+ o+ Gt dit e+ hs+4L=0
Aty + bals + €l +doly + 60+ fots+ =0 . ... 64
Unly + 0aky + Caly + dnly + €rls + fals + =0
Dieses System reicht fiir n = 6, also fiir r = 4 gerade aus, die Zahlenwerte
der Unbekannten g, r, ... & zu berechnen.

Ist aber ... n>6, .. also .. r> 4, dann findet man nach den Regeln
der Ausgleichsrechnung zur Auswertung der Unbekannten nachstehende
Normalgleichungen:

[aa) &y + [ab] g, - [ac) ks + [ad] gy - [ae] 5 + [af] g + [al] = 0))

(ba] &y + [00]xs + [bc) &5 + [bd] &4 + [be] ks + [0f] 2 + [0]] = O } .. 65)

[fal gy + [f0) 2 + [fe] 5 + [fd] 5a + [fe) 25 + [l 55 + [f1 =0 )

Hat man aus diesen Gleichungen die Zahlenwerte von g; i, .... 1, berechnet,
dann findet man die Transformationskoeffizienten A,, A, B;, B, wie folgt
aus 61):

A=Vt ... Ay=Vigs..... cosw —-_L2___ Y . 66)
' L Ards Vot
_ L
Byt By.coso Ay einmal addiert und einmal
subtrahiert gibt das:
B, + B;.cos w = /‘Z—Z g
Aptis. Ay L A AF+&2
ButBY(1 -+ eosw) =By (140 ) by Aifle !

i B _§4A2—25-A1_ o ( s AAy—Ly
(By— By).(1—cos w) = AA, =(B,—By)|1— AA, =(B,—B,). TAA,
daraus findet man: B, + B, = LaAp + 15 A

1 A A, + gz einmal addiert und einmal
LAy — s Ay subtrahiert gibt:
B, — B, — bl "5 A
AlAs — b
2B _AAR Bt AR Ay B — Aslals — Arlalst+ A1 AgLa— Ar® Aglist Aslala— Arlals
1= AZAR g2 =
A APt — Aslals AL — lszl-,s 1«,31«,4 Lals .

=215 Alez_&z 2Al A12A2 V: &2)
9B, — AA2 &4+A12A2&5—A2&'284_A1~822~15— ALAR L+ A12A2&5—A2§2&'4+A1§2&'5 .

e AP AR —1,? o

A2Agls — Aslaly AlLs— &2&4 E185—L2la,
=2 AZAR —1,? =24, A2Az2— V&S L1ls JSZz’
Mithin ist endgiiltig: e Lsla — Lols 32115
Br=ta
BSE U 67)

b1ds — &2&4
B o
1/—3 Lals — B2
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Damit sind die Transformationskoeffizienten fiir die betreffende Stelle
des Blattes bestimmt, Nichtsdestoweniger konnen die Formeln 9) und 18) noch
nicht unmittelbar angewendet werden, weil die verzerrten Hektarnetzlinien
im Plane nicht vorhanden sind.

Es frégt sich nun, wie das fiir die Koordinatenabmessungen notwendige
Achsensystem (0; &, ) ermittelt werden bzw. eingezeichnet werden kann,

Zu diesem Zwecke wihle man 2 Punkte P, und P, mit bekannten Natur-
koordinaten (X, Y,), bzw. (X, Y,), von denen der erste (P,) am linken unteren
und der zweite (P,) am rechten oberen Ende des in Betracht kommenden Ge-
bietes liegt.

Hernach reduziere man die Koordinaten beider Punkte auf ein Parallel-
koordinatensystem, dessen Ursprung mit dem links unterhalb P, liegenden
Hektarnetzpunkt zusammenfallt.

Fig. 10,

Sind (x; y,) bzw. (x,v,) die reduzierten Koordinaten von P, und P,,

dann wird nach 9) . [ § = x;.(A; + B, yy) und { €y = X,.(A; + By )
‘ 171123’1-(A2+Bzx1) o T e =e (Ay+ By Xy)
Schldgt man nun um P, einen Kreis mit dem Radius ... r, =&, — &,
‘ und um P, einen Kreis mit dem Radius ... ry = 1, — 7,
dann schneiden sich diese beiden Kreise in einem Hilfspunkte H, der mit P,
bzw. P, verbunden, die Richtungen der Achsen & und ¢ bestimmt.
Die Achsen selbst findet man durch Abtragung der dick eingezeichneten
Strecken P, U =§, bzw. P, T =1, und Parallelverschiebung der Achsen-
richtungen durch die Punkte T und U.




